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Sommer, F., u. J. MEHRING 
Math. Annalen, Bd. 131, S. 1—16 (1956) 


Kernfunktion und Hiillenbildung in der Funktionentheorie 
mehrerer Verianderlichen 
Von 


Friepricu Sommer in Miinster (Westf.) und Jonannes Menrine in Diisseldorf 


Im folgenden sollen einige Zusammenhange aufgezeigt werden, die zwischen 
der Theorie der Orthogonalfunktionen einerseits und der Theorie der Holo- 
morphiehiillen andererseits in der Funktionentheorie mehrerer komplexer 
Veranderlichen bestehen. Zunichst mége die Problemstellung an Hand der 
bekannten Haupteigenschaften der quadratintegrierbaren Funktionen er- 
lautert werden’). 

© sei ein beschranktes Gebiet im euklidischen Raume R®” der p komplexen 
Veriinderlichen z =(z,, 2», ...,2p), Z= %+ty, k= 1,2,...,p. Die in G 
holomorphen Funktionen f(z), deren Lebesguesches Integral 


i.De= fteFedo 
© 


(dw = dxz,dy,dx, dy, ...dzx,dy,) endlich ist, bilden die (offenbar nicht leere) 
Familie Q(G) der in G quadratintegrierbaren holomorphen Funktionen. Alle 
Funktionen / aus Q(G), deren Integrale der Bedingung 


(0.1) (Ae <1 
geniigen, bilden in © eine normale Familie § (G) holomorpher Funktionen, die 


im Innern von G, d.h. in jedem kompakt in G liegenden Teilgebiet, gleich- 
artig beschrankt sind. Hieraus folgt, daB in G die Funktion 


(0.2) Ke (z) = max |f(z)|* 
1¢¢F 


existiert. Es gibt sogar zu jedem Punkt z aus G eine bis auf den Faktor e'® 
eindeutig bestimmte Funktion aus §(G), fiir die das Maximum angenommen 
wird. Kg(z) ist in G eine reell-wertige, positive, reell-analytische Funktion, 
die als Kern des Gebietes © bezeichnet wird. Auf Grund der Definition des 
Kernes gilt fiir zwei Gebiete G, und G,, von denen G, in G, liegt, 


(0.3) Kg, (z) => Kg, (2) 
fiir jeden Punkt z aus G,. 

Der Kern gibt Anla®B zu einer gegeniiber eineindeutigen Abbildungen 
invarianten Hermiteschen Metrik (Bergmansche Metrik) mit dem Linienelement 


4 . @ log K(z) ‘ 
(0.4) dest= 3S Tarde, T= Gnas BIH 12. 


Die Hermitesche Matrix (7',7) ist in allen Punkten z aus G positiv definit. 


1) Zu den folgenden Ergebnissen siehe: 8. Bergman: The Kernel Function and Con- 
formal Mapping. New York 1950. 
Math. Ann. 131 l 
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Man gelangt noch auf einem zweiten Wege zum Kern Kg(z). Eine end- 
liche oder abzihlbar unendliche Menge von Funktionen p,(z), p2(z), ... aus 
¥(G) bildet ein Orthonormalsystem in G, wenn die p,(z) den Relationen 


\O fir k+1 


0.5 . = 
(0.5) {PPE dO= 1) Ge p1 


geniigen. Ein Orthonormalsystem kann durch Hinzunahme von hdéchstens 
abziahlbar vielen weiteren Funktionen aus (G) stets zu einem vollstéindigen 
System erginzt werden. Dabei heiB®t ein System p,(z), p.(z), ... vollstandig, 
wenn jede Funktion f(z) aus Q(G) in eine Reihe 
(0.6) f{iz)= SY ey p,e(z) mit 3» |e,!2< 00 

k= k=1 
entwicke]t werden kann, die im Innern von G, d.h. in jedem kompakt in G 
liegenden Teilgebiet, gleichmaBig konvergiert. Es laBt sich zeigen, daB zu 
jedem gegebenen vollstindigen Orthonormalsystem fiir eine Funktion f(z) 
die Fourierkoeffizienten c, eindeutig bestimmt sind. Umgekehrt liefert jede 
Reihe (0.6) eine in © quadratintegrierbare Funktion. 

Aus allem folgt, daB die Menge Q(G) einen Hilbertschen Raum bildet und 
jedes vollstandige Orthonormalsystem p, (z), p.(z), . . . eine Basis dieses Raumes 
darstellt. Die Basis kann auf mannigfache Weise gebildet werden, doch 
stets liefert die Summe 


oc 


(0.7) y Px (2) Px (2) = Ke (2) 
k=1 


den Kern des Gebietes ©. Aber nicht nur diese, sondern auch noch die Summe 
x 


(0.8) SS Px (2) pe(C) = Ko (z, g) 
K=1 


ist unabhangig von der speziellen Wahl des vollstandigen Orthonormal- 
systems. Man nennt Kg, (z, ©) die Kernfunktion des Gebietes ©. Die Reihe (0.8) 
konvergiert gleichmaBig im Innern des Produktgebietes G,«= G, x G- und 
liefert dort eine holomorphe Funktion der Veranderlichen (z, [) = (z,, .. ., 2,, 


J 


cas = 

Hierbei wurde die folgende Terminologie benutzt: So!l zum Ausdruck ge- 
bracht werden, daB z in © lauft, so ist G ein Gebiet im z-Raum, und wir 
schreiben dann ©, statt G. LaBt man eine Verinderliche € = (¢,,.. ., Cy) inG 
laufen, so erhalt man ein Gebiet G, im ¢-Raum. © ist dasjenige Gebiet im 
z-Raum, fiir das z in G liegt. Lauft z in G, so schreiben wir G, statt G; laiuft 
dagegen z in G, so erhalten wir G;. Ist schlieBlich G ein Gebiet im z-Raum, 


z=(%,...,2,), und Gi? ein Gebiet im w-Raum, w =(w,,...,W,), 80 sei 
Gt), = GY « G? das Produktgebiet, welches aus allen Punkten des (z, w)- 
Raumes besteht — (z, w) = (%, ..., Zp, Wy... -. Wg) —, fiir die z in Gf” und w 


in Gi? liegt. 
GemaB8 der Definition von Kg (z, £) durch die Beziehung (0.8) ist 


(0.9) Kg (2, ¢) = Kg (CE. 2) 
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und 
(0.10) Kg (z, 2) = Kg (2). 


Dabei ist Ag (z, £) im Punkte (z. £) des Gebietes G, « G= und Kg (f,z) im Bild- 
punkt (¢, z) im Gebiet G. »G; zu nehmen. Die linke Seite von (0.10) liefert 
den Wert der Kernfunktion auf der Diagonalflache £ = z des Gebietes G, « Gr. 

Mit Hilfe der Kernfunktion gewinnt man eine Jntegraldarstellung fiir jede 
Funktion f(z) aus Q: 


(0.11) f(z) = [ Kg (z, 0) (0) da, 
G. 


(dw.= d&, dy, dé, dn,...d&,dn,, dly= dé +idn,, &= 1, 2,...,9), 
woraus sich die Fourierkoeffizienten c,, in der Entwicklung (0.6) zu 
(0.12) ee= { pe(O) f(0) dem, 

S: 


ergeben. 

Bei mehreren Verianderlichen ist nicht jedes Gebiet © Holomorphiegebiet, 
vielmehr gibt es ein gréBtes, © umfassendes Gebiet 9 = 9 (G), die Holomorphie- 
hiille von ©, in der alle in © holomorphen Funktionen gleichfalls noch holo- 
morph sind?). $ ist selbst ein Holomorphiegebiet. Ist G beschriinkt, so ist 
auch $)(G) beschriinkt. Dagegen braucht $(G) global nicht schlicht zu sein, 
wenn © schlicht ist. Wohl aber ist $(G) lokal schlicht, wenn © schlicht ist. 

Alle in © quadratintegrierbaren Funktionen /(z) lassen sich in die Hiille 
%(G) holomorph fortsetzen. Hier tritt nun zunichst die Frage auf: sind die 
Funktionen /(z) aus Q auch noch in §(G) quadratintegrierbar? Wir werden 
im §1 an Beispielen Reinhardtscher Gebiete G im R* zeigen, daB es Fille 
gibt, bei denen jede in © quadratintegrierbare Funktion /(z) auch noch in der 
Hiille $(G) quadratintegrierbar ist, wihrend bei anderen Gebieten dies nicht 
zutrifft. Ferner werden wir sehen, daB Kern und Kernfunktion von © und 
$)(G) im allgemeinen in keinem unmittelbaren Zusammenhang stehen, gleich- 
yiiltig, ob die Menge Q der in © quadratintegrierbaren Funktionen mit der 
entsprechenden Menge in $)(G) iibereinstimmt oder nicht. Dariiber hinaus 
werden wir aber bei den Reinhardtschen Gebieten in ganz elementarer Weise 
Aussagen iiber die Fortsetzung des Kernes, der Kernfunktion und der damit 
zusammenhiangenden Relationen gewinnen, die wir dann anschlieBend fir 
beliebige Gebiete beweisen werden. 

Da alle Funktionen /(z) aus Q auch noch in $(G) holomorph sind, wird 
man vermuten, daB dies auch fiir die Kernfunktion Kg (z,[) im Produkt- 
gebiet §(G,) « §(G=) gilt und daB® dann auch der Kern Kg (z) in 9(G) reell- 
analytisch ist. In §2 werden wir dies mit Hilfe eines bekannten Satzes von 
Harvocs bestiitigen. § 3 ist dem Studium der Frage gewidmet, welche Kon- 
sequenzen die Méglichkeit der Fortsetzung des Kernes eines Gebietes © fiir 
die Fortsetzung der in © quadratintegrierbaren Funktionen und der Kern- 
funktion von G hat. Hier wird sich die iiberraschende Tatsache ergeben, daB 

*) Siehe H. BEHNKE u. P. THvuLLEN: Theorie der Funktionen mehrerer komplexer 
Veranderlichen. Erg. Math. 3. 3 (1934). 


1* 
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die Fortsetzbarkeit des Kernes nicht nur die Fortsetzbarkeit aller quadratintegrier- 
baren Funktionen nach sich zieht, sondern auch die Giiltigkeit aller Beziehungen 
(.1) bis (0.12) einschlieBlich der dabei auftretenden Ungleichungen. Wenngleich 
der Kern eines Gebietes © stets in der Holomorphiehiille §(G) von G noch 
reell-analytisch ist, so wird sich doch zeigen, daB er nicht beliebig iiber 9 (G) 
hinaus fortsetzbar ist. Vielmehr wird sich in $4 ergeben, daB er niemals 
iiber die AuBenhiille 2(G) von G hinaus fortgesetzt werden kann. Dies liBt 
sich dadurch beweisen, daB man das Randverhalten des Kernes von analyti- 
schen Polyedern studiert, wobei sich ergibt, daB bei Annaherung an den 
Rand der Kern stets iiber alle Grenzen wachst. Da man 2(G) von AuBen 
durch solche Polyeder approximieren kann, so schlie8t man leicht mit Hilfe 
der bereits gewonnenen Beziehungen auf die angegebene Aussage*). 


§ 1. Die Kernfunktion bei Reinhardischen Gebicten 

Fiir Reinhardtsche Gebiete lassen sich die Eigenschaften des Kernes bei 
analytischer Fortsetzung elementar gewinnen. Sie liefern ein gutes Beispiel- 
material und sollen daher hier kurz behandelt werden. 

Bei allen schlichten, beschrankten Reinhardtschen Gebieten © im R* mit 
dem Nullpunkt als Zentrum‘) bilden die Monome z''z”, m,n = 0, soweit sie 
in © quadratintegrierbar sind, ein Orthogonalsystem. Ist z, = r,e"’', z,=r,e"** 
und ©, die Projektion von © in den (r,, r,)-Quadranten, so ist das Quadrat- 
integral des Monomes 2’ 2! durch 


(1.1) Ginn= Sf \2,|*™ |z_/*" deo = 422 f r2™*! r2"-1 dridr,, a 
© ©, 


> 0, 


mn 


gegeben, und die Funktionen 


(1.2) Sanh %) = 


Amn 

fiir die die a,,,, endlich sind, bilden ein vollstandiges Orthonormalsystem 
in G*). GemaB (0.6) und (1.2) sind genau diejenigen Funktionen /(z,, z,) in © 
quadratintegrierbar, fiir deren Laurententwicklung in ©: 


(1.3) f (2, 2) = YF Omn 27°25 


die Ungleichung 
(1.4) & |4mn Omnl® < 00 
besteht. . 


3) Ein Teil der Ergebnisse dieser Arbeit findet sich in der Dissertation: J. MEHRING: 
Kernfunktion und Regularitaétsgebiete im Raum von zwei komplexen Veranderlichen. 
Dissertationen der Math.-Naturw. Fakultaét der Universitat Miinster in Referaten. Heft 4 
(1954). Siehe auch: H.J. BrRemermMann: Holomorphic Continuation of the Kernel 
Function and the BeremMan metric in Several Complex Variables. Lectures on Functions 
of a Complex Variable. The University of Michigan Press (1955). 

*) Man versteht hierunter solche Gebiete G im R*, die mit einem Punkt (z,, z,) auch 
alle Punkte (z,e', z,e'%2) enthalten. Sie lassen sich daher durch ihre Projektionen ©, 
im Quadranten z, => 0, z,| = 0 der (2, , 'z,|)-Ebene darstellen. 

5) Siehe S. BERGMAN, a. a. O. 
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Mit © ist auch die Holomorphiehiille $(G) ein schlichtes Reinhardtsches 
Gebiet*). Bezeichnet man die Koeffizienten (1.1) beziiglich 9(G) mit a¥,,,, 
so gilt trivialerweise 


(1.5) Onn <= Onn 


fiir alle m, n, fiir die a},,, endlich ist. Dariiber hinaus folgt 

Satz 1. Ist G ein Reinhardtsches Gebiet im R* mit dem Nullpunkt als 
Zentrum und $(G) seine Holomorphiehiille, so sind sémtliche in © quadrat- 
integrierbaren Funktionen f (z,, 2) genau dann auch in 9 (G) quadratintegrierbar, 
wenn eine feste positive Zahl k existiert, so dag 


(1.6) Gan & b Gag 


fiir alle m,n ist, fiir die a,,,, endlich ist. Dabei sind a,,, und a>, durch die 
Integrale 

aj, n f %4 -" \z_|™" dw, as, : f \2,|?” lz,|™" dw 

S HKG) 
gegeben. 
Zum Beweise sei /(z,, z.) eine Funktion aus Q(G) und 
f (2, 2) = YF Omnz" 2% 
mn 

ihre Laurententwicklung um den Nullpunkt. Dann folgt aus (1.4) und der 
Existenz der Zahl k gemaB (1.6) die Relation 


(1.7) E |S, bal? < 00 

m,n 
und damit in $(G) die Quadratintegrierbarkeit jeder in G quadratintegrier- 
baren Funktion. 

Gibt es dagegen keine Zahl k, fiir die die Beziehung (1.6) gilt, so ist ent- 
weder bereits eines der a%, ,, nicht endlich, oder aber man kann leicht Zahlen 6,, , 
finden, so daB zwar (1.4), aber nicht (1.7) gilt. Und dies besagt die Existenz 
einer in © quadratintegrierbaren Funktion, die nicht in 9(G) quadratinte- 
grierbar ist. 

An Hand einfacher Beispiele laBt sich zeigen, daB beide Félle méglich sind. 
© sei ein Reinhardtsches Gebiet, das den Dizylinder 9: |z,| < 1, |z,| < 1, als 
Holomorphiehiille hat: 9 = 9(G). Dann ist 


a? 


x [2m |» |2n = 
(1.8) Ay» =| \2,/?" |z9|°" dw (m+ 1)(n+ 1)” 


5 
Ist nun © ein Gebiet, das auf jeder der beiden Achsen z,= 0 und z,= 0 min- 
destens einen Punkt enthalt und eine Punktmenge: 0 < « < |z,|< 1,0<a< 
< |z.) < 1, umfaBt, so hat man 


m=0, n=0. 


a2 


Gp (m+ 1)(n+ 1) 


wen 


> [1 — a2 *2) (1 — o2"* 2] 


x. 
ea... eee 2)2 
= Tat Tint) (1 — a?)?, m,n =O, 


*) Siehe S. Bocuner u. W.'¢. Martin: Several Complex Variables. Princeton Uni- 
versity Press (1948), V, § 4. 
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und damit ein Beispiel fiir den ersten Fall. Ist dagegen © ein Gebiet, das die 
Punkte 0 < « < |z,| < |z,| < 1 nicht enthalt, im tibrigen aber 9 als Hiille 
besitzt, so hat man 


: 


1 
2 n ate 
ann = (m+lintl) ~*” [ fr rs dr, dr, 
a & 
nm? 
= CF 
(m+ 1)(n+ 1) 
n+1 n+1 
ee 2m+2_  p~2m+2n+4 4 2m+2n+4 
x|l m+n+2 +@ = vmt+n+2 = ’ 


Der rechts stehende Faktor wird nun z. B. fiir n = m?, m — ~, beliebig klein, 
und man hat so ein Beispiel fiir den zweiten Fall. 

Die Kernfunktion Kg (z,¢) ist bei Reinhardtschen Gebieten durch die 
Reihe 

lt Nn =m =n 
(1.9) Kg (z,0)= X SES. 

m,n Gun 

gegeben. Ist jetzt G ein solches Gebiet, das den Dizylinder D als Hiille hat: 
D = H(G), so ist m, n=>0. AuBerdem gibt es in beliebiger Nahe der Be- 
stimmungsfliche: |z,|= 1, |z,| = 1 von D Punkte z =(z,,z,) in G, so dab 
Kg (z, €) in (z, 2) konvergiert. Daher konvergiert die Reihe (1.9) gleichmaBig 
in jedem Polyzylinder: |z,| <0, \z,| <0, |¢,| <0, |¢,!<O, @O < 1, und liefert 
dort die analytische Fortsetzung von Kg (z,¢). Wir sehen hier: 

Die Kernjunktion Kg (z, 5) lapt sich aus dem Gebiet ©, x G= in das Produkt- 
gebiet 9, (G) x Hz (G) der Hiillen holomorph fortsetzen, und die Darstellung (1.9) 
gilt auch noch in diesem Produktgebiet. 

Eine unmittelbare Folge dieses Ergebnisses ist die Aussage, dab der Kern 
Kg (z) des Gebietes © in die Hiille $(G) reell-analytisch fortsetzbar ist und dap 
die in © geltende Beziehung 


(1.10) Ks (z)= 


fiir die Fortsetzung in $(G) fortbesteht. 
Wegen (1.5) hat man zwischen dem Kern von © und dem von §(G) in 
© die Beziehung 


| » ° 
zit 2H \2 | mm |2 
1 - aa | -9 


(1.11) Ke (2) = F\ | 2D as | = Ko). 
mn 
und wir bemerken, dai auch diese Relation iiberall in (©) gilt. 

Man kann unschwer die vorstehenden Resultate auf beliebige beschrinkte 
Reinhardtsche Gebiete und ihre Hiillen ausdehnen, indem man in den Ge- 
bieten kreissymmetrische Teilgebiete: |z,| < a, oder b,< |z,| < ¢,; |Z), < a, oder 
b.< |zy| < ¢,, betrachtet und in ihnen die dort auftretenden Laurentreihen 
untersucht. 

Im Dizylinder lautet gemaB (1.8) und (1.11) der Kern: 

. 1 
(1.12) Ky(z) 


is m* (1 —|z,/*)?(1 — |z/*)* ° 
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Bei Annaherung an den Rand geht K(z) iiber alle Grenzen. Der Dizylinder 
ist also das genaue Existenzgebiet des Kernes. Gleiches gilt wegen der Re- 
lation (1.11) fir den Kern Kg (z) eines Gebietes G, das 9 als Hiille hat. Aber 
nicht immer ist das gréBte, G umfassende Gebiet R(G), in dem der Kern 
Kg (z) noch reell-analytisch ist, gleich der Hiille §(G), vielmehr kann es die 
Hiille echt enthalten. Entfernt man z. B. aus dem Dizylinder D die Achsen 
z,= 0 und z,= 0, so erhalt man ein Reinhardtsches Gebiet G, in dem siimtliche 
Monome 2/'z, m, n = 0, holomorph, aber nur diejenigen quadratintegrierbar 
sind, fiir die m, n > 0 ist. Deren Integrale iiber G sind gleich den Integralen 
iiber D. Daher stimmen die quadratintegrierbaren Funktionen in © und D 
und folglich auch die Orthonormalsysteme iiberein, und es ist insbesondere 
Kg (z, t) = Ky(z, ¢) und Kg(z) = Kg(z). G ist Holomorphiegebiet, also 9 (G) 
=@. Dagegen ist das Existenzgebiet des Kernes R(G) =D. 9(G) ist in 
R(G) echt enthalten. Wir haben somit nur die Relation 


(1.13) H(G) c KG). 


$(G) und R(G) unterscheiden sich hier nur um 2-dimensionale Flachen- 
stiicke. Ob sich $(G) von R(G) um ein 4-dimensionales Stiick unterscheiden 
kann, ist nicht bekannt. 

Als Aufenhiille A(G) eines Gebietes G bezeichnen wir den Durchschnitt 
aller Holomorphiegebiete, in denen G kompakt enthalten ist. 21(G) ist selbst 
Holomorphiegebiet, und es gilt trivialerweise $(G) c 2(G)"). Wir werden 
zeigen, daB stets die Relation R(G) c 2(G) gilt. In dem vorstehend genannten 
Beispiel eines Dizylinders, aus dem die Achsen entfernt wurden, ist 2(G) 
=D = R(G). KR(G) kann sich indessen von 2%(G) um ein volles 4-dimen- 
sionales Stiick unterscheiden. Dies zeigt das Reinhardtsche Gebiet G: 0 < 
 |z,| < |z,] < 1. In ihm lautet die Kernfunktion, wie man leicht aus (1.9) 
und (1.1) nachrechnet : 


K ey Zabe 
@ (z,¢) gg? (2,03 a z,0,)2(1 — 2, f.)? 





und der Kern demnach 


, 1 ia)" 
Ke (2) = zm (z)?— 2,%)*(1 — 2,%)* * 





© ist also Existenzgebiet des Kernes: 8(G) = G. Dagegen ist die AuBen- 
hiille der Dizylinder: 21(G) = 9. So haben wir die Relationen 


(1.14) H(G) c RG) CAG), 


und durch Beispiele ist belegt, daB weder zwischen 9(G) und R(G) 
noch zwischen R(G) und 2(G) das Gleichheitszeichen zu stehen braucht. 
Wir werden im folgenden die Beziehung (1.14) fiir beliebige beschrinkte, 
schlichte Gebiete beweisen und aus dem Verhalten des Kernes auf die 
Fortsetzungseigenschaften aller in © quadratintegrierbaren Funktionen 
schlieBen. 


7) Ist H(G) + A(G), so bezeichnet man A(G) auch als Nebenhiille von G [siehe: 
H. Bexnke u. P. THULLEN, a. 2. O.). 
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§ 2. Kernfunktion und Holomorphiehiille 

Wir zeigen zunichst, daB der Kern eines Gebietes © stets in die Holo- 
worphiehiille § = $(G) reell-analytisch und die Kernfunktion nach 9, « $- 
holomorph fortgesetzt werden kénnen. 

Hilfssatz 1. Gsei ein beschranktes, schlichtes Gebiet im z-Raume, z= (z,,..., z,). 
¥ = H(G) sei die Holomorphiehiille von ©. Dann ist § die Holomorphiehiille 
von ©: 

(2.1) 5 = H(8). 
Die Funktion /(z) sei in G holomorph. Dann ist f(z) = f*(z) in © holo- 
morph, also auch in 9. }* (z) = f(z) ist folglich in § holomorph, und es ist daher 
§< HG). 
Andererseits habe g(z) die Holomorphiehiille § als Existenzgebiet. Dann hat 
g(z) = g* (z) als Existenzgebiet §. Da g(z) in G holomorph ist, ist g* (z) inG 
holomorph, also auch in $(G), und es folgt 

H> HG). 
So ergibt sich (2.1). 

Hilfssatz 2. G") sei ein beschriinktes, schlichtes Gebiet im Raume der Ver- 
tinderlichen z = (2, . . ., 2») und G'? ein solches Gebiet im Raume der Verénder- 
lichen w = (w,, ..., Wq). Dann gilt: 

(2.2) H (GY x Gi) = HIG!) x HGP). 

Die Funktion /(z,w) sei in G{ x GY holomorph. Dann ist sie bei fest- 
gehaltener Verinderlichen z als Funktion von w in @{!) x §(G@) holomorph 
und daher nach einem bekannten Satz von Hartocs§) als Funktion von z und w 
in ©” x §(G) holomorph. Nach dem gleichen Schlu8B mit festgehaltener 
Verinderlichen w aus $(G) ist sie auch in 9(G‘") « §(G\) als Funktion 
von z und w holomorph. Also gilt 

H (GL! x GP) > H(GY) x HG!) . 
Sind f(z) und g(w) zwei Funktionen, die $ (G{!’) bzw. $ (G(?) als ihre Existenz- 
gebiete haben, so hat F(z, w) = f(z) - g(w) das Existenzgebiet 9 (G%”) « § (G'?’), 
woraus 

H (GY x GP) < H(GWY) x HG’) 
und damit (2.2) folgt. 

Eine unmittelbare Folge dieser Hilfssatze ist 

Satz 2. G sei ein schlichtes, beschriinktes Gebiet und 9 = 9 (©) seine Holo- 
morphiehiille. Dann ist die Kernfunktion K «(z,¢) im Produktgebiet == 9, x 9- 
als Funktion der Verénderlichen z und £ holomorph. Der Kern Kg(z) ist in 9 
reell-wertig und reell-analytisch. 

Ist R(G) die Kernhiille von G, J. h. das gréBte, G umfassende Gebiet, 
in dem Kg (z) noch reell-analytisch ist, so gilt also 


(2.3) H(G) c K(G). 


*) S. Bocuner u. W. T. Martin, a. a. 0., 8. 139. 
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Zum Beweis ist zu bemerken, daB $+ nach Hilfssatz 1 die Holomorphie- 
hiille von G; im ¢-Raume und 9,7=, x Hz nach Hilfssatz 2 die Holomorphie- 
hiille von G,-= G, x G= im (z, t)-Raume ist. Kg (z. 5) ist in G,~ und damit 
auch in $,¢ holomorph. 

Die Beziehung Kg (z, 6) = Ke@(C,z), die fiir die einander entsprechenden 
Punkte der Gebiete G,= = G, x G; und G,; = G- x G; besteht, bleibt wegen 
der Eindeutigkeit der analytischen Fortsetzung auch in den Hiillen §,- 

9. Hz und $-5= H; x Hz erhalten. Fiir den Kern Kg(z), der sich wegen 
der Fortsetzbarkeit von Kg(z,f) in $,+ nach 9, reell-analytisch fortsetzt, 
gilt also dort iiberall die Gleichung Kg (z) = Kg(z). Er ist somit in § reell- 
wertig und reell-analytisch. 

Wir werden im folgenden sehen, daB der Kern sogar bei jeder méglichen 
Fortsetzung, also insbesondere in $, positiv bleibt. 


§ 3. Der Kern und seine analytische Fortsetzung 

Wir sahen, daB sich der Kern Kg(z) stets in die Holomorphiehiille 9 (G) 
und — wie wir am Beispiel der Reinhardtschen Gebiete erkannten — ge- 
gebenenfalls sogar dariiber hinaus fortsetzen l4Bt. Wir wollen nun aus der 
Fortsetzung des Kernes auf die gleichzeitige Fortsetzbarkeit aller in © quadrat- 
integrierbaren Funktionen und der Kernfunktion Kg (z, £) schlieBen, wobei 
alle in G geltenden Beziehungen (0.2) bis (0.4) und (0.6) bis (0.12) erhalten 
bleiben. Es gilt der grundlegende 

Satz 3. © sei ein schlichtes, beschrinktes Gebiet iiber dem z-Raume, 
z=(z,...,2,), welches enthalten sei in einem lokal schlichten Gebiet Gy. Der 
Kern Kg(z) des Gebietes © sei nach G, eindeutig reell-analytisch fortsetzbar. 
Dann ist jede in © quadratintegrierbare Funktion in G, und die Kernfunktion 
Kg (z, £) in Go, x Go= beliebig holomorph fortsetzbar, und die in © geltenden 
Beziehungen (0.2) bis (0.4) und (0.6) bis (0.12) sind auch in G, giiltig. 

Wir fiihren den Beweis fiir p = 2, bemerken jedoch, daB er fiir p > 2 
in der gleichen Weise gefiihrt werden kann. 

Zu jedem Punkt von G, fiihrt eine Kurve €, die in einem Punkt von © 
beginnt und lings der der Kern Kg (z) nach Voraussetzung reell-analytisch 
fortgesetzt werden kann. Kg (z) li®t sich daher um jeden Punkt von @, in 
eine Potenzreihe entwickeln, die in komplexer Form geschrieben werden kann: 


(3.1) Ke(2)= SY Kpmwla—2t) @—2)' &%— 4)" sy", 
k.l,m,n 
wobei 
k+l+me+nKe (2 
(3.2) Keas= : : ead. LI , BR en@ 1, Foo, 





-t]!onty! kal a=marn 
kil!mtn! @2;02,02; 02> =|, _ 


und 2*= (z{, 23) der Grundpunkt des Entwicklungspunktes auf € ist. 

Ersetzt man in (3.1) Z und Z, durch €, und €,, so erhalt man eine Potenz- 
reihe in z,,2,£, und £,, die in einem Polyzylinder |z,— 2f| < R, |2,—22)| = R, 
5 — 2| < R, \t,— 23| < R absolut gleichmaBig konvergiert. Im (2), 2, 6, 5s)- 
Raum liefern daher die so gewonnenen Reihen in der Umgebung der Diagonal- 
fliche 5,= 3%, C.= % des Gebietes Gy. Gy= eine holomorphe Funktion der 
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Variablen z,, z,, [,, 52, die in der Umgebung der Diagonalflache im Gebiet 
G, x G; mit der Kernfunktion Kg (z, 5) tibereinstimmt; denn diese hat dort 
die Entwicklungen : 


(3.3) Kg (z,t)= : ~ Kyran (@— 21) (@— 22)! (5, — 2h) (S2— 28)" 


mit 

: l gk+l+m+nKe (z,f) | 
3.4 Kinin = 
(34) 0 Aiini = Filtmini act az, atm ar” 
7 1 ak+l+m+nKe (z) | 
— Rtlimint ak acl azn az 





le, 5) = (z*.2*) 


, &¢e,8=60,1,2,.... 








z= 2° 
Ist nun z* ein beliebiger Punkt in ©G,, so verbinde man ihn durch eine 
Kurve € mit einem Punkt z, aus G und iiberdecke das Bild von € auf der 
Diagonalflache £,= 2,, [,= 2, im (z, 5)-Raum durch endlich viele Polyzylinder 
P,: 
ley— 21)| < R,, |ee—29”| < RB, [4— | < R,, [Co—2™| < R,, 
y= @,1,2,...,79, 
so daB (2, 2) = (zg, Z) und (2(7), 2) = (z*,z*) ist und jeder Punkt (z”, 
2), »=1,2,...,r, im Polyzylinder B,_, liegt. Man fasse nun zunichst 
den Punkt (2°, 2) und den Polyzylinder BH, ins Auge. In einer Umgebung U 
von (2), 29) wird die Kernfunktion Kg (z, =) mittels ingendeines vollstandigen 
Orthonormalsystems 7p, (z), p,(z), . . . aus G dargestellt durch die gleichmaBig 


konvergente Reihe 
(3.5) Ko (#5) = 2 pil) pi(t)- 


Daher lauten die Entwicklungskoeffizienten (3.4) fir den Punkt (2, 2™), 
die mit K(®. , bezeichnet werden mégen, 


kithit 
(3.6) Kitna= 2 Pee Pen 
i= 
mit 
a ak + Up, (z) 
3. oO, =-—e| 
( 7) Pik kiliazk az _ (0) 


Fiir jedes R mit 0 < R < R, ist wegen der Konvergenz von (3.3) in J, die Reihe 
IRB BI FE al) 


_ kimi, 
7~O0\k+letmen=j 
konvergent. Insbesondere gibt es eine positive Zahl A, so daB fiir alle ;: 
(3.8) ZS |K@aal <p 
k+l+mtna=j 


ist. Da nun fir m = k, n = I: 
(3.9) Keven = 2 | Pike!” 


ist, so ist K{');; nicht negativ, und es gilt daher: 


2» » 
| pro) “= . (lle _ (0) 2 ° (0) |2 
» |Kinl=. & Aiter=. 2 2 |Pe S |P kil: 
kil=j ke-l=j k f=1k+l~—j 


t+41=ji=1 1 
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Folglich hat man wegen (3.8): 


(3.10) SS |Pchil* < a» 
i= 1lk+ie=j 
also erst recht: 
, | (0) I2 d 
Pi kal < Sa 
k #|| a RY 
fiir jedes i = 1, 2,3,... . Wendet man hierauf die Schwarzsche Ungleichung 
an, so erhalt man: 
‘ = | cs VA 
(3.11) > |pPal< yaa 
k+le=j 


Hieraus ergibt sich nun die Holomorphie aller Funktionen p,(z) im Dizylinder 
Do: |z,— 20 | < Ro, \zy— 2\| < Ro. Man hat in 2 die Entwicklung 


(3.12) Pil2)= SY prhy(z,—zO)* (z.— 2)! 
kl=0 
Fiir |z,— 2()| <@R, |z.— 20) <@R,0 < #@ <1, ist dann 
E> ipa — 208 ey — 2m", < Fe ( 3 [plore 
ki=0O G=0 ‘ktele=j 
< Syj+l yA &, 


j=0 

woraus die absolut gleichmipige Konvergenz der Reihe (3.12) im Innern von Do 
folgt, wo demnach p;(z) holomorph ist. 

Man kann weiter schlieBen, daB im Innern von Dy auch 3’ \p;(z)|* gleich- 

i 1 

mipig konvergiert, folglich dort reell-analytisch ist und daher mit Kg (z) diberein- 
stimmt : 

Fiir |z,— 2| < @ R, |z,—2z2| < 8 R, 0 < @ < 1, ist naimlich 


o0 


| 
| } ’ ’ (0) 7, ( 4 0) yt! 
ipete)| =| OPO pie a — 20)" (a 2)! 
} IK+ =) 
(3.13) <5 S |p| Ro 
j=Ok+il-j 





< YVG+v » poy? RW, 
j=0 k+il= 
wobei wiederum die Schwarzsche Ungleichung herangezogen wurde. Sodann 
folgt aus (3.10), dab 
. 0 Aj 
(3.14) Dy Pia® = pa 
sy er ae 


mit 0<A,und S’ A,< A ist..Daher kénnen wir aus (3.13) und (3.14) folgern: 
i=1 
ee ae = 1 
p; (2) ow 7-1 [AW < | A 
j=0 


‘(1— op?’ 
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also 


Iie) < Aspe > 


woraus sich wegen )* A, < A die Behauptung ergibt. 
(j=1 


1 
Ist V der Lebesguesche Inhalt des GebietesG, so kann man die Konstante 17 
Ke 


als Funktion p, (z) wahlen. Hierausfolgt,daB Kg (z)= »” |p; (z)\? iiberall in @ WO Dy 
i=1 


positiv ist. 

Da irgendeine in © quadratintegrierbare nicht identisch verschwindende 
Funktion {(z) nach einer vorgenommenen Normierung als Funktion p, (z) eines 
vollstindigen Orthonormalsystems gewahlt werden kann, so ist jede solche 
Funktion nach 9, holomorph fortsetzbar. Und die in & giiltige Darstellung nach 
irgendeinem Orthonormalsystem {p, (z)}: 


oa x 


(3.15) f(z) = mR) 2 ee led? < . 
besteht nach der Schwenvehen + wegen der gleichmaBigen Konver- 
genz der Reihe y [pile )|? im Innern von GUD, auch in Dy fort, und die 
Reihe inated gleichméipig im Innern von © Dg. 

Ebenso folgt: Die — y Pi (z) p,(C) konvergiert gleichmépig im Innern 


von (G,\) Do.) (Ge 5,:) cal liefert dort die analytische Fortsetzung von 
Ke (z, ¢): 
(3.16) Ko(2,0)= SX pz) pi(C)- 
i=1 
Dieses Ergebnis kann dazu benutzt werden, die Integruldarstellung einer 
in © quadratintegrierbaren Funktion f(z) in © 0 Dy zu gewinnen: 


(3.17) f(z) = [ Koz, Df(O) do, . 
© 


Es ist namlich wegen der Konvergenz der Reihe »° \p,(z)? in GW QD, die 
i=1 


Kernfunktion Kg (z, ¢) in G, als Funktion von ¢ quadratintegrierbar, und es 
gilt, wenn f(z) in G die Darstellung (3.15) hat, in G@ — 9,: 


J Kg (2,0) f(0) dw: 2 Pi (z) I p;(c) f(f) da, = 2 c; p;(z). 
©. t= ©, t= 
Diese Reihe stellt aber auch in © Dy die Funktion /(z) dar. 

Die Formel (3.17) ist insofern von besonderer Bedeutung, als sie die expli- 
zite Fortsetzung einer in © quadratintegrierbaren Funktion f(z) nach Go D_ 
liefert, wenn die Fortsetzung der Kernfunktion nach (G,\ 94.) x (G= UV D_=) 
gegeben ist. 
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Es wurde bereits bemerkt, dab in G, die Kernfunktion Kg (z, t) quadrat- 
integrierbar ist. Das Integral laBt sich leicht berechnen: 
(3.18) f \Ke (2, O)Pdw,= ¥ |p,(z)!* = Ke (2). 


GS, f=1 


Hieraus und aus der Integraldarstellung (3.17) folgt wegen der Schwarzschen 
Ungleichung auch in © — 9, die Beziehung: 


if(z)*s Ke (z)- f \f(0)Pdo-. 
G. 


Fiir alle Funktionen /(z), die in © quadratintegrierbar sind und fiir die 
J f(0)Pdem, =< 1 ist, gilt daher auch in G 9,4: 
G. 





Kg (2) = |f(z)\?. 
Nun hat bei festem z in G@ 9, die Funktion g(¢) anh gemaB (3.18) das 
CG (z) 
Integral f{ \g(f)|? dw. = 1, und es ist |g(z)/? = Kg(z). Folglich gilt: 
©. 


In@- Dy ist 
Ko (z) = max |f(z)|?, 
N2)<F 
wobei f(z) die Familie & aller in G quadratintegrierbaren Funktionen mit 
{ \f(z)|?dw = 1 durchliiuft. 
G 


Aus dieser Charakterisierung des Kernes folgt: Ist G’ ein Gebiet. welches © 
enthalt, und ist Kg,(z) der Kern von ©’, 8o ist im Durchschnitt ©' ~ (© /9,): 


(3.19) Kg (z) = Ke (2) . 


Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich véllig analog auf p Variable 2,. 
2y,.-.,%», tibertragen. Statt des Dizylinders 9, tritt ein Polyzylinder 9,: 
z,— 20) < Ry, w= 1,2,...,p, auf und statt des 8-dimensionalen Poly- 
zylinders PB, ein 4 p-dimensionaler Polyzylinder B,: jz,,— 2{?| < Ro, If, Zo) 
< KR, p=1,2,...,p. 

Betrachten wir zum SchluB noch die Fortsetzung der Bergmanschen 
Metrik nach Do, diese jedoch im Raume von p Verinderlichen. 

Wie in © zeigt man auch in G — D,, daB die durch (0.4) gegebene Hermite- 
sche Form positiv definit ist: Sei z= (z,,..., 2») ein Punkt. aus G\_) Dp. 
Dann sahen wir oben, daB die Funktion 

g(2) = *SGe2) 
| Ke (2) 

normiert ist. Wir kénnen sie als Funktion p,(z) eines vollstandigen Ortho- 
normalsystems wahlen und wissen, daB dann 


(3.20) Ko (0) = Ps (0) Pi (0) 

ist. Fiir die tibrigen Funktionen p,(z), p,(z), . . . des Orthonormalsystems gilt 
jetzt notwendig 

(3.21) 9,(z.) = 0, » = 2,3,.... 














14 FRIEDRICH SOMMER und JOHANNES MEHRING: 

AuBerdem ist irgendeine in © quadratintegrierbare Funktion f(z) + 0 genau 

dann orthogonal zu p,(z), wenn /(z)) = 0 ist. Ist sie namlich orthogonal zu 

p, (z), so kénnen wir sie normieren und als Funktion p,(z) waihlen. Dann ist 

wegen p.(z)) = 0 auch f(z.) = 0. Ist umgekehrt f(z») = 0. so sei [ f(z) p,(z)dw 
S 





=a. Dann ist g(z) = f(z)—ap,(z) orthogonal zu p,(z) und daher wegen 
g (Zo) = 0 und p, (Z9) + 0 notwendig a = 0, d.h. f(z) ist orthogonal zu p, (z). 
Unter Beriicksichtigung von (3.20) und (3.21) ergibt sich im Punkte =-, 
nach (0.4) aus Kg (z) = ¥ p;(z) p; (2): 
=1 


1 , Ke eKe @Ke 
Pr " xe [Ks Ozp0z, zy a 
1 —_.i. oe Ge — ap, ap, 
, y 3 = 
Kz Bp Prim, Oz, Oz, Pi Pi Oz. az; 
1 OR FF; 
Ke j=? Oz Cr 
und daraus: 
1 > = ap; ap; x 
A s 5) “2 de dz 
ds Ke My j~> 8% dz, dz, 


1 Pap; P 
aio. %y 1d 
Ke ~. ~ a2 da d 


Diese Form ist sicherlich positiv semi-definit. Sie ist sogar positiv-definit. 


, : a pj ; ; ‘ 
weil sonst je p Vektoren ( ss nin aed 45 ). j = 2,3...., im Punkte z, stets 
= Pp 


linear abhaingig sein miiBten. Dies ist aber offensichtlich nicht der Fall. 
weil man als Funktionen pg, py. .. ., Pp, ; Polynome aj, (z;— Zp» 1), 21 (2;—29 1) — 
+ Age (Z2—Zpa)s - « -»@p1(%— 201) + Apo (@2—Zo2) + °° + Gy p(@p— Zon) Gar * Mae 

< +++ a,, + 0, wihlen kann. Wir haben also das Resultat: 

Die durch (0.4) gegebene Bergmansche Metrik lat sich nach © D,, foit- 
setzen und ist dort iiberall durch eine positiv-definite Hermitesche Matrix (T',;) 
bestimmt. 

Mit dieser Feststellung haben wir alle Aussagen von Satz 3 fiir das 
Gebiet G \V D, bewiesen. Wir kénnen nun das gesamte Beweisverfahren fii 
GUD, 9, wiederholen, sodann fiir GUD, 9, D,. usw., bis wir zum 
Polyzylinder D, gelangt sind, womit dann der Beweis der Aussage des Satzes 3 
vollstandig erbracht ist. 


§ 4. Kernfunktion und AuBenhiille 
Wir sahen in § 2, daB die Holomorphiehiille $(G) eines schlichten be- 
schrinkten Gebietes © stets in der Kernhiille R(G) enthalten ist. Wir wollen 
nun zeigen, daB dariiber hinaus die Kernhiille R(G) in der AuBenhiille 2(G) 
enthalten ist, d. h. im Durchschnitt aller Holomorphiegebiete, die © kompakt 
enthalten. Der Kiirze wegen fiihren wir den Beweis wiederum nur fiir zwei 
Veranderliche z, und z,. 
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Die AuBenhiille 2(G) laBt sich darstellen als Durchschnitt einer Folge 
von Holomorphiegebieten $,, 9.,..., wobei 9,,, kompakt in 9, enthalten 
ist: ,.,C 9,*). Jedes 9, laBt sich von innen durch analytische Polyeder 
approximieren. Daher gibt es zu jedem §,, ein solches Polyeder B,,, daB 


Dn+ 1 ie P, < D», 
gilt. Folglich kann 2(G) von aufBen sogar durch analytische Polyeder G,, 
approximiert werden: B,, Bq, . . ., mit B,,, ¢ B,,, deren Durchschnitt A (G) ist. 
Jedes dieser Polyeder ,, ist durch endlich viele Ungleichungen 
(4.1) fae (2, 2g)| < 1, p= 1d, .. 5 Wns 


gegeben, wobei die /,,,(z,, Zz.) holomorphe Funktionen in 9, sind. Der Rand 
der Y,, besteht aus endlich vielen Hyperfliachenstiicken F,,, : |f,,(z, Z2)| = 1. 
Sei nun (29), 29) ein gewohnlicher Punkt auf genau einem solchen Flachen- 


stiick. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei in ihm 
(4.2) Shenley 22) +0. 
Dann wird durch die Abbildung 

w, = fn, (2,2 
(4.3) ne a , ( 1 2) 

- “= 

das Polyeder G,, auf ein Gebiet B in einem Dizylinder 9: 

\w,| << 1, jw] <r, 
abgebildet. B ist evtl. nicht schlicht, aber es hat iiber einem Punkt von 9D 
héchstens eine endliche Zah] m von Punkten, wobei m eine feste positive Zahl 
ist. Aus den Relationen (0.2) und (0.3) sowie dem Transformationsgesetz 
des Kernes bei analytischen Abbildungen”’) eines Gebietes G auf ein Gebiet G* : 


(4.4) Ko (2,, 2) = | 2) 


2 
| O(a, 2) Ko« (vy, We) 





ergibt sich nun unmittelbar fiir die Kerne von B,, und D die Abschitzung 


. | Ofny (21,22) |? ,- 1 
Kx, (2, 22) = —~ Ka(w,, w,) 2 = 





| Ofny (21,2 a os 

-_- »| K 5 (w,, Ws) . 
Insbesondere gibt es wegen (4.2) eine Umgebung von (2p), 292) und dazu eine 
Konstante m, > 0, so daB in dieser Umgebung 

(4.5) Ky, (4, 2%) S Mo Ky (wy, ws) 


ist. Nun liegt das Bild von (29), 29.) auf der Mantelfliche |w,|= 1, |w,| <r 
des Dizylinders 9. In 9 lautet die Kernfunktion gemaB (1.12), (4.3) und (4.4): 


(4.6) Ky(wvy, We) = : 


x? (1 — \w,|*)? i pang We 22° 





Aus (4.5) und (4.6) folgt also, daB bei Anniherung an einen gewohnlichen 
Punkt des Randes von Y,, der Kern Ky,,(z,.2,) iiber alle Grenzen wiichst. 
Als Anwendung dieser Ergebnisse erhalten wir 


*) H. Bennxke und P. THULLEN, a. a. O. 
”) Siehe S. BerGMaAN, a. a. O. 
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Satz 4. Zwischen der Holomorphiehiille $(G), der Kernhiille R(G) und der 

Aufenhiille A(G) eines Gebietes G besteht die Relation 
H(G) c KR(G) c AG). 

Die erste dieser beiden Beziehungen ist durch (2.3) gegeben, die zweite 
ergibt sich wie folgt: Sei (9, 292) ein Randpunkt der AuBenhiille, in den R(G) 
reell-analytisch fortsetzbar wire. Dann gibt es eine Umgebung U von (2p;, Zo), 
in der Kg (z,, Z,) beschrankt ist. Andererseits laBt sich 2(G) von auBen durch 
analytische Polyeder approximieren. Es gibt also sicher auch ein solches 
Polyeder %, das in U gew6hnliche Randpunkte hat. Da J das Gebiet G ent- 
halt, so gilt gemaB Formel (3.19), die bei beliebiger Fortsetzung des Kernes 
K 5 (z, 22) bestehen bleibt, in U: 

K 6 (%, 22) = Ka (2%, 22). 
Dies ist aber ein Widerspruch zur Tatsache, daB K,(z,,z,) bei Annaherung 
an den Rand von G in UU iiber alle Grenzen wichst. Damit ist unser Satz 
bewiesen. 

Als triviale Folgerung ergibt sich, daB in Gebieten ohne Nebenhiille, 
d.h. in Gebieten, in denen 9(G) = 2(G) ist, auch die Kernhiille mit der 
Holomorphiehiille tibereinstimmt. 


( Eingegangen am 15. September 1955) 


NAUMANN, H. 
Math. Annalen, Bd. 131. 8. 17—27 (1956) 


Eine affine Rechtwinkelgeometrie*) 


Von 
HersBert NAUMANN in Marburg a. d. Lahn 


Unter den ebenen affinen Desarguesschen Rechtwinkelgeometrien lassen 
sich zwei bemerkenswerte Klassen aufweisen, die nach Hinzunahme des 
Satzes von Pappus-PascaL miteinander zusammenfallen und auch nur die- 
jenigen affinen Rechtwinkelgeometrien gemeinsam haben, in denen der Satz 
von Paprus-Pascau gilt. In jeder der beiden Klassen gibt es Modelle, in 
denen der Parpus-Pasca.sche Satz nicht giiltig ist. Eine der Klassen ist von 
K. Scutrre!) untersucht worden, die zugehérigen riiumlichen und mehr- 
dimensionalen Verallgemeinerungen dieses Typs auch schon von R. BaErR und 
H. Lenz [vgl.')]. K. Retpemetster und Verf. haben sodann in *) einen bis 
zu einem gewissen Punkt gemeinsamen Aufbau beider Klassen durchgefiihrt. 
In der vorliegenden Arbeit wird nun diejenige Klasse von Rechtwinkel- 
geometrien, die sich durch die Giiltigkeit eines von K. REIDEMEISTER auf- 
gestellten SchlieBungssatzes fiir Inzidenz und Orthogonalitaét charakterisieren 
1aBt, eingehender untersucht. 

Fir Diskussionen und Anregungen bin ich Herrn Prof. REIDEMEISTER sehr 
zu Dank verpflichtet. 


1. Unter einer affinen Rechtwinkelebene verstehen wir eine affine Ebenc. 
in der auBer den trivialen affinen Inzidenzaxiomen die trivialen Orthogonalitits- 
axiome') erfillt sind: 

Ol. Istg Lh, soh 1g. 

O02. Istg |hundh | k, sog 1k. 

03. Durch jeden Punkt einer Geraden g gibt es genau eine Gerade h 
mit g Lh. 

Aus den Axiomen folgt, daB es zu einem gegebenen Punkt P und einer 
Geraden g genau ein Lot h von P auf g gibt: mit anderen Worten: es gibt 
genau ein h mit he P und h | g. 

Ist g | 9, so nennen wir g isofrop. 

Wie iiblich bezeichnen wir eine eineindeutige Transformation der Punkte 
auf sich. die die kollineare Lage von Punkten erhilt, als eine Kollineation. 

Wir zeigen zunichst die Aquivalenz eines Axioms iiber die Existenz ge- 
wisser Kollineationen mit dem Retpemetsterschen Recht winkel-SchlieBungs- 
satz. : 

*) Fiir Unterstiitzung dieser Arbeit sage ich der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
meinen aufrichtigen Dank. P 

1) K. Scuittrre, Ein SchlieBungssatz fiir Inzidenz und Orthogonalitat. Math. Ann. 129, 
424—430 (1955). 

*)H. Naumann u. K.Rewemeister, Uber SchlieBungssiitze der Rechtwinkel- 
geometrie. (Erscheint in den Abh. Math. Sem. Hamburg. Bd. 21.) 

Math. Ann. 131 2? 
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Axiom K: Sind g und g’ irgend zwei gegebene orthogonale Geraden und 
sind A, B zwei verschiedene Punkte auf g und A’, B’ zwei verschiedene Punkte 
auf g’, so gibt es eine Kollineation, die jede Gerade in eine zu ihr orthogonale 
Gerade und A in A’, B in B’ transformiert. 

Wenn das Axiom K erfillt ist, dann gibt es auch nur eine Kollineation 
mit dieser Eigenschaft. Denn sei zunichst C ein Punkt, der nicht mit g inzi- 
diert. Dann ist das Bild von C eindeutig bestimmt als Schnittpunkt des Lotes 
von A’ auf die Gerade AC mit dem Lot von B’ auf die Gerade BC. Dann 
sind aber auch die Bilder der mit g inzidierenden Punkte eindeutig festgelegt. 

SchlieBungssatz A: Sind P,(i = 0,1, 2,3) und P;(i = 0, 1, 2, 3) die Ecken 
zweier nicht ausgearteter Vierecke und bestehen fiinf der Relationen 
P,P, 1 P; Pi(i < k = 0,1, 2, 3), so gilt auch die sechste. 

Satz 1: Der SchlieBungssatz A ist mit dem Axiom K dquivalent. 

Beweis. Sei zunichst das Axiom XK erfiillt, und es mégen die Punkte 
P,, P(t = 0,1, 2,3) die Voraussetzungen des SchlieBungssatzes A in der 
Weise erfillen, daB P,P; PoP; und P,P; | Pj P;, ist. Dann gibt es nach dem 
Axiom K (genau) eine Kollineation, die P, in Pg und P, in P; und im iibrigen 
jede Gerade in eine zu ihr orthogonale Gerade iiberfiihrt. Bei dieser Kolli- 
neation geht die Gerade P, P, in das Lot von Po auf P, P,, d. h. in die Gerade 
P;, P; und entsprechend die Gerade P, P, in Pj P iiber. Damit ist aber ge- 
zeigt, daB P5 bei der genannten Kollineation das Bild von P, ist. Ebenso 
zeigt man, daB P; das Bild von P, ist. Folglich P,P, | PP, das ist die Be- 
hauptung des SchlieBungssatzes A. — Sei nun umgekehrt der SchlieBungs- 
satz A in der ganzen Ebene giiltig, und seien g und g’ zwei orthogonale Ge- 
raden und A, B zwei verschiedene Punkte auf g und A’, B’ zwei verschiedene 
Punkte auf g’. Wir ordnen jedem Punkt P, der nicht auf g liegt, den Schnitt- 
punkt P’ des Lotes von A’ auf A P mit dem Lot von B’ auf BP zu. Sind P 
und Q irgend zwei Punkte, die nicht auf g liegen, und P’ und Q’ die den 
Punkten P bzw. Q zugeordneten Punkte, so ist PQ | P’ Q’, was fiir den Fall, 
daB PQA oder PQB auf einer Geraden liegen, unmittelbar aus der Definition 
und im anderen Falle, d.h. wenn A, B, P, Q ein nicht ausgeartetes Viereck 
bilden, aus dem SchlieBungssatz A folgt. SchlieBlich ordnen wir jedem Punkt C 
auf g unter Zuhilfenahme eines beliebigen nicht auf g gelegenen Punktes P 
und dessen Bildes P’ den Schnittpunkt C’ des Lotes von P’ auf PC mit der 
Geraden g’ zu, und diese Konstruktion ist wegen der Giiltigkeit des SchlieBungs- 
satzes A unabhangig von der speziellen Wahl des Hilfspunktes P. Damit ist 
die im Axiom K geforderte Existenz einer Kollineation gezeigt. die A in A’. 
B in B’ und jede Gerade in eine zu ihr orthogonale Gerade transformiert. 

Satz 2: Aus dem SchlieBungssatz A folgt der affine Satz von Desarcves*). 

Wendet man den SchlieBungssatz A zweimal hintereinander an, und zwar 
zuerst auf zwei Vierecke P; und P;. dann auf das Viereck P’ und ein weiteres 
Viereck P;'(é = 0.1.2.3). wobei man speziell Pj’ = P, zu wihlen hat, so 
bilden die Punkte P;, P;’ die Figur des affinen Satzes von Desarcvues. Aus 
dieser Betrachtung folgt unmittelbar die Behauptung. 


3) Vel. auch Anm. 2. 
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2. Da mit dem SchlieBungssatz A oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
mit dem Axiom K der affine Desarguessche Satz zur Verfiigung steht, so 
sind wir in der Lage, ein Koordinatensystem einzufiihren, in dem die Punkte 
durch Paare (x, y) von Elementen eines Schiefkérpers dargestellt werden und 
die Punkte einer Geraden einer linearen Gleichung az + by + c = 0 geniigen, 
wobei a, b, c ebenfalls dem Schiefkérper angehéren und a und 6 nicht zugleich 
verschwinden sollen. 

Falls alle Geraden der affinen Ebene isotrop sind, dann ist die Orthogo- 
nalitét mit der Parallelitét identisch 
und der SchlieBungssatz A zum Satz ¥ 
von DESARGUES dquivalent. 7 . 

Wenn wir von diesem trivialen Fall 
absehen, so gibt es in der Ebene stets 
ein Paar von orthogonalen, nicht par- » s 
allelen Geraden, und wir kénnen diese L 4 
als z- und y-Achse dem Koordinaten- aie 
system zugrunde legen. 4 a 

Wir definieren nun in der folgenden 
Weise eine eineindeutige Abbildung der Fig. 1 Fig. 2 
Elemente des Schiefkérpers auf sich’): 

Das Lot vom Punkte (0, 1) auf die Gerade (1, 0), (0, —1) trifft die 2-Achse 
in einem bestimmten, vom Koordinatenursprung verschiedenen Punkt (¢q, 0). 
Jedem Punkt (a, 0) der z-Achse ordnen wir sodann den Schnittpunkt (0, a) 
des Lotes von (g, 0) auf die Gerade (0, —1), (a, 0) zu (vgl. Fig. 1 u. 2). 











y 
Dard 














Fig. 3 Fig. 4 


Mit dieser Abbildung der Punkte (a, 0) der x-Achse auf die Punkte (0, a) 
der y-Achse ist nun eine Abbildung a-@ der Elemente des Schiefkérpers auf 
sich erzielt, und diese Abbildung ist ersichtlich eineindeutig. 

Satz 3: Die Abbildung a—@ ist bei Giiltigkeit des SchlieBungssatzes A ein 
Automorphismus des Koordinatenschiefkérpers. 

* 
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Die Formel 
(1) a+b=a+6 
folgt, wie Fig. 3 zeigt, durch einmalige Anwendung des Spezialfalls von A fiir 
Trapeze. Die Formel 
(2) a-b=a-b 
folgt, wie aus Fig. 4 zu ersehen ist, durch einmalige Anwendung des Spezial- 
falls von A, bei dem ein Paar von Gegenseiten des Vierecks P; als orthogonal 
vorausgesetzt ist. Fiir die Einzelheiten des hier nur skizzierten Beweises des 
Satzes 3 verweisen wir auf die Arbeit’). 

Aus der Definition der Abbildung a->@ ergeben sich unmittelbar die beiden 
ersten der im folgenden oft benutzten Beziehungen 
(3) 0=0, 1=1, —l1=—1, F=q, 
wihrend die restlichen dieser Beziehungen sich beweisen lassen, wenn man 
den Satz A fiir Trapeze voraussetzt. Denn die dritte Beziehung folgt aus den 
beiden ersten mittels der Formel (1). —1 =—1 hei®t aber, daB die Gerade 
(0,—1), (—1, 0) orthogonal 2u der Geraden (0,—1), (g,0) ist. Nach den 
trivialen Orthogonalitatsaxiomen ist dann die Gerade (0,—1), (g, 0) ortho- 
gonai zu (0, a), (a, 0) fiir beliebiges a, woraus fiir a = @ die letzte der Be- 
ziehungen (3) folgt. 

3. Gegeben seien zwei Geraden in der Normalform 

Qi Y= U4C+G, 
Jo: Y = Gg% + Cy. 

Gesucht ist die Koeffizientenbedingung, unter der diese Geraden orthogonal 
sind. Da die Parallelen zur x-Achse zu den Parallelen zur y-Achse orthogonal 
sind, ist nur der Fall a,+ 0, a,+ 0 von Interesse. Die Parallele zu g, durch 
(0, —1) bekommt die Gleichung y = a,x — 1, trifft also die z-Achse in dem 
Punkt (a,", 0). Die Parallele zu g, durch (¢, 0) erhalt die Gleichung y = a,x — 
— a, ¢, trifft also die y-Achse in dem Punkt (0, —a, gy). Notwendig und hin- 
reichend fiir Orthogonalitat von g, und g, ist daher die Beziehung —a, gy = _—", 
oder unter Benutzung von (2) umgeformt: 
(4) ap @=—1. 

La®t man die Geraden g, und g, ihre Rollen vertauschen, so ergibt sich die 
Beziehung 
(5) a,9 @=—l1, 


die mit (4) gleichwertig sein mu8B. Aus (5) folgt mittels (2) und (3) 





a,p = @ pa=—1, 
woraus durch Vergleich mit a, -@=—1 die Formel g@=a,q abgeleitet 
werden kann. Da a, alle beliebigen von Null verschiedenen Werte annehmen 
konnte und die letztere Formel auch fiir a,= 0 richtig bleibt, haben wir also 
erhalten: 


(6) ga=aq. 
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4. Der nun folgende Satz zeigt, daB die unter Voraussetzung des Satzes 
A gewonnenen algebraischen Beziehungen auch hinreichend fir die Giiltigkeit 
des Satzes A sind. 

Satz 4: Gegeben sei ein Schiefkérper R, in dem ein Automorphismus @ 
erkldrt ist, der fiir ein geeignetes festes p ¢ R(p +0) der Bezichung pi=a » 
geniigt, und es sei Y = wy. Definiert man nun in der affinen Ebene iiber R als 
Koordinatenbereich die Orthogonalitait durch die Festsetzung, daB die Geraden 
xz =const orthogonal zu den Geraden y=const und die Geraden y = a,x + ¢, 
Y = 4X + €,(a,, + 0) genau unter der Bedingung a, y G= —1 orthogonal sein 
sollen, so sind die trivialen Orthogonalitétsaxiome O 1—3 und der SchlieBungs- 
satz A erfiillt. 

Beweis. Die Giiltigkeit der trivialen Orthogonalititsaxiome ist fast selbst- 
verstandlich. Es ist nur zu zeigen, daB die Bedingung a, g @= —1 symme- 
trisch in a, und a, ist, d.h. daB mit a,g@@=—1 auch a,ga@=—1 gilt. 
Aus a, p @= —1 folgt g a= —a;", und durch Anwendung des Automorphis- 


mus @ ergibt sich hieraus y @)= 9 @ = a, p =—a,", also a,g@=—l1, was 
zu zeigen war. — Wegen Satz 1 geniigt es nun, anstelle des SchlieBungs- 
satzes A das Kollineationsaxiom K zu beweisen. Wie man unmittelbar ein- 
sieht, kann man wegen der Giiltigkeit des Satzes von Desarcuegs jede der 
im Axiom K geforderten Kollienationen aus irgendeiner Kollineation, die 
jede Gerade in eine zu ihr orthogonale Gerade transformiert, und einer nach- 
folgenden Streckung oder Translation zusammensetzen. Es geniigt daher die 
Existenz einer Kollineation aufzuweisen, die jede Gerade in eine zu ihr ortho- 
gonale transformiert. Betrachten wir zu diesem Zwecke die nachfolgende 
Punkttransformation 


(7) gin t 

y=. 
Sie ist eineindeutig, denn die Formeln (7) lassen sich eindeutig nach x und y 
auflésen : 
(8) [=< 08 7": 

y= —2' 9. 
Sie fiihrt die Gerade x = iiber in die Gerade y’= 7, die Gerade y = c in 
x’=—qgTtund die Gerade y = ax + c mit a + 0 in die Gerade y’= (— 4-' g-") 
x’— a-'t, wovon man sich durch Einsetzen der Transformationsformeln (7) 
iiberzeugt, und ersichtlich ist hierbei jede Gerade in eine zu ihr orthogonale 
Gerade iibergefiihrt worden. Die Transformation (7) ist also eine Kollineation 
der benétigten Art, und damit ist der Beweis des Satzes 4 gefiihrt. 


5. In diesem und dem folgenden Paragraphen sol] nun die Gruppe der die 
Orthogonalitét erhaltenden Kollineationen untersucht werden. Zu diesem 
Zweck betrachten wir zunichst die von einem Zahlenpaar (a,b) abhingige 
Punktabbildung 


a’=axr—gqby, 


y=ba+ay. 
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Die Zusammensetzung zweier Abbildungen der Gestalt (9) ergibt wieder eine 
Abbildung der gleichen Art: Sei 


a= a,2'— by’ saath x'= a,x — op bay, 


y= ba’ + Gy’ y'= b,x + Gy. 
Dann ist 
x= d4,x — a, 9 bay — p b,b,x— p b,a,y 
= (a,4,— gp b,by) «— ¢ (b,4,+ 4b,) y, 
y= bia,x —b, p bay + Aybyx + Ga,y 
= (by a+ Gb.) x + (G,G,— p b,5,) y; 
es ist also 
v= dx — y by dy = a,4,— 9 yb, 
mit 
y= bx + Oy bs = ba, + Tby. 


Bezeichnet man die Abbildung (9) kurz durch (a,b) und schreibt man dic 
Zusammensetzung zweier solcher Abbildungen als Multiplikation, so lassen 
sich die zuletzt erhaltenen Formeln auch folgendermafen schreiben: 
(10) (a, 6) + (4g, by) = (4,¢,— p by by, bya, + GHb,) . 
Die Abbildung (9) 14Bt sich nun unter Verwendung der durch die Forme! (10) 
definierten Multiplikation in der folgenden Weise darstellen: 
(11) (x’, y’) ~ (a, b) - (x, y) - 
Die obenstehende Umrechnung liefert sodann 
(a,, b,) - ((@y, by) - (x, y)) = (ay, By) + (Gg, by)) - (x, y), 

d. h. die in (10) definierte Multiplikation ist assoziativ, sie bildet eine Halb- 
gruppe mit (1, 0) als Rechts- und Linkseinheitselement. 

Durch die Einfiihrung der Addition 
(12) (a, Dy) + (Gg, by.) = (4, + Gy, b, + by) 


wird aus dieser Halbgruppe ein Schiefring; denn durch (12) ist eine additive 
Abelsche Gruppe definiert und die beiden distributiven Gesetze folgen daraus, 
da der Ausdruck fiir das Produkt von (a,, 6,) mit (a,, b,) bis auf einen Auto- 
morphismus linear in a, und 6, und linear in a, und 6, ist. Setzt man nun 


(1, 0) = 1, (0, 1) =e, 
so kann man die Elemente (a,b) des Schiefrings in der handlicheren Weise 
“a+eb 

schreiben, wo a und 6 Elemente des Schiefkérpers der gegebenen Recht- 
winkelgeometrie sind und ¢ ein im urspriinglichen Schiefkérper nicht ent- 
haltenes Element ist. Die Multiplikationsvorschrift (10) laBt sich sodann, 
wie man durch Einsetzen sieht, durch die beiden Beziehungen 

(13) ade = eG, P= —q 


ersetzen, die ihrerseits als Spezialisierungen aus (10) folgen. 


lic 
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0) 


ht- 


nn, 


Kine affine Rechtwinkelgeometrie 23 


Der Schiefring a + ¢b enthilt im allgemeinen Nullteiler. Ist namlich 
1+ ba'qpba-'= 0 (a, b + 0), so ist 


(a + eb) (b-*—e8-1) = (a@b-1 + pba?) + e(bb-'—a a") = 0. 
Ist dagegen 1 + ba pba "+0 (a+0) dis id 63 GO oR 6408 
ein Inverses: 
a=0,b4+0: (eb)-?=—eb4¢4 
a+0,b=0: a'=a" 


pets of. 


—1 .. £-1 —1)* “, oe -1 —1\* of. 
1 Lbete Seth gf; Ot = Ooo! — cee) te; 


hierbei ist zur Abkiirzung die Funktion 


(14) at= (14 aga) 
eingefiihrt. 

Die Punktabbildung 
(15) z’+e y= (a + ¢ b) ° (x ¢ y) 


ist also fir 1+ bag ba + O(a +0) und fir a= 0, 6+ 0 eineindeutig, 
und sie ist in diesen Fallen sogar eine Kollineation, die die Orthogonalitit 
erhalt. Denn die Gerade durch P, (2, y,), P2(%2, Ya) (P;+ P,) lautet in Para- 
meterdarstellung 

© = (%,—%)t + x 


Y= (Ya—N)b+ MH» 
oder in ,,komplexer™* Schreibweise 
(16) e+ ey= (%_— 14+ e(¥,—H))t+ma+eH, 


und nach linksseitiger Multiplikation mit a + ¢ b wird hieraus gemaB (15) 


a+ ey'= (a+ €b) + (x— 2+ &(y,—y)) t+ (a + €b) (a+ © H) 
= (%— 21 + e(yz—yi)) t+ + eM, 


womit bereits gezeigt ist, daB (15) (in den oben genannten Fiillen) eine affine 
Kollineation ist. Die Kollineation (7) (z= —  y, y'= %), die, wie in 4. ge- 
zeigt wurde, jede Gerade in eine zu ihr orthogonale Gerade transformiert, 
lautet in ,,.komplexer‘‘ Schreibweise 


(17) ewt+ey=(r+ey)e. 


Die Kollineationen (15) und (17) sind aber ersichtlich miteinander vertauschbar, 
es gibt also zu jeder Geraden-g eine zu ihr orthogonale Gerade g’, so dab 
deren Bildgeraden nach Ausfiihrung der Kollineation (15) wieder zwei ortho- 
gonale Geraden g’ und g’’= g’: sind, und da (15) die Parallelitaét erhalt, so 
bleibt auch die Orthogonalitat allgemein erhalten. 
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Die Kollineationen (15) kann man mit einer Translation verbinden und 
kommt so zu den die Orthogonalitaét erhaltenden Kollineationen 


{ (a= 0, b+ 0 oder 
~ €€) 14 bat gbat40,4a +0). 

Die Kollineationen (18) bilden mit den aufgefiihrten Einschrinkungen fiir 
a, 6 eine Gruppe. 

Ein Punktepaar A,B nennen wir eine nicht isotrope Strecke, wenn A + B 
ist und die Gerade A B nicht isotrop ist. — Es gilt nun folgender 

Satz 5: Jede affine Rechtwinkelebene, in der auBer den trivialen Inzidenz- 
und Orthogonalitaétsaxiomen der RechtwinkelschlieBungssatz A gilt, besitzt eine 
beziiglich der nicht isotropen gerichteten Strecken einfach transitive Untergruppe 
der Gruppe der die Orthogonalitit erhaltenden Kollineationen. 

Beweis. Seien ‘z,, y,), (%2, Ya) zwei verschiedene Punkte auf einer nicht 
isotropen Geraden, d.h. es sei x,= 2%), Y.+ y, oder x,—2,+ 0, 1 + (y2—y) 
(,— 2,)~" p(Y2— Y¥;) (42— 2,)"' + 0. Dann gibt es unter den Kollineationen 
der Gruppe (18) genau eine, die (0, 0) in (2, y,) und (1, 0) in (x,, y,) tiberfiihrt, 
nimlich 


(18) a+ey'=(a+eb)(rx+ey)+d 





a y= (@_— tyr & (Y2— i) (@ + OY) + Yr EH 
Die hierzu inverse Kollineation bildet also die gerichtete Strecke (2,, y,), 
(2%, Ya) auf die Einheitsstrecke (0,0), (1,0) ab, und da man diese wiederum 
durch eine eindeutig bestimmte Kollineation aus (18) auf jede beliebige nicht 
isotrope gerichtete Strecke abbilden kann, so ist der Satz bewiesen. 


6. Wir geben nun eine analytische Darstellung der allgemeinen Kollineation, 
die die Orthogonalitat erhalt. 

Da die Gruppe der Kollineationen (18) einfach transitiv beziiglich der 
nicht isotropen gerichteten Strecken ist, so laBt sich jede Kollineation, die 
die Orthogonalitaét erhailt, in eindeutiger Weise zusammensetzen aus einer 
die Orthogonalitaét erhaltenden Kollineation, die die Punkte (0,0) und (1, 0) 
einzeln in sich iiberfiihit, und einer nachfolgenden Kollineation der Gestalt (18). 

Wenn die Punkte (0,0) und (1, 0) fest bleiben, so muB, da die Orthogo- 
nalitaét erhalten bleiben soll, auBer der a-Achse auch die y-Achse wieder in 
sich iibergehen, und bekanntlich ist jede affine Kollineation, die die x- und 
y-Achse sowie den Einheitspunkt (1.0) auf der 2-Achse in sich iiberfiihrt. 
von der Form 
(19) ‘=A(x), y= cAly) (c+). 
wo %(2) einen Automorphismus des Schiefkérpers bedeutet. Damit (19) die 
Orthogonalitaét erhalt, werden an den Automorphismus %(2) einige Bedin- 
gungen zu stellen sein. Auf Grund des Oithogonalititsaxioms O2 geniigt die 
Betrachtung der Geraden durch den Ursprung. Die Gerade x ~ ¢ y = (a + e)t 
jd. h. die Gerade durch den Ursprung und durch 2, + ¢ yp= «@ = €| und die 
dazu orthogonale Gerade x + ¢ y = (—q ~ ¢ @)t [d. h. die Gerade durch den 
Ursprung und durch x, + ¢ y, = (4 + e)e| gehen durch (19) iiber in 2’+ ¢ y’ 
- (A(a) + ec)t und a’+ ey'= (—A(g) + ec A(a@))t. Die beiden transfor- 
mierten Geraden sind nun genau dann orthogonal. wenn die letzte Gerade 
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den Punkt (2(a) + ec)e =—qmé+eA(a) enthilt, wenn es also ein Element 
t des Schiefkérpers gibt, daB 

pt =A(_q) -t, 
Wa) = cA(a)-t 
ist. Die Kollineation (19) erhalt folglich dann und nur dann die Orthogonalitat 
in der ganzen Ebene, wenn die Gleichungen (20) fiir alle a lésbar sind. Im 
Falle a = 1 ergibt sich ¢ = c~!, also A(q) = w tc, woraus weiter ¢ = c~! fiir 
alle a, also A (a) = ¢ 2 (a) c~ fiir alle a folgt. Umgekehrt sind mit A(g) = tc, 
Ala) = ¢ A(a@) c+, t = c—! die Gleichungen (20) erfiillt. 

Jede Kollineation, die die Orthogonalitat erhalt, ist somit in der Form 

darstellbar : 


(21) z’+ey'= (a+ eb) (A(x) +ecAly))+d+ee, 
oder in Koordinatenschreibweise : 
a= aA(x)— pbcAly)+d 
y= bA(x) + AcAly)+e 
mit den Bedingungen 

1. 1+b6a"pba +0, a+0 oder a=0, b+0 
c+0 
. A(~)= pEc 
- A(x) = cA(zZ) c—. 

7. Unter einer Geradenspiegelung verstehen wir eine involutorische Kolli- 
neation, die die Orthogonalitat erhalt und eine Gerade punktweise festhilt. 

Welche Spiegelungen gibt es an der x-Achse ? — Wenn eine Kollineation 
der Gestalt (21) die z-Achse punktweise festhalt, so muB x = (a + ¢ b) - A(x) +4 

d + ee fir alle z des Schiefkérpers sein, folglich d = e = 0, b= 0, a= 1, 
2(x) = 2. Eine Kollineation x'+ ¢ y’= x + ec y ist aber genau dann involu- 
torisch, wenn c? = 1, c+ 1, d. h. wenn c = —1 und die Charakteristik + 2 ist. 
Da die obigen Bedingungen 1—4 alle erfiillt sind, so ist daher 


(20) 


1p wh 


(23) v+ey'=2—ey 
die einzige Spiegelung an der x-Achse. 

Da sich nach Satz 5 jede nicht isotrope Gerade unter Erhaltung der 
Orthogonalitét in die 2-Achse transformieren léBt, so folgt fiir Charakte- 
ristik + 2 

Satz 6: An jeder nicht isotropen Geraden gibt es genau eine Spiegelung. 

Diese Geradenspiegelungen lassen sich in ,,komplexer“ Schreibweise leicht 
darstellen. Sei x+ey=(a+eb)t+d+ee eine nicht isotrope Gerade, 
d. h. es existiere das Element (a + ¢ b)-!=p + eq und damit auch (a— eb)" 

= p—egq. Dann lautet die Spiegelung an dieser Geraden: 


24) x’ +ey'= (a+ eb) (a — €b)-' ((x—d) — e(y—e)) + d 4 ee. 

Man zeigt naimlich leicht [unter Benutzung der Tatsache, da (23) einen 
Automorphismus des Schiefrings x + e y darstellt], da® (24) involutorisch ist 
und dzB jeder Punkt der Geraden 2 + ¢ y = (a+ ¢b)t+d-+ ee fest bleibt. 
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8. In diesem Abschnitt sollen nun angeordnete Rechtwinkelebenen be- 
trachtet werden. Eine Rechtwinkelebene nennen wir (im engeren Sinne) an- 
geordnet, wenn in ihr die Anordnungsaxiome der affinen Ebene‘) (die linearen 
Anordnungsaxiome und das Pascu-Axiom) und zusitzlich das folgende Recht- 
winkel-Anordnungsaxiom erfiillt sind: 

Rechtwinkel-Anordnungsaxiom: Paare orthogonaler Geraden durch einen 
gemeinsamen Punkt trennen sich (vgl. Fig. 5). 

Den Begriff der Trennungsrelation und seinen Zusammenhang mit der 
Anordnungsrelation diirfen wir hier als bekannt ansehen. 

Algebraisch entspricht einer angeordneten 
Desarguesschen Ebene ein angeordneter Schief- 
kérper als Koordinatenbereich. Wir werden zei- 
gen, da8 unter Voraussetzung von A dem obigen 
Rechtwinkel-Anordnungsaxiom algebraisch fol- 
gende Beziehungen entsprechen: 

a) g>O 


(25) b) Ista <b, soa<b. 





Um dies einzusehen, betrachten wir zu- 

Fig. 5 nachst die Koordinatenachsen x = 0, y = 0 und 

ein weiteres Paar orthogonaler Geraden durch 

den Koord inatenursprung, naimlich y = az, y = — @-' p~'x. Das Rechtwinkel- 

Anordnungsaxiom besagt in diesem Falle, daB die Geraden y = ax, y = — 

— G1 'z in verschiedenen Quadranten liegen, die Koeffizienten a, —a@-' gy! 

also verschiedenes Vorzeichen besitzen. Fiir a =  ergibt sich hieraus @ > 0, 

und wenn man dies beriicksichtigt, so folgt weiter, daB bei positivem a stets 

auch @ positiv ist. Daraus folgt unmittelbar (25b), indem man a durch b—a 
ersetzt. 

Setzt man umgekehrt die Beziehungen (25) voraus, so liegen zwei ortho- 
gonale Geraden y = az, y = —@-!q~' stets in verschiedenen Quadranten. 
Hat man weiter zwei verschiedene Paare von orthogonalen Geraden durch den 
Ursprung, die die Achsen x= 0, y= 0 nicht enthalten, so miissen daher 
zwei (nicht orthogonale) Geraden im I. und III. Quadranten liegen. Diese 
lassen sich in der Form y = az, y = bx mit 0 < a <b schreiben. Dann ist 
nach (25) — @-! g-!< —b-!-!< 0, d. h. die Geraden y = — @-! g-' 2, y=ax 
trennen die Geraden y = —6-!g-!x, y= bx. Da die Translationen Ortho- 
gonalitat und Anordnung erhalten, so gilt dann das Rechtwinkel-Anordnungs- 
axiom allgemein. 

Satz 7: Gehért m zum Zentrum des Schiefkérpers einer (im engeren Sinne ) 
angeordneten affinen Rechtwinkelebene, in der der SchlieBungssatz A gilt, so ist 
der Automorphismus @ die Identitét. 

Beweis. Wenn g zum Zentrum gehért, so geht (6) iiber in @ = a. Ange- 
nommen, es gabe eine Zahl a, fiir die a + @ ist, ctwa a < @, so wire nach (25b) 
a@ <G@=a, alsoa <a. 


*) Vgl. etwa D. Hirgert, Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl. Leipzig u. Berlin 1930. 
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Hieraus ergibt sich: 

Satz 8: In einer (im engeren NSinne) angeordneten affinen Rechtwinkel- 
ebene, in der der SchlieBungssatz A und der Satz von Paprus-Pascau yelten, 
gilt der Satz vom Héhenschnittpunkt im Dreieck. 

Bekanntlich ist némlich in einer Desarguesschen Ebene, in der die Ortho- 
gonalitét zweier Geraden y = 4,2 + ¢,, y= a,x + ¢, durch eine Beziehung 
@,4,= —k (k= p~) vermittelt wird, der Héhenschnittpunktsatz mit dem 
affinen Satz von Parrvus-Pascat aquivalent. 

Es sei noch auf die (selbstverstindliche) Tatsache hingewiesen, daB eine 
(i. e. 8.) angeordnete Rechtwinkelebene keine isotropen Geraden besitzt. 

Ein einfaches Modell einer (i. e. 8S.) angeordneten nicht-Pascalschen Recht- 
winkelebene, in der der SchlieBungssatz A gilt und in deren analytischer Dar- 
stellung der Automorphismus @ nicht die Identitat ist, laBt sich definieren 
iiber dem angeordneten Schiefkérper K (s, t) mit zwei Parametern s und ¢ mit 
der Multiplikationsvorschrift ts = 2st iiber dem Ké6rper der rationalen oder 
der reellen Zahlen5). Zu diesem Zwecke setze man 

= §%, 
(30) ’ 
a@ = s~'as fiir alle wu aus K(s, t). 
Fiir diesen Automorphismus und jenes @ sind die Beziehungen (lc), (6), 
(29a), (29b) erfiillt: 
P = 8-1 878 = q, 
a= 


—2g s2 = 
yp s-*as*=a q, 


q 
= s?>0, 
aus a < 5 folgt s-!as < s-'bs,a<b. 


9. Wir zeigen abschlieBend: 

Satz 9: In einer affinen Rechtwinkelebene in der A gilt und die sich in 
einen affinen Rechtwinkel-Raum einhetten lapt, gilt der Satz von Parrvs- 
PASCAL. 

Unter einem affinen Rechtwinkel-Raum verstehen wir einen affinen 
Raum, in dem auBer den trivialen Inzidenzaxiomen des affinen Raumes dic 
Orthogonalitatsaxiome O01, 02, 03’ erfiillt sind. Hierbei ist 03’ das folgende 
Axiom!?): 

03’. Durch jeden Punkt P einer Geraden g gibt es eine Ebene E mit 
den Eigenschaften: 

a) Jede Gerade, die in E liegt und g schneidet, ist orthogonal zu g. 

b) Jede Gerade, die durch P geht und orthogonal zu g ist, liegt in E. 

Nach Satz 2 der zitierten Arbeit von K. Scui'rre’) gilt in einem affinen 
Rechtwinkel-Raum der Scui'rresche, Rechtwinkelsatz, und aus diesem und 
dem Satz A zusammen folgt durch eine einfache geometrische Uberlegung 
|vgl. *)] der Satz von Pappus-Pascat. 


( Bingegangen am 17. August 1955) 





5) D. HiLBert, a. a. O. 
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Eigenvalues 
and Maximal Domains for a Quasi-linear Elliptic Equation 


By 


George F. D. DurF -n Toronto’) 


The second order quasi-linear partial differential equation to be studied 
here has the form 
Au =(Vu)?+ f(P). 


A linearization is possible for this special type and consequently the Dr- 

RICHLET and NeuMANN problems can be discussed in detail. The results are 

very different but depend in each case on the lowest eigenvalue of a related 

linear problem. It is also shown that in certain cases the equation has no 

solutions regular in the given domain. Thus there are regions maximal in 

the sense that every smaller domain but no larger one has regular solutions. 
The general quasi-linear equation of the form 


Au = F(P, u,Vu) 


has been solved under various conditions usually involving the dependence 
of F upon u and its first derivatives. The present example shows that an 
additive position function on the right can make an essential difference, and 
it also exhibits a range of possibilities which must be taken into account in 
any general theory of such equations. 

1. Transformation of the differential equation. Let D be a bounded region 
of an N-dimensional Riemannian space Vy, and let the boundary B of D 
be of class C* in a given system of coordinates x‘. We suppose that the metric 
tensor a;, of V is positive definite and analytic in the zx‘. Points of D shall 
be denoted by capital letters P, Q, . . ., while points of the boundary surface B 
will be indicated by small letters p, g,... . For any function of position u(P), 
we define the gradient and Laplace operators, respectively, by 


; é 1 @ = 
(1.1) (Vu), =>: Au= va ar (Ve att S). 


The square length of the gradient vector wu is 


du du 
Ox? axk ~ 





(1.2) (Vu)?= at* 


1) This paper was written at the Summer Research Institute of the Canadian Congress 
of Mathematics, Kingston, Ontario. The author wishes to thank the National Research 
Council of Canada for financial support during this period. 
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According to the conventions of Riemannian geometry, which we shall adopt, 
the associate tensor a‘* satisfies 


_ 
a‘*a,,= df, 


and a is defined as the determinant |a,,|. 
The equation to be studied will be written 


(1.3) Au = (Vu)*+ A 0(P), 


where o(P) is a positive analytic function of position and A a real parameter 
which is written separately from o(P) for convenience. In §3 we shall also 
consider a slightly more general equation. 

The main formal property of (1.3) is that it can be made linear homo- 
geneous by the transformation ~ = e~*. Indeed, 


(1.4) Ae*= —V-e-*Vu=e-* [((Vu)*— Au], 
and consequently we get for g the equation 

(1.5) Ag+iogv=9%. 

We note that 

(1.6) p=e*>Q0, 


so that only positive solutions of (1.5) will yield regular solutions of (1.3). 
If values u(p) = f(p) for u are assigned on B, then positive values g(p) = /,(p) 
= exp[— /(p)] > 0 are assigned for ¢. 

2. A Dirichlet problem. If to the homogeneous linear equation (1.5) we 
adjoin the boundary condition g(p) = 0, then solutions exist only if / is 
one of a discrete set of eigenvalues which are positive (2, vol. II, ch. VI). 
Let A, be the first, or least, eigenvalue of this problem. Now consider the 
non-homogeneous Drricuiet problem for (1.3), and let f(p) be a C! function 
of position on B. We may then state the properties of (1.3) relative to the 
Dirichlet problem as follows. 

Theorem I. Jf 4 < A,, there exists a unique solution u(P) of 


(2.1) Au = (Vu)? + Ao. 


with u(p) = f(p) on B. If ASO(A]jO) the minimum (maximum) value of 
u(P) is attained on B. If 2 = d, there exists no solution regular on D + B. 
For the proof we consider separately certain ranges of values for A. 
a) A<0. Taking ¢ as in (1.6) we have with « = —A>0 


(2.2) Ap= Keg: 


and g(p) has assigned positive values, The existence of a unique solution 
P,P) is well-kown in this case, and we need only verify that ¢,,{P) is positive. 
By the maximum principle (2, vol. II, ch. V), g,(P) has no positive maximum 
or negative minimum in the interior of D. Hence the maximum is attained 
on B, and in addition ~,(P) can not assume negative values in D. To show 
that ,,(P) cannot vanish in D we will show that it is a strictly decreasing 
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function of 4. For this purpose let G,,(P,@Q) be the Green’s function of (2.2) 
on D. Then we find 


Pu+dy(P) — P,(P) — du J G,,(P, Q) 0(Q) P ur du(Q) A VQ. 


Since G,(P,Q) = 0 (1, p. 541) and does not vanish identically for Q in a suffi- 
ciently small neighbourhood of B, we see that the integral on the right is 
strictly positive. (Note that g,(P) does not vanish in a certain neighbourhood 
of B). Since a strictly decreasing positive function cannot vanish within its 
interval of definition, this proves that p,(P) > 0. Hence 


u,(P) = — log p_,(P) 


is defined and regular in D, takes its minimum value on B, and has the re- 
quired boundary values. 

b) A= 0. Here ¢ is a harmonic function, and a solution g»(P) of Dirich- 
let’s problem is known to exist. The maximum and minimum values of (P), 
hence also of u, are attained on B. 

ce) 0<A<A,. Here / is positive and 


Ap=—ieg 
with g(p) = f,(p) on B. If qo(P) is the harmonic function with these boun- 


dary values, and G(P,Q) is the harmonic Green’s function of D, then a so- 
lution satisfies the integral equation 


(2.3) p(P) = | G(P,Q) 0(2) (Q) dVQ+ po(P). 


If we denote this integral operator by G, we have 
P(P) = Got AG @, 


and we observe that G carries positive functions into positive functions. Now 
the kernel of G" is continuous for n>4N +1. Iterating (2.3) n times, 
we find 


(2.4) P = Yor AG" g, 
where 
Yo= Pot AG Pot ** > + AG") Y= Ho. 


The lowest eigenvalue of (2.4) is also A,, and so the Neumann series for (2.4). 
namely 


(2.5) ¢ —2 MFA"* wo=> Po 
=0 
converges for 0 <4 <A, and defines a solution of (2.4). Since a solution 
of (2.4) is unique, and since 
Por AG P= Por AG Got A*1G"** p 
= Yor AG" (got AG g) 


we see that gy + AG @ satisfies (2.4) and so equals g. Hence @ satisfies (2.3) 
and consequently is a solution of the linear problem. But from (2.5) we see 


wel 


s 


i- 


3) 


ee 


Eigenvalues and Maximal Domains for a Quasi-linear Elliptic Equation 31 


that g(P) is positive and so leads to a solution u(P) of (2.1). In the series (2.5) 
all terms but the first vanish on B and it follows that the minimum of ¢ is 
attained on B, since the minimum of qg, is on the boundary. Hence the maxi- 
mum value of u(P) is attained on B. 

d) A= 4A,. For this case there exists an eigenfunction ,(P), of Aq 

Ao y= 9%, which vanishes on B. According to a theorem of Courant 
(2. vol. I, ch. VI, § 6), q, is of one sign in B+ D — say g,20. Therefore 
the normal derivative satisfies 
P Ov, 
2.6) an 
on B. If the equality sign were to hold in (2.6) we could apply the Caucuy- 
KOWALEWSKI theorem (2, vol. II, ch.I) to show that @ would vanish in 
a neighbourhood of B, and, being analytic, would vanish identically. There- 
fore equality for all points of B does not hold in (2.6). 

From Green’s formula we find that if @(P) is any solution of (1.5) then 


< 


(2.7) | om dS =0. 


Thus g(p) must vanish at some point of B since if not the integral in (2.7) 
would be different from zero. Now let u(P) be a solution of (2.1) in D with 
everywhere finite boundary values u(p). Then (P) = e~“ satisfies (1.5) and 
has positive boundary values. This contradicts (2.7) and we must conclude 
that no such solution exists. The eigenfunction g,(P) itself corresponds 
to a solution u(P) which tends to + co as the boundary is approached. 

e) A> A,. According to a theorem in (2, vol. I, ch. VI, § 6), any solution 
of (1.5) with 2 > A, must change sign in D. This follows at once from the 
equation 


(A—A,) | op QdV = / Y ae a8, 

D B 
which is a consequence of Green’s formula. This no regular solution in D 
of (2.1) can exist. This completes the proof of the theorem. 

Thus if 4 is the least eigenvalue of a domain D, then D is a maximal domain 
in the sense that (2.1) has solutions regular in every (sufficiently smooth) 
subdomain, while there are no solutions regular in the interior of any larger 
domain containing D. This follows from the strictly monotone variation of A, 
with the domain D. 

For domains of Euclidean space it is easily seen that /,-» 0 as the domain 
tends to infinity in all directions. In the one dimensional case we have as 
an illustration of this phenomenon the ordinary differential equation 


a”? = (ae’)® +. A. 
The general solution may be written 
e~" = Asin(Z': x —e). 


and if 4 ~ 0, the maximal interval is a7 A~- 
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3. Extended form of the transformation. We now consider a more general 
equation, and impose conditions which ensure the existence of a solution of 
Dirichlet’s problem. The nature of the transformation of the dependent 
variable used here brings out the singular character of the previous equation 
(2.1). 
The equation now treated is 


(3.1) Au = K(u) (Vu)?+ Aa(P, u), 


where K(u) is a function of u alone, upon which further conditions will later 
be imposed. The function o(P, u) will be bounded in absolute value in the 
theorem which follows. If we perform the transformation u = y(v) to a new 
dependent variable v, and if y(v) satisfies the ordinary differential equation 


(3.2) y= K(y) (y’). 
then we find for v the equation 
(3.3) Av — 20th wo) 


y’(v) 

The condition (3.2) ensures that the terms containing (Vv)? cancel out. We 

note that if 2 = 0 then v(P) is a harmonic function, as in §2, but that if 

A+ 0 the right-hand side depends on v even if o(P,v) is independent of v. 
The integration of (3.2) can be reduced to quadratures since the inde- 

pendent variable v does not appear explicitly. Setting 


dy dp  » 


PTs Pay" 9: 
we find on cancelling a factor p that 
dp . 
dy ol K (y), 
whence 
I xisyas 
(3.4) y'= p= p,e” 
and 
™ 
yv J Ki(s)ds 
(3.5) c= e+ poi fe™ dy’. 


We shall take v= y= 0: pyo= 1: however the substitution used earlier 
corresponds to the choice vy— 1. y= 0. p= —1. It is seen that in (3.4) y’ 
is of one sign and tends to zero or infinity only if the integral of K (y) diverges 
to + infinity. Thus, if 


y 
(3.6) J K(s) ds) < M. 70 << Y < oO. 
0 





for some constant M, and all values of y, the transformation from uw to v is 
strictly monotone, C?, and one to one from — oo to + oo. Also y’ is bounded 
away from zero and hence the righthand side of (3.3) is bounded for all 
values of rv. 
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Assuming then that o(P, u) is bounded and that (3.6) holds, we have 

Theorem II. There exists a solution u(P) in D of (3.1) with C' boundary 
values u(p) = f(p). 

The proof reduces to showing that (3.3), which we shall write in the form 
(3.7) Av=AF(P, v), 
has a solution with given boundary values v(p) = /,(p). The function F(P,v) 
in (3.7) is uniformly bounded as noted above. 

Let v,(P) be the harmonic function with boundary values /,(p), and again 


let G(P,Q) be the harmonic Green’s function of D. Then the required so- 
lution satisfies the integral equation 


(3.8) o(P) = —2 f G(P,Q) F(Q,v(Q) dVg+ 4 (P), 


and indeed any solution of (3.8) satisfies the equation (3.7) and the boundary 
condition. 

To solve (3.8) we shall use the ScHaupER-LeERay theorem (5), noting that 
in the norm 

|v] = max |v(P)), 
PED 

the integral operator G with kernel G(P,Q) is completely continuous. We 
select A as the parameter of deformation, and let 4 run from zero to a given Ap . 
The integral on the right of (3.8) is uniformly continuous in its dependence 
on v(Q) and also on A, and since F'(P,u) is bounded the operator GF (P,v) is 
completely continuous. Let M, F and V be bounds for the norms or absolute 
values of G, F(P,v) and v,(P). Then 


jv(P)| < |A| MF +V 
and so we choose as bounded region Q of the ScuaupEer-Leray theorem the 
domain 
Q:|v(P)| S 2 |Ag| MF + V. 


Thus for 0 < |A| < (A») there is no solution of (3.8) on the boundary 2’. Now 
for 4 = 0 we note that the right-hand side is independent of v(P) and so 
v(P) = v,(P) is the only solution of (3.8). Hence for all A the index of (3.8) 
is unity an. ~ ‘ one solution exists for 2 = A). Transforming back to 
u = y(v) we have a solution of the original problem. 

If the right-hand side of (3.7) is a non-decreasing function of v, that is, if 


oF 
Az, = Alo,— K(y) oJ] 29, 


then the solution so found is unique. This is easily established with the help 
of Green’s formula, so we shall omit all details. 
Finally, we note that (3.6) is satisfied if K(y) is in L(— ov, co), and also 
if K(y) oscillates like, say, sin y. However there may exist solutions of (3.1) 
for all 4 even if (3.6) is not satisfied, as the following example shows. Let 
K(y) = y", o(P, y) = 1. Then y = e*, F(v) = e~* and with z = — v we have 
Az=— ie’. 
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For 4 < 0 this equation is known to have solutions with assigned boundary 
values. For A> 0 it follows from the theorem in (3) that there exists a so- 
lution z with a given maximum value and boundary values proportional to 
given values. Thus positive solutions u(P) in the large exist for all / in this 
case. 
4. The Neumann problem. Returning to the equation 


(1.3) Au =(Vu)?+ Ao(P), o(P) > 9%, 


we assign values of the normal derivative on B: 


(4.1) se =f (P).- 

We shall assume that these values are positive: 

(4.2) f(p) > 9, 

and also that f(p) is of class C! on B. Setting gw = e~“ as before, we have 
(1.5) Agv+sog=9, 


and the boundary condition takes the form 


a 
(4.3) 5 + fp) gp =9, 


which is homogeneous and linear in q. 

The existence theorem for the NeuMANN boundary condition states that 7 
in (1.3) is determined by (4.1), as the lowest eigenvalue yu, of the homogeneous 
linear problem of (1.5) with boundary condition (4.3). 

Theorem III. There exists a solution of (1.3) satisfying (4.1) if and only 


if A= my. 
To prove this we must show that (1.5) and (4.3) have a positive solution 
for A= mw, only. Clearly the values of 4 for which any solution exists are 


precisely the eigenvalues of the linear problem. Now the theorem of Courant 
shows that the “lowest” eigenfunction g,(P) is of one sign in D: say q,= %. 

Now let R(P,Q) be the harmonic Rosrn function for the boundary con- 
dition (4.3). From (1, p. 545) we see that R(P,Q) is symmetric and non- 
negative. The theory of the Ropry problem now shows that ,(P) satisfies 
the in. ogral equation 


(4.4) g(P) = 4 f R(P.Q) 0(Q) ¢(Q) dV oq. 
D 


for 4 = 4,. From GREEN’s formula we can easily deduce that jy, is positive 
since 9 and f are positive. Now suppose that q(P) vanishes for P in a set S 
of D. The integrand of (4.4) being non-negative, it follows that R( P,Q) must 
vanish for P< S, Q@< D—'S. Let P lie in the boundary of S, and let Q>P. 
Then R( P,Q) + c which contradicts the statement just made if S is non- 
empty. Hence S is empty and q,(P) is strictly positive in D. This shows 
that the problem has a solution for 2 = yy. 


4 


,r, wewF = 
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That no other solution exists could be shown from Theorem I using the 
separation and order properties of eigenvalues. It follows also from the ortho- 
gonality with respect to 9 over D that any other eigenfunction has nodes 
in D and so is disqualified. 

We remark that Theorems I and III are easily extended to the equation 


Au =(Vu+ A4o(P)—4q(P), 


where q(P) is regular analytic and may without loss of generality be supposed 
positive. 

5. The Stekloff problem. A variation of the preceding theorem, in which 
the parameter / appears in the boundary condition, will now be discussed. 
Linear eigenvalue problems of this kind were investigated by SrekLorr [6]. 
Let q(P) and o(p) be analytic functions defined on D and B respectively, 
and let f(p) be a C! datum function on B. We assume that g(P) = 0 and that 
o(p) > 0. 

Theorem IV. There exists a unique A for which the equation 


(5.1) Au = (Vu)—q(P) 
has a solution u(P) with 
a 9 

(5.2) jn ~ f(P)— Aol), 
on B. 

Setting g = e~“ as before we find 
(5.3) Ay =4(P) ¢, 
with 
. ay 
(5.4) an *4—AOle=9, 


and a positive eigensolution is required. We adapt Courant’s proof that the 
first eigenfunction g,(P) is node-free as follows. If an eigenfunction g(P) 
divides D into two or more domains by its nodes, then each domain meets B. 
For if not, g(P) vanishes on the entire boundary B,; of one of the sub- 
domains D;. Since the Drricuiet problem for (5.3) has a unique solution, 
we would have g(P) = 0 in D, and hence in D, by analyticity. Denote 
the first eigenfunction by ¢,(P), and suppose that ¢,(P) has nodes divid- 
ing D into D,, D,,... . Let 
kg, in D, 

“~~ 9 in D—D, 
where k is chosen so that 

fowdS=1. 


B, 
Now 


D{w,) = f (Vw)? + quz]dV+ ffwids 
D, B 
au, 


gs w,(Awj—qw,jdV + fe an f w,)d 8S 


» fowdS =, 
1 


3* 
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where y, is the lowest eigenvalue and this leads to a contradiction of the 
minimum property of g,(P) by the same reasoning that CouRANT uses. 

We may therefore suppose g,(P) = 0. Now let A, be chosen so that g(p) 
= f{(p)— A, o(p) > 0 and take R(P.Q) to be the Rosry function for (5.3) 
with the boundary condition 


— é 

(5.5) > + g(p) ¢ = 0. 

Then R(P,Q) = 0 and standard theory shows that ¢,(P) satisfies 
(5.6) Gi(P) = (»,— do) f R(p, q) 0(q) ¢(q)d 8, . 


Since (5.3) and (5.5) together imply g = 0. we see that the eigenvalue ry, 
exceeds A, and so the right side of (5.6) is non-negative. The reasoning used 
in connection with (4.4) applies here and we conclude that g,(p) > 0 on B. 
To show that g,(P) is actually positive in D we use the reasoning of case 
(a) of the proof of Theorem I, details of which will be omitted. Hence g,(P) 
leads to a solution u(P) of (5.1) and (5.2) with 4 being the lowest eigenvalue », 
of the Srek.orr problem (5.3) and (5.4). 

To show that no other eigenvalue is admissible for (5.1) and (5.2) we use 
the orthogonality property 


fo Pn Pn AS =0 
B 


of the Srek.orr eigenfunctions. Every one of these, except for A = y,, must 
have negative values on B, and the conclusion follows. 

We note that the actual solution in each of these two theorems is unique 
if the lowest eigenvalue is simple. 

The problem of this section has been studied by J. and J. Nirscue [4] 
in the two-dimensional case; they showed in addition that the solution is 
then unique. 

6. The isothermic equation. The differential equation of isothermic sur- 
faces is (7, p. 141) 


(6.1) Au = K(u) (Vu), 


which is a particular case of the equation treated in §3. We add here two 
remarks on the NEUMANN problem 


é 
(6.2) 5, = 9(P) 


for this equation. First. since the transformation (3.5) is monotone and re- 
duces (6.1) to the LapLace equation, the maximum and minimum values 
of the solution are attained on the boundary. The outward normal derivative 
is respectively non-negative and non-positive at these extreme points. Hence 

a ; , Pag 
the normal derivative = vanishes at some point of B. If q(P)=0 in (5.1). 
we can find an estimate for the eigenvalue in (5.2) from this remark. 
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Second, if K (u) is positive, the integral 
~ Ou . i eile . , 
/ In dS A K(u) (Vu)? dV > 0, 


unless u= const. Thus the average value of g(p) in (6.2) is necessarily positive. 
Similarly if K (uw) is negative, the average value of g(p) must also be negative. 
These remarks indicate that even in the regular case considered in § 3, the 
Neuman problem will involve conditions on the datum function. 
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Charakterisierung der Holomorphiegebiete durch die 
vollstandige Kihlersche Metrik*) 


Von 


Hans GRAUVERT in Miinster (Westf.) 


Einleitung 


Schon die ersten Untersuchungen in der Funktionentheorie mehrerer Ver- 
ainderlichen zeigten, da8 im Gegensatz zur klassischen Theorie nicht jedes Teil- 
gebiet des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes C* als analytisches Ge- 
bilde einer holomorphen Funktion auftritt'). Die analytischen Gebilde © 
zeichnen sich den iibrigen Gebieten des C" gegeniiber dadurch aus, daB in 
ihnen mindestens eine holomorphe Funktion existiert, die nicht iiber den Rand 
von © hinaus fortsetzbar ist. Es ist darum nicht verwunderlich, wenn die 
Charakterisierung der Existenzgebiete von holomorphen Funktionen (Holo- 
morphiegebiete) in den letzten beiden Jahrzehnten eine der Hauptaufgaben 
der Funktionentheorie mehrerer Verianderlichen gewesen ist. Zunichst 
zeigten 1932 P. THuLLen und H. Cartan?), daB ein endliches Gebiet des C” 
genau dann Holomorphiegebiet ist, wenn es holomorph konvex ist. Wir ver- 
danken dann K. Oxa die wesentliche Einsicht, daB die Existenzgebiete von 
holomorphen Funktionen auch durch lokale Randeigenschaften charakterisiert 
werden kénnen*). Ein Beispiel einer solchen lokalen Randeigenschaft ist die 
Pseudokonvexitat des Randes nach Levi-Krzoska (vgl. Def. vor Satz 18). 

P. Letone benutzt zur Erforschung der Holomorphiegebiete plurisub- 
harmonische Funktionen. (vgl. Def. nach Satz 4). Er konnte nachweisen, 
daB ein Gebiet © des C” stets dann die Okaschen Randeigenschaften hat. 
wenn in ihm eine plurisubharmonische Funktion existiert, die bei Annéherung 
an den Rand von © gegen + co strebt*). Ferner bewies P. Letone, dab eine 


*) Die Resultate wurden in einer C. R.-Note angekiiniigt. Vgl. H. Gravert, Métrique 
kaehlérienne et domaines d’holomorphie. C. R. Acad. sci. Paris 238, 2048—2050 (1954). 

1) Vgl. H. Bennke und P. Tuutten: Theorie der Funktionen mehrerer komplexer 
Veranderlichen. Erg. d. Math. 3, Neuauflage: Chelsea Publ. Comp. New York 1948. 
Siehe hier besonders p. 70 und die dort angegebene Literatur. 

*) H. BEHNKE und P. THULLEN, loc. cit.'), p. 73; ferner H. Cartan und P. THULLEN, 
Regularitats- und Konvergenzbereiche. Math. Ann. 106, 617—647 (1932). 

’) K. Oka: Sur la théorie des fonctions de plusieurs variables. VI: Domaines pseudo- 
convexes. Téhoku Math. J. II., Ser. 49, 19—52 (1942). 

*) P. LeLone: Domaines convexes par rapport aux fonctions plurisousharmoniques, 
J. d’Analyse Math. 2, 170—208 (1952); ferner: P. LeLonc: Fonctions plurisousharmo- 
niques; mesures de Radon associées. Applications aux fonctions analytiques. Colloque 
Briissel 1953, pp. 21—40. 
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in © nach oben halbstetige Funktion R dann und nur dann plurisubharmonisch 


n 
ist, wenn die Form : 2, ade dz, dz,, in jedem Punkt von © positiv semi- 
definit ist5). Die Ableitungen a sind dabei im Sinne der Theorie der 


dz, dz, 
_.distribution“ nach LAURENT Sennaas gebildet. Zweimalig stetig differen- 
zierbare plurisubharmonische Funktionen R sind also Potentialfunktionen 
(positiv semidefiniter) Kahlerscher Metriken*) ds? = S’ < ii dz,dz,, (vgl.§ 2). 

Durch diese Forschungsergebnisse wird die Vermutung nahegelegt, daB es 
auch eine Eigenschaft der Kahlerschen Metrik gibt, mit der sich die Holo- 
morphiegebiete charakterisieren lassen. Eine Bestitigung der Vermutung 
diirfte — von einem geometrischen Standpunkt aus betrachtet — einiges 
Interesse verdienen. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB in der Vollstdndigkeit der 
Kiahlerschen Metrik eine solche Eigenschaft gefunden ist. Dabei heiB®t eine 
in einem zusammenhangenden topologischen Raum X definierte Metrik voll- 
stdndig, wenn es einen Punkt 0 ¢ & gibt, derart, dag die Entfernung von 0 und 
der Punkte x,, jeder beliebigen, sich in X% nicht hiiufenden Punktfolge mit wach- 
sendem n gegen unendlich strebt. 

Wir legen unseren Untersuchungen komplexe Mannigfaltigkeiten’) zu- 
grunde. Die Definition dieses Begriffes wird in § 1 gegeben. Im § 1 werden 
ferner einige bekannte Aussagen der Theorie der komplexen Mannigfaltig- 
keiten zusammengestellt. Dariiber hinaus wird gezeigt, daB in den von 
K. Srery®) in die Literatur eingefiihrten holomorph vollstindigen Mannig- 
faltigkeiten G jede analytische Menge als simultanes Nullstellengebilde von 
héchstens n + 1 in DB holomorphen Funktionen auftritt (Satz 2). Der § 2 ist 
dann der Kahlerschen Metrik und deren wichtigsten Eigenschaften gewidmet. 
Im $3 wird fiir holomorph-konvexe*) komplexe Mannigfaltigkeiten M fol- 
gender Satz bewiesen: 

M trégt eine vollstindige Kdhlersche Metrik, sofern in M iiberhaupt eine 
Kdhlersche Metrik existiert. 


5) Vgl. P. Letone, loc. cit.*) Briissel, p. 26. 

*) Vgl. die grundlegende Arbeit von E. KAHLER: Uber eine bemerkenswerte Hermite- 
sche Metrik. Hamb. Sem. Abh. 9, 173—180 (1933). 

*) Soweit bekannt ist, verwendet C. CARATHEODORY in seinem Ziiricher KongreB- 
vortrag 1932 den Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit zum ersten Male. Umfangreiche 
Untersuchungen der komplexen Mannigfaltigkeiten sind dann von B. Eckmany, Cu. Enres- 
MANN, H. Horr, S. Cuers, W. Wu, J. P. Serre, K. Koparra, D. C. Spencer u. a. durch- 
gefiihrt worden. 

*) Vgl. K. Srery: Analytische Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen und 
das zweite Cousinsche Problem. Math. Ann. 123, 201—222 (1951) und die Arbeiten von H. 
Cartan: Seminaire 1951—52, Exposé IX; Variétés analytiques complexes et cohomologie, 
Colloque Briissel (1953); ferner: J. P.. Serre, Quelques problémes globaux relatifs aux 
variétés de Stein. Colloque Briissel 1953. In der franzésischen Literatur heiBen holomorph 
vollstandige Mannigfaltigkeiten: variétés de Stein. 

*) Zur Definition der Holomorphiekonvexitat von komplexen Mannigfaltigkeiten vgl. 
H. Cartan, loc. cit.*) Briissel, p. 49. 
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Beispiele von komplexen Mannigfaltigkeiten, in denen eine vollstandige 
Kiahlersche Metrik definiert werden kann, sind die holomorph vollstandigen 
Mannigfaltigkeiten (Satz 7). 

Im folgenden priifen wir, 0b umgekehrt eine komplexe Mannigfaltigkeit mit 
vollstindiger Kdhlerscher Metrik holomorph konvex ist. Es zeigt sich leicht, 
daB das nicht immer richtig ist. So existiert selbst noch in jeder komplexen 
Mannigfaltigkeit IN", die aus einer n-dimensionalen holomorphvollstandigen 
Mannigfaltigkeit G3" durch Herausnahme einer analytischen Menge”) A + %" 
entstanden ist, eine vollstaéndige Kahlersche Metrik (Satz A). IM ist, wenn A 
einen irreduziblen Bestandteil der (komplexen) Dimension k < n — 2 enthiilt, 
nicht mehr holomorph-konvex”). 

Jedoch sind Gebiete iiber dem C", deren Rander glatt sind, holomorph- 
konvex, wenn in ihnen eine vollstandige Kahlersche Metrik gegeben ist. 
In dieser Gebietsklasse werden also die Holomorphiegebiete durch die 
Existenz einer vollstandigen Kahlerschen Metrik charakterisiert. Es gilt hier 
allgemein : 

Ein Gebiet © iiber dem C" (mit glattem Rande) ist dann und nur dann holo- 
morph-konvexes Holomorphiegebiet'*), wenn in © eine vollstindige Kédhlersche 
Metrik definiert werden kann (vgl. Satz C). 

Um zu diesem Resultat zu gelangen, wird zuerst eine Untersuchung an 
Reinhardtschen Kérpern') durchgefiihrt (§ 4). Dabei ergibt sich, daB ein 
Reinhardtscher Kérper mit vollstaéndiger Kahlerscher Metrik aus einem Holo- 
morphiegebiet durch Herausnahme von Achsen {z,; = 2;,=-*** = z= 0}. 


i,= 1,....”, entstanden ist (Satz B). Zur Behandlung allgemeinerer Fille 
zeigen wir dann, daB alle Gebiete des C" mit vollstandiger Kahlerscher Metrik 
einem Kontinuitatssatz geniigen miissen (§ 5, Satz 13). Dieser Kontinuitats- 
satz steht in enger Beziehung zu einer charakteristischen Eigenschaft der 
Kahlerschen Metrik : 

Ein Hermitesche Metrik A in einem Gebiet @© — C” ist dann und nur dann 
Kahlersch, wenn in bezug auf A alle in © analytischen Mengen Minimalflichen- 
gebilde sind ( Satz 14)"*). 


°) Vgl. zum Begriff der analytischen Menge: R. RemMERT und K. Sretn: Uber die 
wesentlichen Singularitaéten analytischer Mengen. Math. Ann. 126, 263—306 (1953). 

"™) Nach einem bekannten Fortsetzungssatz 1a8t sich jede auBerhalb einer héchstens 
(x — 2)-dimensionalen analytischen Menge A C 3” holomorphe Funktion in die Punkte 
von A holomorph fortsetzen. 3”— A ist deshalb sicher nicht holomorphkonvex. Vgl. dazu: 
H. Beunke und P. THULLEN, loc. cit.'), p. 73. Satz 37. 

") Es ist keineswegs leicht einzusehen, ob jedes Holomorphiegebiet iiber dem ('” 
holomorphkonvex ist. Wahrend das Problem schon 1932 von H. BEHNKE und P. THULLEN 
fiir schlichte und endlichblattrige Gebiete gelést wurde. konnte erst K. OKa 1953 zeigen, 
daB jedes unverzweigte Holomorphiegebiet iiber dem C” holomorphkonvex ist. Vg]. 
K. Oka: Sur les fonctions analvtiques de plusieurs variables. IX.-Domaines finis sans 
point critique intérieur. Japanese J. Math. 1953. 

) Vgl. Beunke-Tuvtyey, loc. cit.), p. 33. 

4) Schon 1905 zeigte K. KomMERELL, daB alle analytischen Flachen im C? in bezug 
auf die euklidische Metrik Minimalflaichen sind. Vg]. K. KomMERELL, Riemannsche Flachen 
im ebenen Raum von vier Dimensionen. Math. Ann. 60. 548—596 (1905), inshesondere 
pp. 586 ff. 
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Satz 13 wird nun auf Hartogssche Kérper™) angewendet (§ 6). Es zeigt 
sich, daB diese unter gewissen zusitzlichen Voraussetzungen Holomorphie- 
gebiete sind, wenn in ihnen eine vollstaéndige Kiahlersche Metrik existiert 
(Satz 17). 

Im allgemeinen Fall von Gebieten G iiber dem C" kommt man durch lokale 
Approximation mit Hartogsschen Kérpern zum Ziele. Es gelingt auf diese 
Weise, aus der Existenz einer vollstaéndigen Kihlerschen Metrik in G auf die 
Pseudokonvexitit des Randes von © (im Sinne von Levi-KrzosKa) zu 
schlieBen. Nach Satz 18 ist dann in G die reellwertige Funktion - In dg, pluri- 
subharmonisch, wobei dg den (euklidischen) Abstand der Punkte von © vom 
Rande bezeichnet. Aus neueren Untersuchungen von K. Oxa!*) folgt nun, 
daB G Holomorphiegebiet ist, und damit der vorhin zitierte Satz C. 

Es sei mir gestattet, an dieser Stelle den Herren Professoren Dr. H. BEHNKE 
und Dr. B. Eckmann fiir das stete Wohlwollen, mit dem sie meine Arbeit 
gefordert haben, meinen Dank auszusprechen. Herrn Dozenten Dr. F. Som- 
MER Sei fiir viele wertvolle Hinweise gedankt. 


§ 1. Komplexe Mannigfaltigkeiten 


Wir stellen in diesem Paragraphen grundlegende Begriffe zusammen. Es 
ist zweckmaBig, unseren Betrachtungen komplexe Mannigfaltigkeiten zugrunde 
zu legen. Zu dem Zweck fiihren wir zunachst den Begriff der komplex-analyti- 
schen Struktur auf 2n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten Q" 
ein. 

Es sei {U,} (je 7, J eine Indexmenge) ein tiberdeckendes System von offenen 
Mengen in Q", die durch topologische Abbildungen ¥; : U,-> G, auf Gebiete G, 
des komplexen Zahlenraumes mit den Veranderlichen z,.. . z, bezogen sind. 
Ein Paar (U,, Y;) heiBe ein lokales Koordinatensystem in Q. Ist der Durch- 
schnitt U, U, zweier Umgebungen U,, U,(i, j ¢ 7) nicht leer, so sei die Ab- 
bildung YY, Yj": YU, VU) >¥,(U,; > U,) ferner holomorph. Wir sagen, 
zwei lokale Koordinatensysteme hangen holomorph zusammen. 

Wir kénnen nun zeigen, daB sich eine solche Menge von lokalen Koordi- 
natensystemen zu einer maximalen Menge ergiinzen la®t. Durch die (U,, ¥;) 
wird auf Q" der Begriff der holomorphen Funktion und damit der Begriff 
der holomorphen Abbildung in den C” definiert. Ist daher U eine beliebige 
offene Menge von Q" und ¥ eine topologische holomorphe Abbildung von U 
auf ein Gebiet G des C*, so ist (U, ¥) ein lokales Koordinatensystem, das mit 
allen (;, ¥;), (je 7) durch holomorphe Abbildungen Y Y;* zusammenhingt. 
Indem wir dann alle so konstruierten Koordinatensysteme zu der Menge 
{(U,;. Y;)} hinzunehmen, erhalten wir Maximalitat. 


) Vgl. BEHNKE-THULLEN, loc. cit.’), p. 35. 

'6) K. Oa, loc. cit.12). Vgl. ferner H. BREMERMANN: Uber die Aquivalenz der pseudo- 
konvexen Gebiete und der Holomorphiegebiete im Raum von n komplexen Veranderlichen. 
Math. Ann. 128, 63—91 (1954). F. Noraver: Sur les domaines d’holomorphie des fonc- 
tions uniformes des plusieurs variables complexes. Bull. Soc. Math. France 82, 137—159 
(1954). 
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Def. 1. Eine komplex-analytische Struktur auf Q" ist ein maximales System 
von holomorph zusammenhingenden lokalen Koordinatensystemen (U,, Y,), j ¢ I, 
wobei die U, die Mannigfaltigkeit Qn iiberdecken. 

Def. 2. Eine komplexe Mannigfaltigkeit M ist eine 2n-dimensionale topo- 
logische Mannigfaltigkeit mit einer komplex-analytischen Struktur. 

Ist {(U,, Y;)},7 ¢ J, eine komplex-analytische Struktur in Q" und bezeichnet 
Y , das konjugiert Komplexe der Abbildung ¥,, so hangen offenbar auch alle 
Koordinatensysteme (U,;,¥;) holomorph zusammen. ‘Wir erhalten auf diese 
Weise eine neue komplex-analytische Struktur in Q", die wir die zu {(U,, Y;)} 
konjugiert komplexe Struktur nennen wollen. Die mit dieser Struktur ver- 
sehene Mannigfaltigkeit Q" heiBe die zu IM" konjugiert komplexe Mannigfaltig- 
keit *M. 

Die Begriffe der holomorphen Abbildung von komplexen Mannigfaltig- 
keiten ineinander, der analytischen Menge, deren Dimension usw. lassen sich 
nun in bekannter Weise definieren'’). Angemerkt sei hier nur, daB eine irre- 
duzible analytische Menge in IN, die nur aus gew6hnlichen Punkten besteht, 
in natiirlicher Weise eine komplex-analytische Mannigfaltigkeit ist. 

Wir wollen fortan immer voraussetzen, daB bei jeder hier betrachteten 
komplexen Mannigfaltigkeit das System der offenen Mengen eine abzahlbare 
Basis'*) besitzt. Fiir diese Mannigfaltigkeiten definieren wir den Begriff der 
Holomorphiekonvexitét. Ist B eine beliebige Menge in M%, so bilden die Punkte 
x € M, in denen fiir alle in M% holomorphen Funktionen f(x) die Ungleichung 
\f(x)| S max |f(B)| gilt, eine abgeschlossene Menge B, die die holomorph- 
konvexe Hiille von B genannt werde. 

Def. 3. Hine komplexe Mannigfaltigkeit Me heiBt holomorphkonvex, wenn 
die holomorph-konvexe Hiille B jeder relativkompakten Menge BC I" kompakt ist. 

Sind nun f/,.../, endlich viele in M holomorphe Funktionen, so bilden 
die Punkte x¢M mit |/,(z)| <1, »=1...4&, einen evtl. leeren Bereich. 
Jede relativkompakte zusammenhingende Komponente dieses Bereiches 
nennen wir ein analytisches Polyeder J. Die Funktionen f,... f, heiBen die 
definierenden Funktionen von J. Man zeigt in bekannter Weise leicht unter 
Verwendung einer abzahlbaren Basis fiir die offenen Mengen von MN": 

Satz 1. Eine holomorph-konvexe Mannigfaltigkeit IM ist durch eine Folge 
analytischer Polyeder Y,, v = 1,2,3..., ausschdpfbar, bei der die Y, relativ- 
kompakt in den B,, , enthalten sind (in ZeichenD,c P,, 1). 

In den §§ 4, 6 und 7 der vorliegenden Arbeit werden komplexe Mannig- 
faltigkeiten (= Gebiete) iiber dem Raum C” von n komplexen Verinderlichen 
betrachtet. Dabei heiBt eine komplexe Mannigfaltigkeit I iiber dem C” 
liegend, wenn in ihr x holomorphe Funktionen p,. . . p,, gegeben sind, die eine 
Umgebung eines jeden Punktes x ¢ M" eineindeutig in den C" abbilden. Wir 
nennen p,... Pp, die M@" dem C iiberlagernden Funktionen, die durch p,. . . p,, 
definierte Abbildung die Projektion ® von MX auf die Grundpunkte. 


17) Vgl. R. ReMMERT und K. Stem, loc. cit.?*). 
18) Dieser Begriff bedeutet, daB ein abzihlbares System S von offenen Mengen in 2M” 
existiert, derart, daB jede offene Menge von IN” Vereinigung von gewissen Mengen aus S ist. 
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Fiir die Klasse der holomorph-konvexen Mannigfaltigkeiten tiber dem C” 
gelten Siatze, die an Eigenschaften der offenen Riemannschen Flachen er- 
innern. Unter anderem ist dort die erste Aussage von Covustn richtig"). 
Ferner laBt sich jede analytische Menge als Nullstellengebilde einer Menge 
auf ganz MN" definierter holomorpher Funktionen darstellen. Bei abstrakten 
komplexen Mannigfaltigkeiten, das sind komplexe Mannigfaltigkeiten, die 
nicht tiber dem C liegen, ist vieles ganz anders. Wendet man im Nullpunkt 
des Raumes C? der Verianderlichen z,,z, den von H. Hopr angegebenen 
o-ProzeB?°) an, so erhalt man eine holomorph-konvexe Mannigfaltigkeit M?, 
in der eine analytische Menge A konstruiert werden kann, die nicht gleich- 
zeitiges Nullstellengebilde von in I? holomorphen Funktionen ist. Nach 


H. Hopr kann namlich IR? als Fliche w = =! im kartesischen Produkt des C? 


mit der Riemannschen Zahlenkugel der Veranderlichen w aufgefaBt werden. 
Diese Flache ist in natiirlicher Weise durch die holomorphe Abbildung 
%.(W, 2, Z) = (2%, 2) auf den C? bezogen. Das Nullstellengebilde der in MM? 
holomorphen Funktionen z,« enthalt auBer der durch « auf den Nullpunkt 
des C® abgebildeten eindimensionalen analytischen Menge A, noch eine irre- 
duzible analytische Menge A,, die durch « eineindeutig auf die Ebene z,= 0 
im C? bezogen wird. Jede in I? holomorphe Funktion /, die auf A, ver- 
schwindet, hat auch auf A, keine von Null verschiedenen Werte, da f«~! im C? 
holomorph ist und dort im Nullpunkt verschwindet. A = A, ist also eine 
analytische Menge mit der verlangten Eigenschaft. 

Damit auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit I ahnliche Sitze wie auf 
Mannigfaltigkeiten iiber dem C” gelten, hat K. Stern”) die Existenz von 
hinreichend vielen holomorphen Funktionen auf M gefordert. Nach ihm heibt 
eine komplexe Mannigfaltigkeit BU" holomorph vollstindig, wenn folgendes gilt : 

1. Zu zwei beliebigen Punkten x, y « U" gibt es immer eine auf B" holomorphe 
Funktion, so daB f(a) + f(y) ist, 

2. zu jedem Punkt x €D" gibt es n holomorphe Funktionen, die eine Um- 
gebung von x eineindeutig in den C” abbilden, 

3. BV" ist holomorph-konvex, 

4. das System der offenen Mengen von D hat eine abzihlbare Basis. 

Beispiele von holomorph vollstaindigen Mannigfaltigkeiten sind die un- 
verzweigten Holomorphiegebiete iiber dem C”**). 

Wir betrachten eine beliebige analytische Menge A in einer holomorph 
vollstandigen Mannigfaltigkeit UW. In jedem Punkt x ¢V" bilden die in x 
holomorphen und auf A verschwindenden Funktionen ein Ideal J, im Ring 
der in x holomorphen Funktionen. Nach H. Cartan und K. OKa ist diese 

1%) Vgl. H. Carty, loc. cit.*) Briissel, hier p. 51. 

2) H. Horr: Uber komplex-analytische Mannigfaltigkeiten. Rend. Math. appl. 
Serie V, 10, 169—182 (1951), sowie H. Horr: Schlichte Abbildungen und lokale Modi- 
fikationen 4-dimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten. Comm. Math. Helvet. 29, 132 
—155 (1955). 

21) K. Stern, loc. cit. *). 

*2) Das ergibt sich unmittelbar aus den Ergebnissen einer Arbeit von K. Oxa, loc. 
cit. **). 
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Verteilung von Idealen eine kohdrente analytische Garbe™) (faisceau analytique) 
iiber UJ". Es folgt deshalb aus einem sehr allgemein gehaltenen Satz von 
H. Cartan als Spezialfall™): 

Das Ideal I der auf A verschwindenden Funktionen im Ringe der in 
holomorphen Funktionen erzeugt in jedem Punkte x «D" das Ideal I,. 

Das bedeutet aber auch, daB A das simultane Nullstellengebilde der Funk- 
tionen aus J ist. Diese Aussage laBt sich verscharfen-: 

Satz 2. A stimmt mit den gleichzeitigen Nullstellen von héchstens n - 1 
Funktionen f,. . . f, aus I iiberein®>). 

Wir zeigen zunichst : 

Hilfssatz 1. Ist z,, y= 1,2,3..., eine beliebige Punktfolge aus U"— 4A, 
so gibt es eine holomorphe Funktion g <1 derart, dap f(x,) + 0 ist. 

Beweis. Man wihle eine U" ausschépfende Folge von Bereichen B,, 
r= 1,2,3..., bei der B,c B,., liegt, man setze g = limg, und wahle fiir ¢, 
eine Funktion aus J mit g,(z,) + 0. Ferner sei g,,,= g,, falls g,(x,,,) + 0 ist. 
Gilt g,(z,,,) = 0, so werde g,,,=g9,+ h, gesetzt, wobei h, eine Funktion 
aus I mit folgenden Eigenschaften ist : 

1. h,(x,.1) + 9, 

2. sup |h,(B,)| < 2-’, 


3. max |h,(x,)| < 3-" min |g,(z,,)}. 
e=1...9 e=i1...# 
Nach Konstruktion konvergiert die Folge g, gleichmaBig im Innern von 2" 


gegen eine Funktion g, die auf allen x, nicht verschwindet. Da ein durch eine 
analytische Menge erzeugtes Ideal abgeschlossen ist, gehért g zu J. 

Nun zum Beweis von Satz 2! Wir wahlen fiir f/, eine nicht identisch ver- 
schwindende Funktion aus J, sofern nicht der triviale Fall vorliegt, daB A 
mit UB" iibereinstimmt. Das Nullstellengebilde von /, zerfallt in (evtl. endlich 
viele) » — 1-dimensionale, irreduzible Komponenten K{, u = 1, 2,3... Wir 
konstruieren nun — falls noch A + U K{ — eine Folge x, so, daB x, ¢ 3" — A 
und jede Komponente K‘, die nicht ganz zu A gehért, wenigstens ein r, 
enthalt. Wird dann nach Hilfssatz 1 g konstruiert und f,= g gesetzt und 
zerfallt das simultane Nullstellengebilde von /,, f, in die irreduziblen Kom- 
ponenten K‘), w= 1,2,3..., so liegen héchstens »— 2-dimensionale A‘? 
nicht ganz in A. Zu diesen kann man wieder eine Funktion g konstruieren. 
Das gleichzeitige Nullstellengebilde von f,. f,. f.= g enthalt dann héchstens 
n —- 3-dimensionale Komponenten, die nicht ganz zu A gehéren. Nach héchstenx 
n Schritten hat man Funktionen f,.../, erhalten, so daf& durch die Glei- 
chungen f,= .../, = 0 genau A beschrieben wird. 


§ 2. Metriken 
Wir nennen eine Metrik A in einer komplexen Mannigfaltigkeit MN" roll- 
stindig, wenn es einen Punkt x,¢ I gibt, derart, daB die Entfernungen 
*3) Vgl. H. Canran: Idéaux et modules des fonctions analytiques des variables com- 
plexes. Bull. Soc. Math. France 78, 28—64 (1950). 
*4) Vgl. H. Caran, loc. cit.*) Briissel, théoréme A. 
*) Der Satz 1aBt sich wahrscheinlich auf » holomorphe Funktionen verscharfen. 
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von x, und der Punkte 2,, y= 1,2,3..., jeder beliebigen sich in M* nicht 
haiufenden Punktfolge aus 9%" mit wachsendem y gegen unendlich streben. 
Man sieht leicht ein, daB diese Eigenschaft einer Metrik in M nicht von der 
Wahl des Punktes x,¢ M" abhingt. Ist M" ein Gebiet iiber dem C* und ist 
y ¢ OC ein Randpunkt**) von M, so heiBt y in bezug auf A ein wnendlichferner 
Randpunkt, wenn die Entfernungen eines Punktes x,¢ M" und der Punkte 
az, v=1,2,3..., jeder in M gegen y konvergierenden Punktfolge mit 
wachsendem y unbeschrinkt groB werden. In einem beschriinkten Gebiet 
des C" ist eine Metrik genau dann vollstaindig, wenn alle Randpunkte des 
Gebietes unendlich fern sind. 

In den folgenden Paragraphen der Arbeit treten vor allem Hermitesche und 
Kdhlersche Metriken auf. Durch eine in MN" gegebene Hermitesche Metrik 


n 
ds*= 3 g,,4z,dz, wird in bekannter Weise die Lange einer differenzierbaren 
r= 

Kurve in Mm definiert. Unter der Entfernung zweier Punkte x, y €¢ M" ver- 
stehen wir dann die untere Grenze der Langen aller differenzierbaren Kurven. 
die 2 mit y verbinden. Es sei fortan — sofern es nicht ausdriicklich anders 
gefordert wird — von allen Hermiteschen Metriken vorausgesetzt, daB die g, 
reell-analytisch von den Koordinaten jedes lokalen Koordinatensystems 
(U;, ,), 9 € 7, von M" abhangen und somit ein reell-analytisches, zweifach 
kovariantes, Hermitesches Tensorfeld in I bilden. Ferner sei die Form 
2 9,4 4z,dz, — sofern nicht anders behauptet — in jedem Punkte von I 
positiv definit. Einer Hermiteschen Metrik A: ds?= 2 9,; dz,dz,, laBt sich 
die alternierende Differentialform 2 = i Xg,; dz, \ dz, koordinateninvariant 
zuordnen. Offenbar driickt d 2 = 0 eine besondere Eigenschaft von A aus. 
Hermitesche Metriken mit dieser Eigenschaft heiBen Kiahlersche Metriken. 
Nach E. KAxnLer”’) sind folgende drei Aussagen aquivalent : 

1. Q ist geschlossen (in Zeichen d Q = 0), 

2. Es ist in jedem (U,, ;), 9 € 1: 








09,- 89,5 09,- , 
= oo Ve 295 Ap. v=l...n, 
az) az?) a Co 


( Kdhlersche Bedingungen ) 


3. Es gibt zu jedem Punkt x € M ein lokales Koordinatensystem (U;,\¥;) und 
in U, eine reell-analytische Funktion R ( Potential), so dap 


aR 


— aa Ip 
a2 az? 
gilt. 
Dabei sind die Koordinaten von (U;, Yj) mit 2’...z¥) bezeichnet. 
aD — “~ es ly 
paw ° D = R, g,z. . .; ist eine abkiirzende Schreibweise fiir ae “ 
“y 7] “9 “ 


Wir werden fortan immer von dieser Schreibweise Gebrauch machen. 


6) Zur Def. vgl. die ersten Zeilen von § 7. 
*7) Vgl. E. KAntER, loc. cit.*). 
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Es gilt nun folgender Satz: 

Satz 3. Jst R eine 2mal stetig differenzierbare, reellwertige Funktion in M%, 
so ist dort a = 2 9,_ dz, dz, mit 9,5 = ror in jedem (U;, P;), 7 € I, eine 
v Mu 
koordinateninvariante Hermitesche Form. 2 = i2g,;,dz,\ dz, ist eine ge- 

schlossene Differentialform. 

Dabei nennen wir eine Hermitesche Form « koordinateninvariant, wenn 
9-n ein zweifach kovariantes Tensorfeld ist. Ist « positiv definit fiir alle 
Punkte von I", so ist ds? = LY g,,dz,dzZ,, eine Kahlersche Metrik in IM" (nicht 
notwendig reell-analytisch). 

Beim Beweis von Satz 3 ist zu zeigen, daB g,, ein kovariantes Tensorfeld 
ist und daB d 2=0 gilt. Beide Behauptungen ergeben sich durch simple 
Rechnungen. Es sei darum hier auf eine Ausfiihrung des Beweises verzichtet. 
a heiBt die durch R erzeugte Hermitesche Form und ds*= a, wenn « positiv 
definit ist, die durch R erzeugte Kdhlersche Metrik. Es interessiert die Frage, 
wann « positiv definit ist. Wir zeigen: 

Satz 4. Hine 2 mal stetig differenzierbare Funktion R in M ist genau dann 
plurisubharmonisch, wenn die durch R erzeugte Form « in allen Punkten von MM" 
positiv semidefinit ist. 

Zunichst sei an die Definition der plurisubharmonischen Funktion erinnert. 
Eine reellwertige, nach oben halbstetige (lim R(x) < R(x,)) Funktion R in M 
heiBt plurisubharmonisch, wenn die Funktion R t im offenen Einheitskreis K 
der z-Ebene immer subharmonisch*) ist. Dabei ist t eine beliebige holomorphe 
Abbildung von K in M". Ist R nun plurisubharmonisch, 2 mal stetig differenzier- 
bar in M* und bildet zt den Einheitskreis K in ein U,, 7 ¢ J, ab, so gilt: 








(j) =(i) 
0?(Rr) @R 02, 92, >9 
Gra 7 aie? a2 a ="" 
wenn durch 2) 7 . die Koordinaten von (U;, Y;) bezeichnet werden und 


wenn 29) (z), A=1...n, die Abbildung Y;r von K in den C* beschreibt. 


(3) 
Da t und damit die Ableitungen = _ beliebig gewahlt werden kénnen, ist die 
z 


durch R erzeugte Hermitesche Form « positiv semidefinit. Die Umkehrung 
unserer Beweisschritte zeigt die Giltigkeit von Satz 4 in der anderen Richtung. 

In den folgenden Paragraphen betrachten wir des 6fteren das Verhalten 
von Kahlerschen Metriken unter holomorphen Abbildungen. Zu dem Zwecke 
beweisen wir: 

Satz 5. Seien M", ‘M'™ zwei komplexe Mannigfaltigkeiten, r: Mn" +'M™ eine 
holomorphe Abbildung von M in 'M" und 'A:ds*= Lg,,dz, dz, eine Kihler- 
sche Metrik in 'M™. Dann gibt es in M eine eindeutig bestimmte positiv semi- 
definite Kdhlersche Metrik A = 'Ao t, derart, daft in bezug auf A,'A (punktal ) 
isometrisch ist. Ist ferner 'R ein Potential von 'A in ‘Mn, soist R='Rr ein 
Potential von A. 


*8) Eine Definition der subharmonischen Funktion findet sich bei H. BEHNKE und 
P. THULLEN, loc. cit.'), p. 47. 


d 
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Wir nennen A die durch t nach M iibertragene Metrik ‘A. 

Beweis von Satz 5. Die (lokale) MaBbestimmung von ‘IN wird in natiir- 
licher Weise nach IN" iibertragen, so daB rt in bezug auf'A und die so in M" ge- 
wonnene Metrik A eine isometrische Abbildung ist. A ist in MN Hermitesch. 
wie folgende Betrachtung lehrt: 

Es sei (U,;, Y;), 7 € J, ein lokales Koordinatensystem von IR", das durch rt 
in die offene Menge ‘Ul, eines lokalen Koordinatensystems (‘U,, '¥,), & € ‘J, 
von ‘M™ abgebildet wird. Die Abbildung ‘Y, 1 ¥~': G,;>'G, des Gebietes 
G,;=,(U,;) des Raumes der Verinderlichen z,...z, in das Gebiet ‘G, 
='W,.('U,) des Raumes der Verinderlichen ‘z,...'z, werde durch ‘z, 
= fy (%.--Zn), A= 1...'n, beschrieben. In U, wird dann A durch die positiv 
semidefinite Hermitesche Form ds? = 2 g,; dz, dz, mit 
Oz, 07% 


P * 
Gy a(t ) dz, 02, 


9, ) iateas 
gegeben. Da jeder Punkt von IR" in einer Umgebung U, mit den verlangten 
Eigenschaften enthalten ist, ist A Hermitesch auf ganz I". Die iibrigen 
Aussagen des Satzes 5, daB A Kahlersch ist und daB R ein Potential von A 
ist, kann man durch eine simple Rechnung beweisen. Auf eine Durchfiihrung 
sei hier verzichtet. 


§ 3. Komplexe Mannigfaltigkeiten mit vollstindiger Kihlerscher Metrik 

Man kann auf einer komplexen Mannigfaltigkeit IR" die Existenz von 
holomorphen Funktionen zur Konstruktion einer Kahlerschen Metrik aus- 
nutzen. Ist f eine in IM" holomorphe Funktion, so ist dort bekanntlich // 
plurisubharmonisch und erzeugt darum nach Satz 4 in IM" eine positiv 
semidefinite Form «= 2 g,;,dz,dz,. Ferner ergibt sich aus Satz 3. ds* 
= Ly,;,dz,dz, ist eine positiv semidefinite Kahlersche Metrik. Wir be- 
weisen nun folgenden 

Hilfssatz 2. Set in M eine Folge von holomorphen Funktionen f,, x = 1,2 


a. ++ gegeben, derart, daB in bezug auf jede relativ kompakte Teilmenge B — I" 
die Summe y fey. ln (B) fF, (B) konvergiert. Dann strebt S f(a) F(x) im Innern 


ron M" gleichméipig gegen eine reell-analytische Grenzfunktion Ry. Die Summe 
der durch die f,f7, in IM" erzeugten Hermiteschen Formen «, 2 G9 dz, dz,, 
konvergiert im Innern von M" gleichmépig gegen die durch R, erzeugte Hermite- 
sche Form % = & g,; dz, dz,,. Diese ist positiv semidefinit. 

Dabei sagen wir, eine Folge von Funktionen R, konvergiert im Innern 
von M" gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion Ry, wenn R, auf jeder kom- 
pakten Teilmenge von 2X" gleichmaBig konvergiert. Es bedeutet ferner, die 
Summe der Hermiteschen Formen «, konvergiert im Innern von M" gleich- 
mre gegen %». daB im Innern von jedem lokalen Koordinatensystem (U,, ¥,), 
j) <1, die Summe Y gf gleichmabig gegen g,; strebt. 

Beweis von Hilfssatz 2. Das Konjugiert-Komplexe einer in I" holo- 
morphen Funktion ist in bezug auf die zur komplex-analytischen Struktur 
von " konjugiert-komplexe Struktur holomorph. Wir erhalten daher im 
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kartesischen Produkt I" x *M" von M”" mit der zu WM" konjugiert-komplexen 
Mannigfaltigkeit *9N" eine Folge holomorpher Funktionen 'R,, wenn wir dort 
'R,,(x, *x) = f, (x) fF, (2) setzen. Nach den Voraussetzungen des Hilfssatzes 
konvergiert im Innern von 2" x*IM" die Summe 2 'R, gleichmaBig. Ist 
(u,;, Y;), 7 €1, ein beliebiges Koordinatensystem von I" und bezeichnet 
U,; x U, das topologische Produkt von U, mit sich selbst und Y,;x PY; das 
kartesische Produkt der Abbildung ¥Y; mit der konjugiert-komplexen Ab- 
bildung Y,, so ist (U,;xU,. WY; ¥,) ein lokales Koordinatensystem von 
M" x *M". Die Koordinaten von (U,;, ¥;) seien mit z, . . .z,, die von (U;, ¥;) 
mit w, . . .w, und dementsprechend die Koordinaten von (U; x U;, Y; x Y;) mit 
2. -+Z,_, W,...W, bezeichnet. Da 2Y’R, im Innern von U,; x U, gleichmaBig 
konvergiert, folgt 
Nhe _ Sar, 
Oz%yOW, =, 3z,0w, : 
Die Summe 2 a konvergiert gleichmaBig im Innern von U; x U;. Be- 
kanntlich erhilt man eine Reihenentwicklung der Funktionen R,= SZ f,/, 
bzw. R,=f,}, wm jeden Punkt (2?,...,2®)¢U, nach Potenzen von 2,, 2,, 
wenn man ‘R= 2’R, bzw. 'R, in U;x U; nach Potenzen von z,, w, ent- 
wickelt und nachher die w, durch die z, ersetzt. Daher gilt: 
1. R, ist reell-analytisch in U,, 


? oR, ani _#R, 
~ wee a The 
= J 9 reece 
3. 2 +3 =, =, "** konvergiert gleichmaBig im Innern von U;. Da 
“ “9 


diese drei Aussagen fiir jedes lokale Koordinatensystem von IR" gelten, sind 
sie auch fiir M" richtig. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Nunmehr geben wir fiir holomorph vollstandige Mannigfaltigkeiten G" 
eme Konstruktion einer positiv definiten Kahlerschen Metrik ‘A an. Aus dem 
Axiom 2 und 4 der holomorph vollstaéndigen Mannigfaltigkeit (s. § 1) folgt 
unmittelbar: G" ist durch eine abzihlbare Folge von offenen Mengen 1,,, 
),€41, x = 1,2,3..., tiberdeckbar, derart, daB es zu jedem U,, n in DV" holo- 
morphe Funktionen {.. . { gibt, die U,, eineindeutig in den C” abbilden. 
= nun d, eine Folge hinreichend kleiner positiver Zahlen, so dab 
ys s” =? d, f? (B)- df hen ite jede relativ kompakte Teilmenge B « 
x=1A 
co Gitican, so erfiillt y yd fy? 4,7 die Voraussetzungen des Hilfs- 

x=1 aan = 
satzes 2. Nach einem Satz von W. F. yatta 29) iiber eineindeutige Abbildungen 
durch holomorphe Funktionen ist die Funktionalmatrix der Funktionen 
fv... {2 in U;, von null verschieden. Eine leichte Rechnung zeigt, daB des- 
halb die durch d? (f(” 7( + --- + (2° 7% erzeugte Hermitesche Form in U,, 
positiv definit ist. Da ferner die durch 'R,= Sd? f f erzeugte Hermitesche 
Form ‘do= 2 '9,; 4z,dz, gleichmaBig konvergierende Summe der durch 


2%) W. F. Oscoop, Lb. IT,. p. 117 (Satz 5). 
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dz ff? {% erzeugten, in" positiv semidefiniten Formen ist, muB ‘x, in ganz B" 
positiv definit sein. Aus Satz 3 folgt dann, daB A: ds* = 2 'g,; dz, dz, eine 
Kahlersche Metrik in G" ist. Es gilt also: 

Satz 6. In jeder holomorph volistindigen Mannigfaltigkeit DB" gibt es eine 
( positiv definite) Kéhlersche Metrit: ‘A mit einem globalen Potential 'R,. 

Die Aussage dieses Satzes liBt sich verschirfen: 

Satz 7. In jeder holomorph vollstindigen Mannigfaltigkeit DO" existiert eine 
vollstiindige Kdahlersche Metrik A mit einem globalen Potential Ry. 

Beweis. Es sei D,, x = 1, 2,3..., eine G" ausschépfende Folge von ana- 
lytischen Polyedern, bei der die PB, cP, , , liegen. /\”... a seien die defi- 


nierenden Funktionen vonG,. In, _ , ist dann der Betrag der /\”,4 = 1...r, 
kleiner als 1. Bilden wir g\= x(f\”)* mit —— groBem k, so ist daher 


g/|? in B,_, kleiner als _ . Die Summe tr: Z 99 geniigt also den Vor- 
aussetzungen des Hilfssatzes 2. Darum ist die Sach "Ro= 2 2 gS 7" er- 


zeugte Hermitesche Form "a,= 2 ''g,;d4z,dz,, positiv semidefinit. Zeigen wir 
noch, daB die positiv semidefinite Kahlersche Metrik A : ds? = 2 ''g,,dz,dZ,, 
volistandig ist und addieren wir zu ’’A die beim Beweis von Satz 6 konstruierte 
positiv definite Kahlersche Metrik ‘A : dtm 9.742,d% von D" hinzu, so 
ist A: ds* 2 g,,dz, dz, mit g,;='9,7+''9,z7 eine positiv definite, vollstandige 
Kihlersche Metrik in Br. Offenbar ist Ry='R,+"R, ein Potential von A, 
wobei ‘R, das Potential von ‘A bezeichnet. Wir haben auf diese Weise eine 
Kiahlersche Metrik mit den in Satz 7 geforderten Eigenschaften gefunden. 

Es werde nun der Beweis fiir die Vollstindigkeit der Metrik A nachgeholt. 
2% sei ein Punkt aus ,, der Punkt y ¢W" liege auBerhalb des Polyeders H_, 
x > 1, ferner verbinde die differenzierbare Kurve K in 3" die Punkte x, und y. 
Der Rand von %, wird von K in einem Punkt z, geschnitten. In z, gilt fiir 
eine der G, definierenden Funktionen |f| = 1. Daher ist dort |g\*| = x. 
Durch z = gS wird eine holomorphe Abbildung von GB" in die komplexe 
Zahlenebene der Veranderlichen z vermittelt. 2) wird dabei auf einen Punkt Z, 


im Kreise |z| < / = <2 * bezogen, der Bildpunkt Z, von z, liegt auf |z| =x, 
und das Bild K von K ist eine differenzierbare Kurve in der z-Ebene, die durch 
¥, und 2, verlauft. Bezeichnet Y *g,;dz, dz, die durch gg” erzeugte Her- 
mitesche Form, so besteht in jedem lokalen Koordinatensystem (U,, ¥;), 
) <I, mit den Koordinaten z,. . . z, die Beziehung: 
gi” 
*9,5= avi. 
vi es) a 
Daher ist i ds = { \dz|, wenn ds*= 2 *g,,dz, dz, gesetzt wird. Nun gilt 
k 








{ \dz| =| if dz >x—2 +. Da diese Abschitzung fiir jede Kurve richtig ist. 
X, 

die 2 mit y verbindet, ist die Entfernung von z, und y in bezug auf die Metrik 

*A:ds*=Z *g,,dz, dz, groBer als x —2~ 3 Das Gleiche gilt fiir die Entfernung 
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in bezug auf ‘A, da A aus *A durch Addition einer positiv semidefiniten 
Metrik entsteht. In jedem P, k6nnen nur endlich viele Punkte einer beliebigen 
sich in G*" nicht hiufenden Punktfolge z,¢B", 9 = 1, 2, 3, ..., liegen. Somit 
wird der Abstand der x, von 2) mit wachsendem g unbeschrankt groB, q.e.d. 

Fragen wir nun, ob jede Mannigfaltigkeit mit vollstandiger Kahlersche 
Metrik holomorph-konvex ist, so zeigt sich, daB das nicht immer richtig ist. 
Es wird hier eine Konstruktion einer vollstaéndigen Kahlerschen Metrik im 
Raume C"— 0 angegeben. C"— 0 ist dabei die komplexe Mannigfaltigkeit. 
die aus dem Raum C* der Verinderlichen z,...z, durch Entfernung de~ 
Nullpunktes erhalten ist. Bekanntlich ist C"— 0 fiir » > 1 nicht mehr holo- 
morph-konvex**). 

g(w) sei fiir w> 0 eine reell-analytische Funktion mit folgenden drei 
Eigenschaften : 

1. g(w) > 0, 


1 
2. f wg? dw = d (endlich), 
6 


3. foee = xX, 
0 
Wir wahlen etwa fiir g(w) die Funktion = , die — wie man leicht nach- 
rechnet — diese dr‘ Eigenschaften hat. Setzt man nun f(w) = f wetde und 
*U (w) = f é dw, so erzeugt *U (z,Z, + +++ + 2,2Z,) in C">—0 dials petite semi- 
definite Hermitesche Form % = 2 g,;dz,dzZ,. Es gilt namlich: 

9,o = *U'+ *U"2,Z,, 9,4=*U"z,2,, wenn vp und *U’= ~ » *U"= th 
ist. Auf der komplex eindimensionalen Ebene z, = z,;= - -- =z, = 0 ist daher: 
t= DY *U' dz, dz, + *U"'2,%, dz, dz, => (*U'+ *U'"'z,2,) dz, dz, = 

. = gw dz, dz, = w (gdr)’, 
wenn w = 2,2, + *** + Z,Z, und r = yw gesetzt wird. «, ist durch ein Potentia! 


im C— 0 erzeugt, das nur vom euklidischen Abstand der Punkte vom Null- 
punkt des C" abhingt. Aus Satz 5 folgt deshalb, daB a gegeniiber unitaren 
Drehungen invariant ist. Das Gleiche ist in natiirlicher Weise fiir w(gdr)* 
richtig. Somit gilt allgemein im C"— 0: 


% = wi(gdr). 
Das hat zur Folge: 
1. % ist positiv semidefinit, 
2. unter der darum positiv semidefiniten Kahlerschen Metrik *1: ds* 
= Xg,,dz,dz, ist der Nullpunkt 0 unendlich fern. 
In der Tat! Ist xz, ein Punkt aus C"—0 und konvergiert 2, ¢ C™— 0, x 
= 1,2..., gegen 0, sind wy, w, die zugehdrigen Abstandsquadrate von 0 und 





3°) Vgl. loc. cit.™). 


hia! 
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verbindet die differenzierbare Kurve K, den Punkt z, mit x,, so gilt: 
We 
fds =| frgdr| = 1/2\ f gdw}. 
R Kk 











Aus Eigenschaft 3 von q ist ersichtlich, daB die Entfernungen von z, und x, 
in bezug auf *A mit wachsendem x gegen unendlich streben. Addieren wir 
noch zu *A die euklidische Metrik ds* = dz,dz,+ --- dz,, dz, hinzu, so erhalten 
wir im C"—0 eine vollstandige (positiv-definite) Kiahlersche Metrik A, zu 
der U,, =*U + %2,+ +++ + 2,2, ein Potential ist. 

Dieses Resultat laBt sich ausnutzen, um Satz 7 zu verallgemeinern. Wir 
formulieren als Hauptsatz dieses Paragraphen: 

Satz A. Ist eine komplexe Mannigfaltigkeit M" aus einer holomorph voll- 
stindigen Mannigfaltigkeit B" durch Herausnahme einer beliebigen analytischen 
Menge A entstanden, so existiert in I" eine volistiindige Kéhlersche Metrik. 

Beweis. A ist simultanes Nullstellengebilde von holomorphen Funktionen 
fo.-- fn (vgl. Satz 2). U = U,,,0T ist Potential der durch die holomorphe 
Abbildung rt: z9= fp. - . Zn=f/, nach B"—A iibertragenen Kahlerschen Metrik 
.l,.,- In bezug auf diese (in BU" — A positiv semidefinite) Metrik sind die 
Punkte von A unendlich fern. Addiert man noch eine in V" vollstindige 
Kahlersche Metrik hinzu, so erhilt man eine in M"=V"— A vollstandige 
(positiv definite) Kahlersche Metrik. 


§ 4. Vollstindige Kihlersche Metrik in Reinhardtschen Kérpern 

Zunichst werde folgender Hilfssatz bewiesen : 

Hilfssatz 3. Sei M" eine komplexe Mannigfaltigkeit iiber dem Raume C 
der Verdnderlichen z,. . . z,, die als Automorphismen die Drehungen r(#, .. . 0): 
z,> 2, e%,z,>2,,¥v=1...k¢=k+1...n, 0, reell, zulapt. Seir(d,...0,_, 
22, O44... 9) = 1(,... 8,-1.0, 8,,,...8,) fiir v= 1... k. Ist dann A eine 
Kdhlersche Metrik in M", so lapt sich aus A eine Kéhlersche Metrik A in MM 
konstruieren, derart, daB in bezug auf A die Drehungen 1(8, . . . 0.) isometrische 
Abbildungen sind. Ist A in IM" vollstindig, so gilt Gleiches fiir A. Enthiilt eine 
Randpunktmenge {x}* von M" in bezug auf A nur unendlichferne Punkte, sv 
ist x in bezug auf A ein unendlichferner Randpunkt*'). 

Dabei ist {x}* eine einem Punkt oder Randpunkt z von 2" in folgender 
Weise zugeordnete Menge: 

Hat x die Koordinaten 2. . . 2, so gibt es einen x enthaltenden k-fachen 
Torus von Punkten bzw. Randpunkten von M", die die Koordinaten 2e'®. . . 


2 ef, 2 |... 2 besitzen. {x}* stimme mit den Punkten dieses Torus iiberein. 
Beweis von Hilfssatz 3. Ist A eine Metrik ds*= 2 g,;, dz,dz,, so bilde 
man . - 59, 7. 4z,dz,, mit den Koeffizienten: 
ree +++ Bny zy : - Zn) 
22 22 ° 
a “40 dd, g(ze'". .. zy efPk, z . Je i (00 — Ou oh.) 
= (22)* 1° RGI yO. - + ey »2eea-> 


(oF = 1 far en ae fir » > k). 
31) Vgl. loc. cit.**). 
4* 
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Da die angegebene Konstruktion eine Mittelwertbildung iiber die Gruppe der 
t(8, ...0,) darstellt, ist A Hermitesch, Kahlersch, positiv definit und in 
bezug auf A sind die r(#, . . . #,) isometrische Abbildungen. Ferner sind die 


Koeffizienten g,z, wie man leicht sieht, reell-analytisch in M. Es bleiben 
also nur noch die beiden letzten Behauptungen des Hilfssatzes 3 zu zeigen. 

Es seien x», x zwei beliebige Punkte von 2M", die durch eine differenzierbare 
Kurve K: {z,(t), 0<t#<1, x =1...n} in M verbunden seien. Nach der 
Schwarzschen Ungleichung gilt fiir eine reelle, nicht negative Funktion 


A(d,...8,),0< o,< 22: 


an 2a 2a 2a 
— ar ¥* fi 0,...d0,. 
0 


Daraus = sich: 
/y _ dy es Sieac 
1 — 
deh cate oe dz dz, 
i k k 
= aa 3 Je a. d;, a Ve (8,0F --6,0k ) - a u 


‘i aa fad... eye ds, 











K(0,...9%) 
wenn K(#,... ~ die Kurve der Punkte z, (¢) e'®*. . . z(t) ex, z,.,(t) .. .z,(t) 
bezeichnet. K(0,...0,) verbindet einen Punkt von {2,}* mit einem Punkt 


von {x}*. Darum ist fds groBer als die Entfernung E({x9}#, {x}*) von 
K 


{xo}* und {z}* in bezug auf A. Da die Entfernung von x, und z untere Grenze 
der Liangen der Kurven ist, die x, mit x verbinden, gilt ferner, daB x, und x 


in bezug auf A einen héchstens gréBeren Abstand E(x» x x) haben als {2»}* 

und {x}* in bezug auf A. Ist x,¢ M® eine sich in M” nicht hiufende beliebige 
Punktfolge, so strebt, wenn . A vollstandig ist, E ({29}*, {x,}*) mit wachsendem y 
gegen unendlich. Denn anderenfalls gabe es im Gegensatz zur Vollstandigkeit 
von A eine sich in M" nicht hiufende Punktfolge y,¢ {x,}*, vy = 1, 2,3,..., 
derart, daB die Entfernungen von z, und der Punkte einer unendlichen Teil- 
menge der y, in bezug auf A beschrankt waren. Nach den vorangegangenen 


Ube rlegungen konvergiert nun auch EB (2, x,) gegen unendlich. Das bedeutet, 


daB A vollstindig ist. 
Ist {x}* eine Menge in bezug auf A unendlich ferner Randpunkte, so er- 


geben aihnliche Uberlegungen, daB® x in bezug auf A unendlich fern ist. Auf 
die Durchfiihrung eines Beweises sei hier verzichtet. 

Nachdem nun Hilfssatz 3 bewiesen ist, sei die Frage untersucht, ob die 
Volistandigkeit der Kihlerschen Metrik nicht doch bei gewissen Mannig- 
faltigkeiten die Holomorphiekonvexitaét charakterisiert. Satz A zeigte nur, 


‘) 


Pr- 


uf 


lie 


ur, 
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daB der Rand von I" keine niederdimensionalen Bestandteile enthalten darf. 
Es ist zweckmaBig, zuerst Untersuchungen an Reinhardtschen Kérpern an- 
zustellen. 

Unter einem Reinhardtschen Kérper 8" wird bekanntlich eine Mannig- 
faltigkeit (Gebiet) tiber dem C* verstanden, die als Automorphismen die 
Drehungen 1(8, ...0,), T(0,... 0,1, 22, 0,,,...0,) = 1 (0, ...8,_;, 0, 8 ,,...0,), 
vy=1...n,in sich zuléBt. Nennen wir eine Punktmenge Aj, ;, = {(z . . - 2n) | 2;, 
= %,= °° * = 2,= 0}, 4< p< +++ < é,, im C* eine n-s-dimensionale Achse und 
bezeichnet &" den Reinhardtschen K6rper, der aus " durch Herausnahme 
der Punkte iiber den Achsen 4,, / = 1...n, entstanden ist, so sind In z,, 
t= 1...mn, mehrdeutige holomorphe Funktionen in Re". Die durch w,; = Inz, 
vermittelte (mehrdeutige) holomorphe Abbildung von &" in den Raum C"(w) 
der Veranderlichen w,...w, kann als eine holomorphe Abbildung von &* 
auf eine Mannigfaltigkeit £* iiber dem Raum C"(w) aufgefaBt werden. Da J" 
in &" lokal-topologisch ist, folgt unmittelbar, daB J"! die Mannigfaltigkeit &* 
eindeutig auf R" abbildet. Das Paar (=", I’-*) stellt also eine (unbegrenzte, 
unverzweigte) Uberlagerung von &" dar. Der Gruppe 1(@, . . .0,) entspricht 
in £"* die Automorphismengruppe J'1(0, . . . 0,) [-1= 0 (0, . . . Oy): wi > w+ 
+%0;,,j=1...n. Nach 8. Bocuner heiBen Mannigfaltigkeiten iiber dem C", 
die eine solche Automorphismengruppe besitzen, Tuben*®). Setzt man w;= 2;+ 
+4v;,j7=1...n, so bilden die Punkte von £" mit reellen Koordinaten ein 
Gebiet 2 iiber dem Raume der reellen Verinderlichen u, ...u,. Man nennt 
nun R" logarithmisch konvex, wenn 2 konvex im Sinne der Elementargeometrie 
ist. Wir beweisen folgenden 

Satz 8. Hin Reinhardtscher Kérper &" mit vollstindiger Kdhlerscher Me- 
trik A ist logarithmisch konvezx. 

Beweis. Nach Hilfssatz 3 ist A in ®" volistandig. Da (£", J-') eine Uber- 
lagerung von &” ist, ist jeder (im Endlichen gelegene) Randpunkt von &" in 
bezug auf die durch J*-' nach &" iibertragene Kiahlersche Metrik A unendlich 
fern. Es werde diese Metrik in £" mit *A:ds* = 2 g,,dw,dW,, bezeichnet. 
Da die 1t(#,...8,) in bezug auf A isometrische Abbildungen von &” sind, 
miissen die o(0, . . . 3,): wj>w,;+ id; in &" in bezug auf *A isometrisch sein. 
Das bedeutet nichts anderes, als daB alle g,; reine Funktionen der u, . . . u 
sind. Die Kaihlerschen Bedingungen 


n 


OM _ 99x OGn 289 
2 wy 











Ow, Ow, ’ aw, 


ergeben darum nach WirtrncER*) die Beziehungen : 


OG%  “O9nii 
— 
**) S. BocunerR und W.T. Martin: Several Complex Variables, p. 90. Princeton 
1948. 
afte) ley. 7) af(z) laf 1 af. 


33) X , = Balin ra _ ey. 4y- 
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x, ~&g,, du, sind daher geschlossene Pfaffsche Formen in &", die auch als 
in & gegeben betrachtet werden kénnen. Ware nun & nicht konvex, so giibe 
es zwei Punkte x, y ¢ Y, deren Verbindungsstrecke %¥ nicht ganz in & lage. 
Ist dann C ein differenzierbares Kurvenstiick in 2. das x mit y verbindet, 
so gibt es von x her einen ersten Punkt x,<¢ C, dessen Verbindungsstrecke 7%, 
mit x nicht ganz in & liegt. Wir bezeichnen mit (a,). 2 a? + 0, den Richtungs- 
vektor von xX. Ist ‘x der erste Punkt auf 7%, von x her, der nicht zu & 
gehGért, so gilt: 
ty 
[Xa,a,= f Lg plu? + at,...,up- a,tha,a,dt= fds—t, x, 
t=0 < 


. ee 
pd es 


rr 
weil Y g,,4,¢, > 0 und ‘x ein unendlich ferner Randpunkt von I" und damit 
von Z ist. Dabei bezeichnen (u°) die Koordinaten von x und ¢, ist so bestimmt. 
daB uo + a,t, mit den Koordinaten von ‘x iibereinstimmt. x, ¢ 2 sei eine Folge 
von Punkten, die auf C von x her gegen x, konvergiert. Seien nun die Rich- 


tungsvektoren der Strecken xz, mit (a) bezeichnet! Da Yg,;a\a™ > 0 
in ZL ist, gilt dann aus Stetigkeitsgriinden: lim /[ ax, x. Anderer- 
x7? xO — 


rr 
” 
seits ist aber 7%, homotop zu der Teilkurve C, von C.die aus den Punkten 
zwischen x und x, besteht. Es gilt daher nach Stokes: 


f ZaPa, = f[FaPa, s f|Laa,| < M. 

rz, a Cc 

wobei M eine positive Zahl ist, die nicht von x abhaingt. Widerspruch! Damit 
ist Satz 8 bewiesen. 

Wir merken noch an, daB ein konvexes Gebiet iiber dem Raum der Ver- 
anderlichen u,...u, notwendig schlicht ist. Offenbar ist L genau dann 
schlicht, wenn &" bzw. KR" schlicht ist. Ein logarithmisch-konvexer Reinhardt- 
scher Kérper ist also schlicht, d. h. ein Gebiet des C*. 

Im folgenden werden die Achsenbestandteile von Reinhardtschen Kérpern 
mit vollstandiger Kiahlerscher Metrik untersucht. Zuniichst sei definiert : 
|. Die Punkte einer Achse A; ;,, die nicht auf einer Achse Aj, | I~ 
kleinerer Dimension (3 > 8) liegen, heifBen eigentliche Punkte von Aj, __ ;,. 

2. A; . i, heiBt eine R-Achse in bezug auf einen Reinhardtschen Kérpe: 
R" OC", wenn wenigstens ein Punkt von A,,___;, zu R" gehért. 

3. Unter der Projektion L,; einer Menge M <C” auf die Achse A, wird die 


Menge N der Punkte (z,...2;~-4, 0, 2.3... -.%n) € Ay verstanden, zu denen 
wenigstens ein Punkt (2, . . . 2-1, 2, 241 - ++ 2%) zu M gehort. 
fenbar ist ein Punkt (z,...2 d genau dann ein eigentlicher 
Offenbar ist ein Punkt (z, n) € Aj, ig B lant gentlich 


Punkt der Achse, wenn alle seine Koordinaten z;. j +7,. » = 1...8, von null 
verschieden sind. 

Wir zeigen: 

Hilfssatz 4. Ist ein Reinhardtscher Kérper R" — C" logarithmisch konvex und 
ist A, eine R-Achse, so schneidet jede Ebene E: {(z,...2,)|zj= a,+0 fir 
j=1...t--1,%+1...n} aus thm einen im Mittelpunkt punktierten Kreis 
oder einen Vollkreis heraus, sofern sie iiberhaupt einen Punkt von R" trifft. 
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Beweis. Wir konstruieren wieder — wie beim Beweise von Satz 8 — zu R" 
das (jetzt schlichte) Gebiet 2 des u,...u,-Raumes. Offenbar ist die Be- 
hauptung des Hilfssatzes 4 mit folgender Aussage aiquivalent : 

Jede Gerade D: {(u,...u,) | uj= In ja,|,j7=1...¢—1, i +1... x}. die 
wenigstens einen Punkt mit 2 gemeinsam hat, schneidet aus 2 eine Halb-. 
verade H : {(u,...U,) | u;= Inja,|, 7 + 4, |u,| < r} heraus 

A, enthiilt als R-Achse wenigstens einen Punkt (2° .. . 2, 0, 20... . 2{) 

RK" mit z;+0 fiir j + i. Das bedeutet. daB der unendlichferne Punkt (wu. . . 
ai), — oo, uf... ul), wi = In [2 fiir j + i, ein Randpunkt von 2 ist. Da ¢ 
iiberdies konvex ist, muB die Verbindungsstrecke H : {(u,...u,) | u;= 6, 
fiirj +%, u,;< 6,} von jeden Punkt (6,...5,)¢2 
mit (wu. ..—oo... ul) ganz zu 2 gehéren. |e 
Das ergibt sofort, daB jede Gerade D aus 2 
eine Halbgerade herausschneidet. 

















Wir zeigen nun einen weiteren Hilfssatz, h ] 
der wesentlich die Existenz einer vollstandigen 
Kahlerschen Metrik voraussetzt : 4 

Hilfssatz 5. Hs seien 0 < a, < a, < Gy, — 2f” zi 
« >0, G, sei im 2%, 2-Raum das Gebiet » &» P & Ijat 
‘(24> 22) | @y < |%| < Gg, |Z_| < e} und G, das Fig. 1 


Gebiet : {(z, 2g) | a,< |z,| < a3, 0 < |z,| < e}. Ist 

dann in © = ©,\/ G, eine beliebige Kahlersche Metrik A gegeben, so enthiilt 
die Randpunktmenge {(z,, 22) | |2;| = 4. 22= 0} von © sicher auch endlich ferne 
Randpunkte. 

Beweis. Angenommen A ware eine Kahlersche Metrik in G, in bezug auf 
die die Punkte {(z,, z,) | |z,| = @,, z.= 0} unendlich fern sind. Wir bilden 
nach Hilfssatz 3 aus A die Metrik A : ds* = Dg, ,dz,dz,,, unter der die Drehungen 
7(@#,...@,) isometrische Abbildungen sind. Es gilt: 


(1) A besitzt in © ein reell-analytisches Potential U (\z,|, |z9|). 
Zum Beweise von (1) bilden wir @ — A, durch die Transformation w;= In z,. 
(= 1,2, auf eine Tube ©: {(w,, w) | Ina,< u,< Inag, u< Ine, w, = u, + ir,. 
Wy = Ug + iv,} ab. Die dabei nach © iibertragene Kihlersche Metrik A sei 
mit *A:ds*=29,,dw,dW, bezeichnet. Die g,; sind — wie beim Beweis 
von Satz 8 — vom Imaginirteil der w; unabhangig. Deshalb folgt aus den 
Kiihlerschen Bedingungen fiir die Beschrinkung ‘A von *A auf Y, daB o, 
Yg,qdu, und « = du, f w,+ dus f wm, geschlossene Differentialformen sind. 
In 'G: | (1: 2») | “a,< |z,| <a@g. [Z| < ot mit a,<'a,<‘a,< a, ist |g,5| < M. 
venn M hinreichend groB gewahlt ist. Daher gilt in ‘2 : (ea, uy) | In’a,y< wy 
In‘dy, U,< In ; ? die Ungleichung: |g..| < Me®“. Das ergibt. daf 


(u,, Us) : 
*U= f[ (du jf m-du, f ws) 
(u*,— oo) (uf. oc) (uj, — 20) 


eine in ‘2 beschrankte Funktion ist. Ferner wird *U durch obiges Integral 
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e*tU 
Ou, Uy, 
U ist also in T Potential von *. |. 


in ganz & definiert, und es gilt dort: g,;= . Setzen wir in ¢: U (wy. uy) 
eo aU 
Ow, OW, OU, OU, = Gon : 
Satz 5 ergibt, daB U((|z,|, |z,|) = U (Inz,, Inz,) ein Potential von A in G — A, 
ist. In ’G gilt ferner, |U (|z,|, |z.|)| < N, wenn N hinreichend groB gewahlt ist. 
Nun gibt es nach einem Satz von E. KAHLER*) in einer Umgebung %(P) 
jedes Punktes P¢@ ein Potential U, von A. Insbesondere gilt das fiir 
P«A,c\'©. Da U in einer Umgebung eines jeden dieser Punkte beschrankt 
ist, ist auch U — Up in der Nahe von P beschrinkt. Ferner ist U — U, in 
%(P)— A, biharmonisch. Ein bekannter Satz iiber die Singularitaten bi- 
harmonischer Funktionen sagt aus, daB sich U — Up zu H (z,,z,) biharmonisch 
in P fortsetzen laBt***). H (z,,z,) + Up ist dann eine eindeutig bestimmte reell- 
analytische Fortsetzung von U in P. Wir kénnen also durch Fortsetzung 
von U in jeden Punkt P¢ A,“G unsere Potentialfunktion U in ganz © de- 





= 4*U' (u,, uy), so ist 


finieren. Aus Stetigkeitsgriinden ist U iiberall in G Potential von A. 

Wir untersuchen nun das Verhalten von U (|z,|, |z,|) in der Nahe des Randes 
von G. Es gilt: 

(2) U(|z|, |zq|) ist in der Umgebung jedes Randpunktes ; (*z,,0), ay< |*z,, < , 
nach oben hin unbeschrankt. 

In der Tat! Bilden wir *U (u, |z,|) = U (e", |zo|), so gilt: — 49,, > Ound 
daher fiir In a, < u® < Ina: 
o* U(u®, 2, ) 


(A) *U (u, |z,|) => > 


(u — u®) ~ *U(w®, |z,|). 


Ferner ist 





u 
a*U (u,0) a*U(b,0) | ~ @*U (u,0) , 
Ou - ou 7 | ou? du2 


"4 / atu a*U(b,0) | 
| | . os du — \u—hb ——| 
i 


fiir a,< b < a,. Da die Punkte { (z,, z,) | |z,;| = a. z,= 0} in bezug auf .1 und 


damit nach Hilfssatz 3 auch in bezug auf A unendlich fern sind und 
eu °, a*U(u,O) ... 

/ 5,2 du — 4ds ist, folgt, daB — fiir u > In a, gegen + co strebt. Aus 

Stetigkeitsgriinden gibt es deshalb auch eine Folge von Punkten (u®, z{”) — 

a*U[u, | } 

> (In @,0) mit Ina, < w <In 43,0 < |26| < e, derart, daB lim = 


Se 


ou 
« ist. Es gilt nach (A) fiir *u = In |*z,| : 
a *U (ue, ay”) 


Te! |2AOl) #7 (#y [2O}) > 
U (|*z,]. |2z4 1) U (*u, |zQ”|) 2 an 


> 


(tu — uw) + *U (uw, [2i). 
*4) E. KAHLER, loc, cit.*). 
*@) Vgl. H. Gravert und RK. ReEMMeERT, Plurisubharmonische Funktionen in kom- 
plexen Riumen. Math. Z. 1956. 
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Ferner ergibt unsere Ungleichung (A), da auf einer Flache {(w, 2») |u=c, |z,| < 5 


mit Ina,<e¢<Ina, sowohl *U als auch at beschrankt ist, daB *U in 

einer Umgebung von (In a@,, 0) sicher nach unten hin beschrankt ist (**U > M). 

Daher gilt 

a*U(u”, 2”) ) 
du 

Somit ist lim U (|*2z,|, |2f?|) = --©, d. h. U ist in der Nahe von (*z,, 0) nach 


> x 


oben hin unbeschrankt, q.e.d. 
Der Beweis von (2) zeigte, daB es eine Folge von Punkten (*2,, 2{) > 
> (*z,, 0) gibt, derart, daB die Folge U(|*z,|. |z|) gegen + « strebt. Sind 


a 4 . ' é * 
dann © ein Gebiet: \b <lal<ce. lel <5 . a,< b < dy< |z;| <c¢ <a, und 


U (|*z,|. iz = (tu— uw) + M, 


e \be 

F, eine Folge von analytischen Flichen z, = 2( = ) mit so groBen k,, 
2 \s;, 

daB jedes F, nur mit dem Teilrand B: {(2,. zy) < rd 6| [Z| ; ) { (24,29)! 


rd &, |z,| = b} des Randes rd © von © Punkte gemeinsam hat, so gilt auf 
rd F,= F,-\ B fiir ein von » unabhingiges M die Ungleichung |U| < M. Die 
Beschrankung ‘U, von U auf F, G wird daher bei hinreichend groBem y in 
(*z,, 2) gr6éBer als auf rd F,, und nimmt im Innern von F, © ihr Maximum 
an. Andererseits ist U in G eine bisubharmonische Funktion. ‘U, ist deshalb 
auf F, subharmonisch*5). Ein bekannter Satz iiber subharmonische Funk- 
tionen sagt aber aus, daB eine subharmonische, nicht konstante Funktion 
im Innern von F, ihr Maximum nicht annehmen kann. Widerspruch! Damit 
ist Hilfssatz 5 bewiesen. 

Die beiden Hilfssitze werden verwendet, um einen fiir die weiteren Be- 
trachtungen dieses Paragraphen grundlegenden Satz zu beweisen: 

Satz 9. Ist R" CC" ein (schlichter) Reinhardtscher Koérper mit vollstindiger 
Kéhlerscher Metrik und ist A; eine K-Achse von R”, so liegen die eigentlichen 
Punkte der L,- Projektion von 8" auf A; in KR". 

Beweis. Es sei A, die Menge der eigentlichen Punkte von A,. Sicher gilt 
D = 4,08" CA, OL, (&"). Da ferner A, > L,;(R") ein zusammenhiingendes 
Gebiet in Y} ist, stimmt D dann und nur dann mit A, L,(R") tiberein, 
wenn A, L,(&") keinen Randpunkt von 9 enthalt. Angenommen P (2? ...22 

A, L,(&") wire ein solcher Randpunkt von 9. Nach Hilfssatz 4 schneidet 
dann, wenn d so klein gewahlt ist, daB B: {(z,...2,) € Aj. |z;—2f| <d, 
j=1...n3CC A, L,(&") gilt, jede eindimensionale Ebene £,): {(2, . . . 2,) 

z,=6, fiir j + i}, (b). . . b,) © Baus K* einen Vollkreis oder einen im Mittel- 
punkt punktierten Kreis heraus. Es gibt deshalb ein ¢ > 0, so daB *G : {(z,...2,,) 

L, (2... 2) €B, 0 < |z,{ < e} in KR" enthalten ist. Da ferner P Randpunkt 
von 9 ist, kénnen wir reelle Konstanten a, > 0, a4, > 0, 7, . . . ¥,, 80 bestimmen, 


3%) Vgl. Def. nach Satz 4), ferner zu dem Satz iiber subharmonische Funktionen 
loc. cit. **). 
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daB die eindimensionale Flache F (f) : {(z,. ..2,,);2;= 2? €%,2;= 0.7 +1.qS |t| Ss 
< a;} in& enthalten ist und da8 die Punkte von F(t), |t| = a,. zu D gehéren. 
Die Punkte von F(t) mit |t} = 1 sind Randpunkte von 9. Wir kénnen deshalb 
eine reelle Zahl a,>a,, @4g= 1 so wiahlen. daB die Menge {(z, .. .z,) | |z; 
= |z9| + |a,|", z;= 0} Randpunktmenge von 9 ist und daB {(z,...2,)|z,; 
- 2f U3, z,= 0, a,< |t| < ag} ganz zu D gehort. Sind dann G, der Reinhardt- 
sche Kérper {(t, z;) | @,< |t| < @. |z,;| < e} und G, der Reinhardtsche Kérper 
{(t, 2) | @,< |t| < ay. 0 < |z,| < e}. und ist * die durch die Abbildung z;= 2) ?”’. 
z,= 2, nach © = G,\ G, iibertragene Kahlersche Metrik A. so sind in bezug 
auf *A die Randpunkte {(f. z,) | || = @,,z;= 0} von G unendlich fern. Da 
auBerdem © den weiteren Voraussetzungen des Hilfssatzes 5 geniigt. ergibt 
dieser Hilfssatz dazu einen Widerspruch. Damit ist Satz 9 bewiesen. 

Wir werden nun zeigen. da8B man einen Reinhardtschen Kérper mit voll- 
stiindiger Kihlerscher Metrik durch Zufiigen von Achsenpunkten zu einem 
Holomorphiegebiet ergiinzen kann. Zu dem Zwecke beweisen wir die Hilfs- 
sitze 6,,s = 1...n, und 7. 

Hilfssatz 6,. Hine R-Achse Aj... . 4... 4. k= 1... 8. schneidet aus einem 
Reinhardtschen Kérper &" mit vollstindiger Kdhlerscher Metrik A einen zu- 
sammenhidngenden Reinhardtschen K6rper R"-* im Raume der Veriinderlichen 
Zijye + + Zip_gr Ii <2 < +++ In-g to FI O=1...8,H=1...n—8, heraus. Die 
eigentlichen Punkte von Aj, ...;,. die zu der Ly,-Projektion von R" gehéren. 
legen in Re. 

Der Beweis ergibt sich durch Induktion: 

a) 6,: Danach Voraussetzung 8*-1—&" -\ A;nicht leer ist, ist R" ~ A,aus Sym- 
metriegriinden ein Reinhardtscher Bereich. Wenn A, die Menge der eigentlichen 
Punkte von A, bezeichnet, folgt aus Satz 9: R" > A,= L,(&") \ A, also der 
zweite Teil der Behauptung von Hilfssatz 6,. Da ferner 8" zusammenhingend 


ist, muB auch K"-!=&,, > A,= L,(&") A, zusammenhangend und damit &" 
ein Reinhardtscher K6rper sein. 

b) Aus 6, folgt 6,,,: 

Eine R-Achse A,,...;,---i,,, liegt in der R-Achse A,,... ig ip ,--- 
Diese schneidet nach Induktionsvoraussetzung aus R” einen Reinhardt- 


's+1° 


schen Kérper &"-* mit den Koordinaten Z5j,- ++ Zins: Zip: Jo #4, heraus. 
Die Beschrankung von 1 auf Rr-* ist in K-* eine vollstandige Kahlersche 
Metrik. die A;,-Achse des (2;,. . . 2j5_5-4: 
A,,...4,,,-Achse des C*. die Lj,-Projektion im *C"-* ist gleich der Beschran- 
kung der L;,-Projektion. Damit tritt Fall a) ein. 

Nun sei unter einer a-Achse eine Achse des C" verstanden. die keine Punkte 
von &* enthalt. Es ergibt sich: 

Hilfssatz 7. Ist R" CC" ein Reinhardtscher Kérper mit vollstindiger Kéhler- 
scher Metrik, M Vereinigung von null oder mehreren Achsen des C”. liegt P « C” 
nicht auf einer a-Achse und gibt es ferner eine Umgebung U(P).sodagUu — Mc R* 
ist. so gehért P zu KR”. 


zi,)-Raumes *('"-* entspricht der 
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Zum Beweise kann U so klein gewahlit werden, da’ U keinen Punkt mit 
einer a-Achse gemeinsam hat. Es sei dann M* die kleinstmégliche Vereini- 
yungsmenge von null oder mehreren R-Achsen, derart, daB noch U — M*c R 


gilt. Sofern M* nicht leer ist, gibt es in M* eine Achse A,, .. . ,, maximaler 
Dimension. 4A,, . . . ,, enthalt sicher einen eigentlichen Punkt Q ¢ U, der nicht 
in R* liegt. Um Q gibt es eine Umgebung UC U, in der nur Punkte von M* 
liegen, die zu den eigentlichen Punkten von A,,...,, gehéren. Es gilt also 
U—A,,...4,CK". Hilfssatz 6 ergibt: BOA,;,...;,\R* = Aj,-- -% 


LR") \B. Da B — Aj, ...;, und damit KR" die Menge B > A,, . . . ;, ganz um- 
schlieBt. folgt: B.~ A;,... 4,C KR". also auch QER". Der so zu QER" ge- 
wonnene Widerspruch lést sich nur so. daB M* leer ist, daB U und damit P 
in R” enthalten sind. Das war zu beweisen. 

Wir bezeichnen jetzt mit M die Vereinigung aller a-Achsen der Dimension 
»—s<n—1. Ein Punkt P ¢ M heiBe ein R-Punkt, wenn es eine Umgebung 
U, U— MCR" von P gibt. Fiigt man alle R-Punkte zu R*" hinzu, so entsteht 
ein Gebiet *R”. das aus Symmetriegriinden sogar ein Reinhardtscher Kérper ist. 

Satz 10. Evistiert in R" eine rollstindige Kidhlersche Metrik, so ist *R" 
relativ vollstindig 

Diese in Satz 10 behauptete Eigenschaft bedeutet, daB L,(*R") = *R" > A, 
fiir jede *R-Achse A, ist. Ein von K. Stern und 8. Hrrorumatu bewiesener 
Satz sagt aus, daB jeder logarithmisch konvexe relativ vollstandige Reinhardt - 
sche Kérper holomorphkonvex. also ein Holomorphiegebiet ist **). Mit Satz & 
und Satz 10 ergibt das: 

Satz 11. Existiert in &" eine vollstindige Kihlersche Metrik, so ist *R" 
holomorphkonve.x. 

Wir beweisen nun den Satz 10. Liegt ein Punkt P(z?...z?_,,0.28.), ... 28 

L,(*&") einer *R-Achse A, nicht in *R", so ist P wegen Hilfssatz 6 not wendig 
eigentlicher Punkt einer a-Achse von &". N’ sei die Vereinigung aller in A, 
enthaltenen a-Achsen und N die Menge der Punkte des C*, die durch L, auf N’ 
abgebildet werden. N ist wieder Vereinigung von Achsen und enthalt M, die 
Vereinigungsmenge aller a-Achsen. 

Nach Voraussetzung gibt es einen Punkt P(zf ...z?,... 22) < *R", z? + 0, 
der durch L,; auf P abgebildet wird Um diesen Punkt legen wir eine Um- 
gebung 1: {(z ..- Zn) | @ < |z,| <b. (&% ... 2-3, 0, 2,4, --.2_) € DB}, derart, 
daB U— MC" und damit 1 — NCR" gilt. Dabei ist 0 < a < b und B eine 
Umgebung von P innerhalb von A;. Da N’ die Vereinigungsmenge der a- 
Achsen in 4, ist. ist jeder Punkt von 3 — N’ eigentlicher Punkt einer R-Achse. 
Nach Hilfssatz 6 gilt daher U — VN’ ~ KR". Aus Hilfssatz 4 ergibt sich ferner 
unmittelbar, daB U— N mit WU: {(z,...2z,) | D(z... Zn) © VB, |z,| < 5} in KR 
enthalten ist. Hilfssatz 7 ergibt dann. daB auch alle Punkte von V 4 U zu R" 
yehdren, die nicht auf einer a-Achse liegen. Also gilt U — Mc R* und damit, 


%*) K. Srers: Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen. Die 
Regularitatshiillen niederdimensionaler Mannigfaltigkeiten. Math. Ann. 114, 543—569 
(1937), hier bes. 8S. 557, Hilfssatz 1. Vgl. ferner S. Hrrorumatu: Note on the Envelope 
of Regularity of a Tube Domain, Proc. of the Jap. Acad. 26, 7, 21-25 (1950). 
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da U eine Umgebung von P ist, P < *". Widerspruch. Es muB L;(*&") 
= *R" 4 A, sein, q.e.d. 


Wir fassen nun Satz 11 und Satz A zu dem Hauptsatz dieses Paragraphen 
zusammen. Dabei ist zu beachten, da8 ein holomorphkonvexer Reinhardt- 
scher K6rper eine spezielle holomorph vollstandige Mannigfaltigkeit ist. 

Satz B. In einem Reinhardtschen Koérper R" existiert dann und nur dann 
eine vollstindige Kahlersche Metrik mit reellanalytischen Koeffizienten, wenn R” 
durch Herausnahme von Achsen der Dimension k < n — 2 aus einem holomorph- 
konvexen Reinhardtschen K6rper entstanden ist. 


§ 5. Ein Kontinuititssatz fiir Gebiete mit vollstindiger Kahlerscher Metrik. 
Minimalflichen 

Unter einer Schar eindimensionaler analytischer Flachen F(t) im Raume C" 
von x komplexen Veranderlichen z, .. .z, werde im folgenden eine noch von 
einem reellen Parameter ¢, 0 <¢< 1, abhiangende 
holomorphe Abbildung z, = /,(z, t), » = 1... m, (einer 
Umgebung) eines Kreises K: |z| <d in den C" ver- 
standen. Dabei sei vorausgesetzt, daB die f,(z, t) in 
allen Variablen wenigstens einmal stetig differenzierbar 
sind. Es folgt folgender 

Satz 12. Ist zu einem Gebiet © C C" eine Schar ana- 
lytischer Flichen F(t),0 <t <1, definiert, derart, daB 

a) die Menge R: {(z, . . . Zn) | z,= f, (de®, t), 3 reell, 
0<t<1} in © enthalten ist, 

b) Fit) fir 0 <t < 1 inG liegt, 

Fig. 2 c) F(1) mit dem Rande von © einen echten 

Weg W(s): {(z, .. . Zn) | z, = f,(z(s), 1), OS 8 S 1} mit 

z(0) + 2(1) gemeinsam hat, so sind in bezug auf eine beliebige in G definierte 
Kdhlersche Metrik A niemals alle Punkte von W (s) unendlich fern. 

Wir setzen in Satz 12 nicht voraus, daB A reellanalytische Koeffizienten 
besitzt. Vielmehr wird nur gefordert, daB in einer Umgebung eines jeden Punktes 
von © eine zweimal stetig differenzierbare Potentialfunktion von A existiert. 

Beweis von Satz 12. Wir bilden zunichst die A in kanonischer Weise 
zugeordnete duBere Differentialform 2 = i Y g,z;dz,dz,,. Nach Voraussetzung 
gibt es zu A in einer Umgebung %(P) eines jeden Punktes P ¢ G ein Potential 7’. 

eg #U 
Es ist in B: 32,92, ~ 

2y O2y 
dort 2 = dw (d = auBere Ableitung einer Differentialform). 

Es werde mit A (t,,¢,), 0 <t,<t,< 1, die zweidimensionale Flache {(z,, . . .,z,,) 
|z,= f,(de®,t), ® reell, 4<¢<t,}CG bezeichnet. A(t,,t,) werde durch 
die Festsetzung orientiert, da8 der Ubergang von der positiven #-Richtung 
in die positive t-Richtung eine positive Drehung sein soll. Wir zerlegen nun 
den Kreis K : {|z| < d} in endlich viele Teilgebiete K,, .. ., K,, mit stiickweise 
stetig differenzierbarem Rande und ebenso das Intervall t;< ¢ <¢, in Teil- 
intervalle J, : {t|t?— <t<}, y=1,....m,t= (%< t(D <---< H™= t,. Diese 


WS) 


9,z und deshalb, wenn wir w = —i 2 oa dz, setzen, 
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Zerlegung kann so fein gewahlit werden, daB die Flichen F,,, = {(z, . . .z,) | z, 
= f,(z,t), 2¢€ K,, tcl}. v= 1,...,%. w= 1,...,m in Umgebungen &,,, ent- 
halten sind, in denen 2 = do,,, ist. Nach dem Stokeschen Satz gilt: 


ve 


ve 
fQ2 = jfQ-F fo, =9, 
A(t) +F()—Fh) oe rd Py rdrdFy, 
da die doppelte Anwendung des Randoperators rd auf F,,, null ergibt. Somit 
wird. wenn wir q(t) = { Q setzen, |q(t,)—q(t,)| = | { Q|. A(O,1) liegt ganz 
F(t) A(t, ts) 


im Innern von @; Q ist also in einer Umgebung von A(0,1) beschrankt. 
Es gibt daher ein M >0, derart, daB | { Q|< M fiir 0< {t,) < 1, » = 1,2 ist. 
A(t, ts) 

Daraus folgt sofort, daB q(t) fiir t—> 1 beschrinkt sein muB. 
Andererseits kénnen wir zeigen, daB q(t) mit t1 iiber alle Grenzen wichst, 
wenn F(1) mit rd @ einen echten unendlichfernen Weg W(S) = {(z,, . . ., Zn) 
z,= f,(z(s), 1), 0 < s S 1} gemeinsam hat. Da der Rand des Kreises K durch 
z,= f,(z, 1) in das Innere des Gebietes © abgebildet wird, ist die Menge 


N = {z| (f(z, 1), . . .. fa(z. 1) € rd G} eine kompakte Teilmenge von K. Der 
Weg W(s) = {z| z= 2(s), 0<s <1} ist in N enthalten. Da nach Voraus- 
setzung z(0) + z(1) ist. diirfen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 
annehmen, daB x(0) + x(1) ist, wenn wir z(s) = 2(s) + iy(s) setzen. Es gibt 
dann eine Strecke S = {(x, y)| 2(0) Sa,S5 eS a,5 x(1), y= b}CK—N 
(mitz = « + iyunda,< a,), derart, daB alle Strecken {(z, y)| z= a,bs y <4 

\/@- -a*} mit 4,5 a4 <a, nicht durch W(s) verlaufen. Daraus folgt, daB 
jede Strecke {(x, y)| r= 4,b2 y2—|d—a’*}, a,Sa<a,, den Weg Ws) 
in einem ersten Punkt y = d(a) trifft. Es ist fir 0 <¢t < 1: 


h 
q(t) = f Q= 2 Lpeyddedy2| min Sody| tt;), 


Fit) a4,s7s54, d(x) 


. v (z,t t ‘ . ” 
wenn g(x, y;t)= 29,7 ahs ote gesetzt wird. Da 2 g,,dz,dzZ 





in © 


e 


positiv definit und daher in K : g nirgends roan’ ist, folgt: 


min or min fvaey 2d. 


d(2) d(x) 


Offenbar ist \9 dy = ds. Das ergibt: 

min f g(t) dy = E(S(t, s), W(t, s)) — 2d, 
wenn E bei festem ¢ die pistisiaits G der Wege: S(t, 8) = {(z,...2,)|z, =f, (z, 6) 
z=s+itb, a,Ss<a,} und W(t,s) = ~ {1- . 2,) | z,= f,(z(8), t), OS 8S 1} 
bezeichnet. Die Vertnipaiguaange U J 8 8) = {(z,. ..2,) | z,=/f,(8 + 0b, ), 


<8 Say, O<t < 1} liegt hotkigalt 1 in 1G, da z,= /,(z, 1) die Strecke § in 

das Innere von © abbildet. Nach Voraussetzung sind alle Punkte des Weges 

W (s) = W(1, s) unendlich ferne Randpunkte von G. Deshalb strebt die Ent- 

fernung E(U S(t, 8). W(t, s)) des Weges W(t, s) von U S(t, s) mit t1 gegen 
t 
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-». Da E (S(t, 5), W(t, s)) > ECU S(t. 5). W(t, 5) ist. gilt auch lim E(S(t,s). 
t t—1 


W (t, s)) = cc und folglich ist q(t) fiir ‘1 unbeschrinkt. Dieser Widerspruch 
lést sich nur so, daB es Punkte von W'(S) gibt. die nicht unendlich fern sind. 
Das aber wurde in Satz 12 behauptet. 

Unter der Annahme, daB die analytische Flache F mit dem Rande von © 
nur einen Punkt, also nicht einen echten Weg gemeinsam hat. gilt die Aussage 
von Satz 12 nicht immer. G sei etwa der C? = {(z,2») | (2,22) + (0, 0)}, in dem 
die vollstandige Kahlersche Metrik A, (vgl. den Beweis von Satz A) vor- 
gegeben ist; F(t) sei die Flachenschar {(z,z,) | z,= z, z= 1 —t. |z| < 1}. F(t) 
geniigt mit der angegebenen Ausnahme den Voraussetzungen des Satzes 12. 
Andererseits hat F(1) mit rd C? den unendlichfernen Punkt (0,0) und damit 
einen unechten unendlichfernen Weg gemeinsam, dessen Punkte alle unendlich- 
fern sind. 

Aus Satz 12 ergibt sich unmittelbar. daB Gebiete mit vollstandiger Kahler- 
scher Metrik einem Kontinuititssatz*’) geniigen miissen : 

Satz 13. Zu jedem Gebiet © CC" mit vollstiindiger Kahlerscher Metrik gibt 
es keine Schar analytischer Flichen F(t): z,= f,(z,t), derart. dap die Menge 
{(z,...2,) | 2, = f (de, t), B reell, O< t < 1} in G liegt, F(t) firO<t<1linG® 
enthalten ist, F(1) aber mit dem Rande von © ein Kontinuum gemeinsam hat. 


Mit Satz 12 eng verkniipft ist eine Betrachtung des Flacheninhaltes von 
analytischen Mengen N in komplexen Mannigfaltigkeiten mit Kéahlerscher 
MaBbestimmung. 

Es sei definiert : 

Ein Punkt P ¢ N heiBt gewéhnlicher Punkt der (komplexen) Dimension » 
von N, wenn es ein lokales Koordinatensystem 2 (z,. . . z,) € {U,;} um P gibt, 
in dem n— s genau auf N -\U simultan verschwindende holomorphe Funk- 


tionen f,.../,-» existieren, deren Funktionalmatrix (( 3) in P den Rang 
n-—8 hat. | 

Ferner werde N rein von der Dimension « genannt. wenn alle gew6hnlichen 
Punkte P ¢ N die Dimension s besitzen. 

In einem gewohnlichen Punkt P der Dimension s laBt sich das Gleichungs- 
O(f, .--fa-<-) 
O(Ze44-+ + 2m) ith 
in P, so wird N in einer Umgebung U*(P) < U. die in den Koordinaten von 1 
die Gestalteines Polyzylinders |z, — 2°| < d, erhalt, durch ein Gleichungssystem 
Zs4a= 9al%---2), A= 1...n—=s, dargestellt. Dabei sind die g, in U* holo- 
morphe Funktionen. 


system /,;= --- = f, _, =0 nach n — s Variablen auflésen. Ist etwa 


zn 
In dem Polyzylinder U* stellt bekanntlich ds? = 3° h,,dz*d2 mit h,, 
a,p=1 


= h,,, dz’=dz,, dz"**= dz, genau dann eine reelle Riemannsche Metrik in 


87) K. Oxa (loc. cit."*)) konnte zeigen, daB ein Gebiet G genau dann Holomorphie- 
gebiet ist, wenn F(1) mit dem Rande rd © von G keinen Punkt gemeinsam haben kann. 
Im Gegensatz dazu kénnen wir nur zeigen, daB F(1) mit rd G kein Kontinuum gemeinsam 
hat. 


Holomorphiegebiete und Kahlersche Metrik 63 
komplexer Schreibweise dar. wenn h, , = h,.,,.,, und die h,,,,. = Rn+ys 
v,4=1...n, sind. Da das Raumelement einer solchen Metrik durch den Aus- 
druck do = + Vihis |dz'...dz*" gegeben wird. der formal (bis auf einen 
konstanten Faktor) mit dem Ausdruck fiir das Raumelement einer reell 
geschriebenen Metrik iibereinstimmt, und da ferner die verallgemeinerten 
Eulerschen Gleichungen eines Variationsproblems im Komplexen dieselbe 
Gestalt wie im Reellen haben. besitzen auch die Minimalflichengleichungen 
im Komplexen die gleiche Gestalt wie im Reellen**). Deshalb gilt, wenn 2" 
eine komplexe Mannigfaltigkeit mit einer Riemannschen Metrik A: ds* 
= Lh, ;,dz*dz ist. wenn F: {z,,= f,(w,...w,, W,...W,), |w,] Sd,,v=1...8, 
u=1...n} eime zweimal stetig differenzierbare Flache in MM" ist und wir 
ferner mit .1* die durch z, = /,,(w,...w,, @,...W,) nach 8: {\w,|<d,,v=1... 8} 
iibertragene Metrik 1 bezeichnen: 

F ist dann und nur dann Minimalflache. wenn in 3 die Gleichungen: 


2n 
SS Pile 5 ~ Miele 2 2) = 0. t=1...2” 
x, A," 6 


erfallt sind, in denen g?? die kontravarianten Komponenten des Fundamental- 
tensors von .1* in bezug auf w,. . . w,; 2", 3. 2',, 2’, die kovarianten Ableitungen 
der Funktionen z*= /, (mit f, .,= f,. v= 1...) in bezug auf A* und (J,), 
den affinen Zusammenhang der Metrik A bedeuten. Bei einer Hermiteschen 
Metrik ds*= Lh,7dz,dz,, (wobei h,;,= h,,, .,,), ergibt sich daraus als Minimal- 
flichengleichung fiir die analytische Flache F: {(z,... 2) | Z,= Wy: Zs 
J, (wy... W,). ley! <dy,g=1...8 A= 1...” —s}CU* die Beziehung: 
n 
SS f** re. - Man hee)=%, rel...38 
va, m4 
oder ausgerechnet : 
” 
So —2 Wade — Mie - an 2% 2) = 9, 
ee a 
, ee 

wenn (/\._,,), Komponenten des affinen Zusammenhangs der Metrik .1* 
bedeuten. Wie man leicht errechnet*®*.) ist eine Hermitesche Metrik ds? 
> Lh, dz,dz,, in M"* dann und nur dann Kahlersch, wenn mit Ausnahme von 
(yin und (Po a Ye * = 1... n, alle Komponenten ihres affinen Zu- 
sammenhangs verschwinden. Ist .1 nun in 3%" Kahlersch, so ist auch A* eine 
Kahlersche Metrik. Daraus folgt, da8 dann fiir eine analytische Menge in 
jedem gewohnlichen Punkt die Minimalflachengleichung erfillt ist. Analy- 
tische Mengen mit solcher Eigenschaft seien .Vinimalfldchengebilde genannt 
Ist andererseits in einem Gebiet © des C” jede rein 1-dimensionale analyti- 
sche Menge V <G@ in bezug auf eine in G definierte Hermitesche Metrik 








38) Vgl. E1sennart, Riemannian Geometry, Princeton 1949, hier besonders pp. 176 

178. 

%) Vgl. auch H. Guccennemer: Uber komplex-analytische Mannigfaltigkeiten mit 
Kahlerscher Metrik. Com. Math. Helvet. 25, 257—297 (1951). 
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A:ds* = Yh,7dz,dz,, Minimalflachengebilde. so muB fiir jede eindimensionale 
Ebene z, = a,t + b,.x = 1... (t komplex). durch einen Punkt von G 


Sg? (Ty — eda t,4,= 9 frtr=-1...2n 


sein. Da g'*+0 und die a, beliebig gewahlt werden kénnen, folgt (/°7 dy 


rvsre 


= 0. Man errechnet ferner. daB die Komponenten JF“ und [fy 9, ye: YM 
x=1...n,t=1...2n.bei jeder Hermiteschen Metrik verschwinden. Somit 


sind nur die J*,, und die J’ * *,, . , von null verschieden, d. h. A ist Kahlersch. 

Es gilt also der 

Satz 14. In jeder Kdhlermannigfaltigkeit sind die analytischen Mengen 
Minimal fliichengebilde. Sind in einem Gebiet © des C" mit Hermitescher Metrik .\ 
alle eindimensionalen analytischen Mengen Minimalflichengebilde. so ist A 
eine Kahlersche Metrik. 

Dieser Satz gibt den tieferen Grund fiir die Giiltigkeit von Satz 12. In 


einem Gebiet © des Raumes von x komplexen Verinderlichen z,. . .z, gilt 
auf einer eindimensionalen analytischen Flache F: {z,= f,(w),.k=1...n} 


fiir das Flachenelement do in bezug auf eine in G gegebene Kihlersche Metrik 
ds*= Xh,;, dz, dz,,: 


‘vu 


- Sb aden D. 


ila a 
domilhiian ae 


Also ist (2 = I, dem Inhalt von F. K6énnte sich nun eine analytische Flache F 
so an den Rand von © anschmiegen, daB sie mit rd G ein Kontinuum gemein- 
sam hat und ihr Inhalt daher unendlich wird, so kann J auf allen in hin- 
reichender Nahe von F in © gelegenen analytischen Flachen nicht stationar 
sein. 


§ 6. Hartogssche Kérper mit vollstindiger Kihlerscher Metrik 


Unter einem Hartogsschen Kérper im Raume von x komplexen Verander- 
lichen z,...z, sei ein Gebiet H" CC” verstanden. das als Automorphismen 
die Drehungen 1(#) : z;>2z,e. z2>2,...Z,-—> Z, zulaBt. Zunichst seien Har- 
togssche Kérper H? CC? betrachtet, die durch eine Ungleichung R, (z.2,) - 
< |z,| < R,(z2, z2), 226 G. gegeben werden kénnen. Dabei seien © ein Gebiet 
der z,-Ebene, R,, R, in G zweimal stetig differenzierbare, reellwertige Funk- 
tionen, und iiberall in © gelte 0 < R,< R,. In H? sei eine positive definite 
Kahlersche Metrik A : ds? = x 9,742z,dz, definiert. Ist unter A eine Rand- 

vyu=l 
punktmenge {2}! (vgl. Hilfssatz 3) von H? unendlich fern, so gilt nach 
Hilfssatz 3 Gleiches in bezug auf die aus A gebildete Kahlersche Metrik A: ds? 
= 2 9,,dz,dz,. H* werde durch die (nicht eindeutige, aber eindeutig umkehr- 
bare) Transformation L: w,= Inz,, w.= z, auf die Halbtube T: {(w,.w,) | In Ry< 
<u < InR,, w,¢ ©}, w,= u + iv, abgebildet. Es sei Ap: ds*= XL h,zdw, d&,, 
die durch L nach £ iibertragene Metrik A. Da alle Abbildungen 1(#) in bezug 


° 
auf A isometrisch sind, sind die Automorphismen o(#) : w,>w,+ i9, w+ wy, 


isometrische Abbildungen von £. Das bedeutet aber. daB die h,; nicht vom 


vi 


- 


ar 
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Imaginarteil v von w, abhiingen. Ist {2}! eine unendlichferne Randpunkt- 
menge, so sind offenbar unter Ap alle Randpunkte {w(};=L({2}!), w( 
= L(&®) unendlichfern. Wie man unmittelbar sieht, ist {w(}, eine Punkt- 
menge, die in der Form {(w,,w,) | u = w°, w= w}, wl = (w®, w®), gegeben 
werden kann. Wir zeigen: 

(1) Ap besitzt in ein globales Potential U (u; w.,W,). 

Beweis. Aus den Kihlerschen Bedingungen fir A, ergibt sich unmittelbar, 
daB die alternierende Differentialform gy = 2h, ,du+h,,dw,+h, dw, ge- 


(w,, Ws) 
schlossen ist (in Zeichen dy=0). U*= { p+C mit w¢¢ stellt deshalb 
w') 
eine Funktion in dar. U* hiingt nicht von v ab und ist reell, wenn wir fiir C 


eine reelle Zahl gewahlt haben. Ist dann 0 (w; w,,,) eine reelle Funktion in T 
mit = = 2U*, so gilt: 


#70 1 a a 7; BA #0 1 at” k 
0w,00, 4° “wT? Q@w,d0,° 2 2%, “12’ Qw,dw, 2 dw, ~ 2! 
und ferner 

ev ‘ +. Bhs _-, a -~, #0 
(oye —*s) - 2 dw, dw, )-0 ( mit v= Fa © 4 
ie eo ‘ ig? er ae 
Somit ist /*= u,5, ~ has eine reine Funktion in w, und ®@,. Es gibt nun 


eine reellwertige Funktion f in G, fiir die dort ma oe 


noch U = U — f, so ist offenbar U ein in (1) gefordertes Potential von A>. 
(2) Hine reellwertige, stetige Funktion R(w,,@,) > 0 sei in G so gewahlt, 
daB dort InR,< R < InR, gilt. Liegt dann ein Gebiet G (mit glattem Rande) 
relativ kompakt in ©, so kann man C > 0 so bestimmen, daB - = U'> 0 ist 
in$: {(w,, w,) | InR(w,,%,) < u < InR,(w,,%,), w,€ G}. 
(in R (uO), iO”), w(0?) 
Beweis. Es ist U’(u(; w, w) = 2 f pt+4 fh, du + C, 
S wo) & 
wenn & die Strecke {(u, w,) | nR(w®, OO) <u< uw, w, = w\} bezeichnet. Der 
erste Term t der vorstehenden Gleichung ist auf {(u,w,) | u = In R(w,, ®,), wy! G} 
beschrankt. Es ist also dort t + C > 0, wenn C > 0 hinreichend groB gewihlt 
ist. Da ferner A, positiv definit ist, und damit h~>0 gilt, folgt, daB fiir ein 
solches C die Ungleichung U’ > 0 in & gilt. 
Durch eine zweimal stetig differenzierbare, reellwertige Funktion r(w,,@,) 
Pe wird A, eine (nicht notwendig positiv definite) Kahlersche Metrik ro A: 
-Zh,,dw, d®, in der Halbtube ro: {(w,, we) | InR—r<u- - InR,—r, 
W, co} zugeordnet, wenn man fordert, daB die Funktion 0 (W; Wy, W,) = U(u 4 
+ 1; W,,0,) Potential von ro A sein soll. Da U sicher zweimal stetig differen- 


= f* ist. Setzen wir 


zierbar ist, folgt, daB alle hy stetige Funktionen sind. Wie eine kurze Rechnung 
Math. Ann. 131 5 
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zeigt, gilt: 


A 


hi= J hyy(u + FT) We, We) Var Van 5 HU’; 


4 2 Or \ 0 0 \ 
(Y xa) = | a und (%yz) - (0 ar 
0 1 ‘ 


Ow, OW, 


wobei 


ist. Setzen wir noch h¥;=Lhjx yy VY... 80 ist offenbar die Metrik A* : ds? 
= Lh},dw,dw, positiv definit. ro A, hat folgende Eigenschaften: 
1. roAp ist in ro sicher dann positiv definit, wenn 5s >0 in G ist. 
2 2 ~ 
. Ist eine Randpunktmenge {u\},: {(w,, wa) | U = Up, W,= w)} von F un- 
Pa la in bezug auf Ap, so ist {1}, = {(w,, wy) | w= Ug— 7, W,= w2} C 
, 2 
Crdrc = unter der MaBbestimmung ro Ap unendlichfern, wenn om - =>0 in 
~ 2 2 
© ist. 


Beweis. Da A* positiv definit ist, folgt 1. unmittelbar, wenn man beob- 
achtet, daB U’ in & positiv ist. Zum Beweise von 2. ordne man jeder stetig 
differenzierbaren Kurve & : {(#,(t), ®,(t)) |O<#<}crc " wed stetig differen- 


| ér dw, ér 

zierbare Kurve 2: | (wr, , Wy) | w, = W(t) + r(@,(t), ib, (t)) + ta ai 3% 
de, | . . 

as ) dt, w.= w(t) zu. & liegt in ¢, da der siscindilaile in der Defi- 
a ape 5. .,. dw, dw . dr dw, dw, dw, 
nition von & rein penne ist. Es gilt: nan" atta aa a 


und daher: ste = ¥ Yeu > . & hat also in bezug auf A* die gleiche Linge 


2 
wie & in ethan auf ph und, falls 5 = as = 0, in bezug auf r oA, héchstens eine 


gréBere Linge als Q. Enthielte nun {#}, einen endlichfernen Punkt @, 
so kénnte man eine Punktfolge #”) ¢ rot, vy = 2,3..., finden, die gegen 


konvergiert, derart, daB man alle #) mit einem inneren Punkt 0¢r 0 durch 


stetig differenzierbare Kurven g {iw (t), wy (t)} Cro€ verbinden kann, deren 


Langen in bezug aufro Ap beschrinkt sind. Da man ferner dabei, weil die Rander 
(v) 


m * d , 
von © und & glatt sind, voraussetzen darf, daB a eine von y,¢ unab- 


hangige Schranke besitzt, ist der Integralausdruck 1 in der Definition der zu 
den g, konstruierten Kurven 2, (unabhangig von v) beschriinkt. Die 2, enden 
daher in Punkten w¢&, die sich gegen mindestens einen Randpunkt w) ¢ 
€ {wi}, haiufen. Die Langen der &, sind beschrinkt. w ist also im Gegensatz 
zu unserer Voraussetzung endlichfern. Damit ist auch 2. bewiesen. 

Satz 15. Ist z,(s)CG, 0< 8 <1, ein echter Weg und ist die Randpunkt- 
menge D : {(z,, 22) | \z,| = R,[z2(8), 22(8)], a= Z2(8), OS 8 S 1} von H? unter A 
In R,(2n2s) _ 9 


unendlichfern, so gilt fiir alle z, © {z_(s)} die Ungleichung (— 1)” - 92,02 = 
2 2 
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Beweis. Es sei » = 2. Wir setzen z(s) = (R,[z2(8), Z2(8)|. z,(s)). Nach De- 
finition (vgl. Hilfssatz 3) ist D= U {z(s)}!. Es folgt, daB unter Ap die Rand- 
Osesl 
punktmenge U {w(s)}, = {(w,, w,), uw = In Ry[z2(8), Z,(8)], wy = z,(8), Os 
= 8 = 1} von f unendlich fern ist. Wir nehmen nun an, Satz 15 wire falsch. 
Es gibt dann einen Punkt 29 € {z,(s)} und einen Kreis K : {z, | |z, - 28] < e} CG. 
InR > oe 5 il ; 
in dem oe ae 0 gilt. Es sei q eine beliebig oft stetig differenzierbare, reell- 
“2 2 
wertige Funktion in A, die in K*: | 29 \2g—z9| S ; identisch 1 und in K — K* 
kleiner als 1 ist. Setzen wir r(z,,2Z,) = q+ In R,(z,, Z,), so gilt in einer offenen 
Umgebung G CK von K* noch a > 0. In K* ist r =In R,, in K — K*: 7 < 
2 2 
In R,. Es werde in © die Funktion R so gewahlt, daB dort In R,< In R < In R, 
gilt. Gehen wir nun von der Halbtube zu ro T: {(w,,w,)|InR—r <u- 
< InR,--r, w, ¢ G} iiber, so sind in bezug aufr 0 A;die Randpunkte U  {w(s)}, 
24(8)€G 
unendlichfern. ro Ap ist eine positiv definite Kahlersche Metrik. Sind 6» 0, 
d > ‘ hinreichend klein gewahlt, so liegt die Schar F(t) = {(w,,w,) | w, = d(t—1), 
w,= w | 2, |w| s d} fir OS t= 1 in roF und geniigt den iibrigen Voraus- 
setzungen des Satzes 12. Da ferner F(1) mit dem Rande von ro & den echten 
unendlichfernen Weg {(w,, w,) | w,= 0, w= z,(8), w.¢ K*} gemeinsam hat, 
hat man zu der Aussage dieses Satzes einen Widerspruch. Damit ist Satz 15 
fiir den Fall, daB D auf dem Rande |z,| = R, liegt, bewiesen. Der Beweis 
fiir den Fall Dc {u = R,} ergibt sich unmittelbar, wenn man auf $? die Trans- 
formation z,—> : , 22> 2, anwendet. 
"- 
Wir wenden nun Satz 15 auf Hartogssche Koérper mit vollstindiger Kiahler- 
scher Metrik an. 
Satz 16. Ex hezeichne © ein Gebiet des C"-' und R eine zweimal stetiy 
differenzierbare reellwertige Funktion in G. Ist dann H": {(z...%)|'% 
R (Zs... Ze Za... Zq)s (Ze. - %q) — G} ein Hartogsscher Kérper, in dem eine 
vollstindige Kéhlersche Metrik 1 definiert ist. so ist —\n R iiberall in © pluri- 
subharmonisch. 


: : , “ _ ink . 
Beweis: Nach Satz 4 ist zu zeigen, dab die Form ¢ - 5: ag 22, 42, 
os “ 
in jedem Punkt z= (2) . . . 22) € G positiv semidefinit ist. Es sei £ : {z,= 2? 
a,w, v= 2...n} eine beliebige analytische Ebene durch z°. Die Beschriin- 


kung von A auf den Hartogsschen Kérper $?*: {(z,, w) | |z,| < R(z? + a, w, 
z° + a,w), (2° + a,w) < B-\G} ist dann eine vollstandige Kahlersche Metrik 
in $?, unter der insbesondere alle Randpunkte |z,| = R von $* unendlichfern 


sind. Aus Satz 15 folgt deshalb unmittelbar, daB in z®: aa Pp x es 
«,@,,> 0 gilt. Das bedeutet aber, daB q positiv semidefinit ist, q.e.d. 

Fiir n = 2 ist " genau dann ein Holomorphiegebiet, wenn —InR in © 
plurisubharmonisch ist*®). Deshalb gilt unter gleichen Voraussetzungen wie 
in Satz 16: 

*°) Vgl. etwa H. Bennxke und P. THULLEN loc. cit.'), Satz 16 und p. 55. 


5* 
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Satz 17. Hin Hartogsscher Kérper %*: {(2, 22) | \%| < R (zy. 2g), Ze G} mil 
vollstiindiger Ktihlerscher Metrik ist Holomorphiegebiet. 


§ 7. Vollstindige Kihlersche Metrik in Gebieten iiber dem Cc” 

Es sei © ein beliebiges, unverzweigtes Gebiet (= Mannigfaltigkeit) iiber 
dem komplexen Zahlenraum; es werde mit ® die Abbildung von G auf seine 
Grundpunkte bezeichnet. Unter einem Randpunkt + von © (in Zeichen 
r ¢rd©®) verstehen wir ein Filter {/,, i « 1} (J eine Indexmenge) von offenen 
Teilmengen aus © mit folgenden Eigenschaften: 

1. {M,} konvergiert gegen keinen Punkt aus ©. 

2. Das Filter {@(M,)} konvergiert gegen einen Punkt z ¢ C". 

3. {M ;} enthalt vom ®-Urbild jeder Umgebung von z genau eine zusammen- 
hangende Komponente und keine weiteren Mengen. 

Man erhalt eine Fortsetzung von ® zu ®* in die Randpunkte + von G, 
wenn man @*(r) = z setzt. Wir fiihren nun zu den so definierten Rand- 
punkten einen Umgebungsbegriff ein. Eine Umgebung eines Randpunktes 
r =~ {M,} ist die Vereinigung einer Menge M « {M,} und der Randpunkte 
r, = {MY} von G, bei denen wenigstens ein MY in M enthalten ist. Offenbar 
wird durch diese Definition G© + rd@ = © zu einem Hausdorffschen Raum 
gemacht. ®* bildet G stetig in den C” ab. 

Wir sagen, © besitzt einen k-mal stetig differenzierbaren (reell-analytischen) 
Rand, wenn es zu jedem r ¢ rd © eine Umgebung& gibt, die durch ®* umkehr- 
bar eindeutig in eine Umgebung U(@ (r)) ¢ C" abgebildet wird, und ferner in U 
eine k-mal stetig differenzierbare (reell-analytische). reellwertige Funktion ¢, 
d » + 0, so gegeben werden kann, daB @(3 -G) = {z « U| w(z) < O} ist. 

Im folgenden wird zur Charakterisierung der Pseudokonvexitit die Be- 
dingung von Levi-Krzoska verwendet. Eine 2mal stetig differenzierbare, 
reellwertige Funktion ¢, dq +0, in einem Gebiet 11~ C* heiBt eine LA- 


: , , a , ,@ 
Funktion (im strengen Sinne). wenn fiir alle z = 2l und «, mit 2 5 a, = 0, 
: u ~ p= - - 
(4)... 4,) = (O...0). die Form L(q) pS az, a3, a,20 (bzw. > 0) ist. 


Wir nennen nun © pseudokonvex, wenn der Rand von © zweimal stetig 
differenzierbar ist und zu jedem + < rd © bei geeigneter Vorgabe der Um- 
gebungen U und U die Funktion g als LA-Funktion gewahlt werden kann. 
Bezeichnet dg(x) den euklidischen Abstand eines Punktes x < G@ von rdG, 
so gilt folgender Satz: 

Satz 18. Ist © pseudokonvex, so ist —In dg eine in © plurisubharmonische 
Funktion. 

Aus Darstellungsgriinden ist es zweckmaBig, dem Beweise von Satz 18 
drei Hilfssaitze vorauszuschicken : 

Hilfssatz 8. Es sei © ein beliebiges Gebiet iiber dem C". Gibt es dann zu 
jedem Randpunkt r von © eine Umgebung B derart, dap —\ndg in B— rd © 
plurisubharmonisch ist, so ist —Indg, in ganz © plurisubharmonisch. 

Beweis. Angenommen, —Indg, ware in © nicht iiberall plurisubharmonisch. 
Es gibt dann ein |I-dimensionales analytisches Flachenstiick Fy: {g(t) «© 
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t= GCC, Gg(t) = ((f,{t)))} in G, so daB die Beschrankung von —In dg auf F, 
nicht subharmonisch ist. Man kann daher in einer Umgebung eines Kreises 
K : {z||z—2| sd} c © eine harmonische Funktion h,(z,Z) so bestimmen, daB 
folgendes gilt: 

1. hy (z, Z) > q(t,t) = poy, (—In dg) © g(t) in K. 

2. hy (z, Z) > q(t,t) auf rd K. 

3. hy(z, Z) = q(t, ¢) in einer gewissen Punktmenge P von K. 

Ferner gibt es eine in K harmonische Funktion h,(z,z), derart, daB f*= h, + 
+ th, dort holomorph ist. Setzen wir f = e~”, so wird |f| < dg og (t) in K, 
}\<dgoOg(t) auf rd K und |f| = dg og(t) in P. Es sei p,¢ P. Der Punkt 
Jo= 9(Po) hat von rd@ einen endlichen Abstand d, (falls wir den trivialen 
Fall G = C" von unserer Betrachtung ausschlieBen). Der Rand der Hyper- 
kugel H mit dem Radius d, um g, liegt deshalb nicht mehr ganz in ©, wohl 
aber noch das Innere von H. Man kann daraus leicht zeigen, daB H + rd H 
kompakt in G enthalten ist. B= rd H -\rdG ist also nicht leer. Es sei nun 
ein Punkt r,¢ B gewahlt; ferner n-tupel a,, b,, y= 1...n, so daB fiir die 
Ebene E(t) = {(z,...2,)|2,=4@,+6,t, v= 1...n} £(0O) = O(g,) und P(r.) 

E(1) ist. In © gibt es genau eine Schar analytischer Flaichen F(t; r): 
ig 6 @ |g = g(t,t), Dog(t,t) = ((t (t) + 6,7 tipo) teK,0st< i} , bei der 
F(t; 0) in F, enthalten ist. Offenbar wird dg in den Punkten F (py, r) fiir 
t->1 beliebig klein. Die Menge {g|g = g(t, r), \t} = d, 0 < rt < 1} liegt relativ 
kompakt in G. Es gibt daher ein 0 < t,< 1, so daB fir tS 1<1 die Be- 
schrinkung q,(t) von —In dg auf F(t; rt) ihr Maximum im Innern von F (¢; r) 
in einem Punkt g(t) annimmt. Wir kénnen ferner g(r) so wahlen, daB q, (t) 
in der Nahe von g(r) nicht konstant ist. g,(t) kann dann in keiner Umgebung 
von g(t) subharmonisch sein. Es folgt nun, daB8 —In dg in g(r) sicher nicht 
plurisubharmonisch ist. Andererseits kann man leicht zeigen, daB sich die 
Punkte g(t) gegen einen Randpunkt r¢rd@ hiaufen. Dieser besitzt also 
keine Umgebung %, derart, daB in G3 — rd G unsere Funktion —In dg pluri- 
subharmonisch ist. Das widerspricht den Voraussetzungen des Hilfssatzes. 

Hilfssatz 9. Es gibt zu jeder Umgebung U(r), r € rd G, eine kleinere Umgebung 
Vir) c U(r), so daB in Br\ G —In dg = —In dy ist. 

Beweis. Es bezeichne dist (A, B) die (euklidische) Entfernung zweier 
Mengen A und B. Wihlen wir dann U(r) so, daB fiir die Punkte g ¢ B gilt: 
dist (g¢,O rd G) < dist (g, G — U), so hat B die verlangte Eigenschaft. 

Hilfssatz 10. Ist eine LK-Funktion in einer Umgebung U eines Punktes 
2 € On, so gibt es einen Polyzylinder 8c U um Xx, so daB fiir 0 <t <1 die 
Funktion V = p +t & \z,— 2 |? in 8 eine LK-Funktion im strengen Sinne ist. 

Beweis. Esist Y;% = 9,5 + 7 und Y,= g; + t(%,— 2) { mit Vit= ae 
Y.t= a vi= oF v= 4) . Wir diirfen ohne Einschriinkung der 
Allgemeinheit AEM dad. 97, + 0 gilt. Es sei © Y,a,= 0. Setzen wir 


= _ 30) 
h,=a,+ ct;b,=a,,»=2...n, unde 2625 ) 80 ist 2 ¢, 6, = 0. Es gilt 


1 


5a 
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~¢,. 76,6, 290, also Y gp, 74,4,+ tey + tty + ectt g,,20, wenn y= q, 7%, 


gesetzt wird. Daher ist: LY W,74,4,2t|2a,a,—cy—tp—ctty,, 


Of‘enbar brauchen wir den Hilfssatz nur fiir Einheitsvektoren a, zu beweisen. 
Fiir solche gilt: YY, ; 4,4, >t [1—2 max le| -|y| — max cé |g, all Da max ic! 
3 4,3 


bd 


mit § beliebig klein wird, kann man § so bestimmen, da der Ausdruck in der 
letzten eckigen Klammer immer groBer als : ist. Y ist dann fiir jedes 0 < ¢ - 


1 eine LK-Funktion im strengen Sinne. 

Nun zum eigentlichen Beweis von Satz 18! Angenommen, —Indg ist in © 
nicht iiberall plurisubharmonisch. Es sei r ein Randpunkt von G im Sinne 
von Hilfssatz 8. Da rd G zweimal stetig differenzierbar ist, gibt es eine Um- 
gebung %(r), die durch @ eineindeutig in eine Umgebung U (2), 2%= Dir), 
abgebildet wird. Es sei 3 der Bereich der Punkte {z|z € U, g(z) < 0}. Nach 
Hilfssatz 9 stimmt —Ind,y in hinreichender Nahe von + mit —Indg iiberein 
und ist deshalb in keiner Umgebung von r plurisubharmonisch. Da d,0@~! 
= dx ist, gilt das Gleiche fiir —Indz in bezug auf alle Umgebungen von 2. 
Sei nun § ein Polyzylinder um 2 im Sinne von Hilfssatz 10. Aus Hilfssatz 9 
folgt wieder, daB —Indy, in B)»=BO8 = {z|z <8, lz) < 0} nicht pluri- 


subharmonisch sein kann. Andererseits sind nash anem bekannten Satz?!) 


alle Funktionen — Indy in B,= {z | z € 8, g (2) +t x le — 22 < O}, 0- 


<= 1, plurisubharmonisch. Es gilt = B,= By, —In de, <—Indg,, farts?’ 
und lim — Indy = —Indy. —Ind,y, ist also Grenzwert einer absteigenden 
t—-0 


Folge plurisubharmonischer Funktionen und deshalb wieder plurisubharmo- 
nisch*?). Widerspruch! Damit ist Satz 18 bewiesen. 

Wir untersuchen nun Gebiete mit vollstaindiger Kahlerscher Metrik. Es 
zilt folgender Satz: 

Satz 19. Es sei © ein (unverzweigtes) Gebiet iiber dem C"; der Rand von © 
sei reell-analytisch. Ist dann ferner in © eine vollstindige Kdhlersche Metrik .\ 
definiert, so ist © pseudokonvex. 

Aus Satz 18 ergibt sich, daB unter den Voraussetzungen von Satz 19 

-Indg, in © plurisubharmonisch ist. Wir ziehen jetzt einen grundlegenden 
Satz von K. Oxa heran: 

Satz. Hin verzweigtes Gebiet © iiber dem C", in dem —I\ndg eine pluri- 
subharmonische Funktion ist, ist ein holomorphkonvexes Holomorphiegebiet*). 

Es folgt nun unmittelbar : 

Satz C. Jedes (unverzweigte) Gebiet iiber dem ©" mit reell-analytischem 
Rand und vollstindiger Kéhlerscher Metrik ist ein holomorphkonvexes Holo- 
morphiegebiet. 


1) Vgl. S. Hrrorumatu: On some conjectures concerning pseudoconvex domaines. 
J. Math. Soc. Japan 6, 177—195 (1954); hier besonders p. 187. 
#2) Vgl. S. Hrromarv, loc. cit.*), p. 179, Propos. 2. 
48) Vg]. K. Oxa, loc. cit.?*). 
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Die folgenden Seiten werden nur noch verwendet, um Satz 19 zu beweisen. 
Es sei r ein beliebiger Randpunkt von G. Da rd G als reell-analytisch voraus- 
gesetzt ist, gibt es eine Umgebung 3(r), die durch ® eineindeutig in eine Um- 
gebung U (2), A = P(r), abgebildet wird. In U gilt d m + 0, wenn @ wie auf p. 68 
gewahlt ist. Durch eine geeignete affin-lineare Koordinatentransformation kann 


, C) C) : . : 
man erreichen, daB = 5 +0, 9,= “ =0,v=2...n,inz™ gilt. Da ferner die 
1 


Klasse der LK-Funktionen gegeniiber holomorphen Transformationen invariant 
ist, diirfen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB in 2” 


: F o* . : 
dieser Fall vorliegt und sogar, daB dort oa > 0 ist, wenn wir *p(u, v: z,, 


Zgi.. «1 2y_ Zp) = plu + iv, U—t0; 2, 2g; . . «5 Zp, Z,) Setzen. Wir kénnen ebenso 
2%= (0,....0) = 0 voraussetzen. Durch eine quadratische Transformation 


z,>2,~+ 24, 2,2, in einer Umgebung U(0) Cc U kann man weiter erreichen"), 


‘ a . — . . 
daB in 0 auch noch 5.- =0,¥,u=1...n, gilt. Es gibt nun ein Gebiet 
rl 


D: {(z,. . . Z)| |u] < d, |v] < d, |z,)<d,,»=2...n)} “2 um 2 = 0, in dem 
die Gleichung *g = 0 nach wu auflésbar ist: Man kann in 9’: {(r, z,. . 
v| < d, |z,| < d,} eine reell-analytische Funktion h(v; z,, Z,, . . . 2. Z,), |h| < d. 
finden, derart, dab B*= DAB = {(q. . . z) CD) u< hw; zy, Zy. . . Zp» Zp)} ist 
(B = {(z,. ..Z,) € U)| plz. ..z,) < O}). Es gilt h(0; 0, 0, ..., 0,0) = 0, —— = 0, 
ah : , . , 
337 = 0. 4 2...n, in 0. In B* ist A*= Ao@~! eine Kahlersche 
wy “u 
Metrik, unter der die Randpunkte u = h von B* unendlichfern sind. Es ist 
U*= P-!(D) eine Umgebung von r. B*—rdG wird durch @ eineindeutig 
in®D auf B* abgebildet. Wir nennen nun eine reellwertige Funktion Y, ¥(0) = 0, 
eine LK-Funktion in 0, wenn V in einer Umgebung W (0) zweimal stetig diffe- 
2 
renzierbar ist, dort d'¥ +0 gilt und in 0 die Ungleichung X maa 
Zp O2Zy 
oy 


fiir alle a,, Y 7, %= 0 erfillt ist. Ist WY, eine weitere zweimal stetig differen- 
“~v 





4,4, = 0 


zierbare reellwertige Funktion mit d ¥,+ 0 in W und stimmen dort die Mengen 
Y=0 und ¥Y,= 0 und die Seiten ¥ < 0, Y,< 0 iiberein, so ist auch ¥, 
eine LK-Funktion in 0, wie man leicht durch Rechnung zeigen kann"). Ob 
WY in 0 LK-Funktion ist oder nicht, hiingt also nur von der Fliche VY = 0 ab. 
K6nnen wir zeigen, daB u — h eine LK-Funktion in 0 ist, so ist deshalb u — h 
auch sicher eine LK-Funktion in jedem Punkte u = h aus 9; denn dar ¢ rd © 
beliebig gewahlt ist, ist kein Punkt von u = h ausgezeichnet. u— h ist auch 
eine LK-Funktion in ganz 9, was man gleich einsieht, wenn man beachtet, 
daB h nicht von u abhingt. Satz 19 folgt also unmittelbar aus folgendem: 

Hilfssatz 11. Hs sei u = h(v; zy, 2... Zp_, Zp) eine in D’ reell-analytische, 
reellwertige Funktion mit folgenden Eigenschaften : 

1. |hi <din®’. 

dh ah 


© Diag Matta ants a : ani : 
2.h=0, az, 0, o2,02, 0, v= 2...n, m0. 


**) Vgl. H. Bennke und P. THULLEN, loc. cit.'), p. 54. 
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Ist dann in B* = {(z. . . Z,) €D| u < h} eine Kéhlersche Metrik A* definiert. 
unter der die Randpunkte u = h von B* unendlich fern sind, so ist u —h eine 
LK-Funktion in 0. 

u—h werde als Funktion von z,...z, betrachtet. Gilt in0: “*) a,=0, 
(a... . .@,) + (0, . . .,0), so sind die Vektoren e,= (1, 0, . . ., 0), e¢2= (0, ag,...,4,) 

sicher linear unabhingig. E sei die durch ¢, und ¢, 








% in 0 aufgespannte zweidimensionale komplexe Ebene. 
did Jeder Punkt von £ ist eine Linearkombination 2,¢, + 2,¢, 
, ee c. VON ¢}, @y. 2,22 kénnen als komplexe ee auf 
' E aufgefaBt werden. Offenbar ist 9 - VE ein 
Gebiet, das durch eine Formel {G3 “4 | jul<d 
' 
lol < d, [2 < d}, 2, = -u + iv gegeben werden kann. Be- 
zeichnet h die Beachrinkung von h auf E und das 
Gebiet {(z,, 22) € E\u<h}=B*nE, so ist die Be- 
L 4 : schrankung . { von A* auf B eine Kahlersche Metrik 
oO 7 
ie in %, unter der die Randpunkte u = = h unendlich fern 
7 sind. Gilt nun Hilfssatz 11 fiir » = 2, so ist in 
; ax( a— hi) . (a — hy) 
eB: y= Z- b 0, fiir (6,, 6.) = 1), da 3 > t 
(0,0)«¢ EB: y 23, a3, yb, = ur ( 2) = (@,, 1), da 2 a3, b, 
, d(u —h) b . a@(u—h) _ » 3 
= 2 - ts a 0 gilt. y ist aber gleich 2- a2, 03, ru Hilfssatz 11 gilt 
also sicher, wenn er fiir x = 2 richtig ist. 
Beweis des Hilfssatzes fiir n = 2. Da nach Voraussetzung = oe 2 0 in 
“2 
0 gilt, geniigt ein Vektor (a,, a.) genau dann dort der Gleichung Y <— ) a,=0, 
wenn 4@,=0 ist. Nehmen wir nun an, w—A wire keine LX-Funktion 
2h 
in 0, so ist deshalb me 7g, > 0 fiir v=0,2,=0. Daraus folgt. wenn 
2°~*2 
ah ah . 
man beachtet, dab = -5=4--=0 vorausgesetzt wurde, daB in 0: 


O22 OZ, 02, 02, 
ah ah(0, o e*®, 0 e-**) 
(se) ~ Df 007 
einen punktierten Kreis K = {z, | 0 < |z,| < 6}¢9’ der z,-Ebene, in dem 
<4 dh(0, 0 e#®, e- *%) 
( de} Pf 00 


Insbesondere ist in den Punkten {(z,,z 2) | z;= é9- 





> 0 gilt. (o = |z,|, @ = arez,). Es gibt darum 


> 0 ist. In K gilt h > 0, auf |z,| = 6 sogar: 0 <e < h. 
Z| < 6, u = A} auf der 


> an 
' , . d(u — h)\ — , . 

Ebene z,= e, die Ableitung 30 ) +0. Das Gleiche gilt auch noch in 

< o 

einer vollen (komplex) zweidimensionalen Umgebung dieser Punkte. u — h = 0 
ist dort nach 9 auflésbar: In einem Gebiet Dy: {(z,, zg) | |u — eo] < &, |e] < &. 
\z_| < d}, 0 < & < eg, wird die Flaiche u = A durch eine reell-analytische Glei- 
chung 0 = 9(@; u,v) gegeben. B = B* OD, ist gleich {(z,. z,) €D_| o > 7}. 
Wurde e, hinreichend klein gewahlt, so ist (u — h) wie auch (7 — o) in keinem 
Punkt von F : }(z,, 22) © D9 | @ = 4} eine LK-Funktion. Es bezeichne nun EF 
die Fliche {(z\), 2) | w= e. |r| <e, |2{?| = 1} und E, die Fliche {(z(”. 
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2))) | uy = 9, [es] < &, [2Q?| = 1} mit e,< ¢ im Raume der Veriinderlichen 2 
= u,+ iv,, A= o,e. Fir £ gilt folgender, am SchluB der Arbeit bewiesene 

Hilfssatz 12. Ist 7,:z,=/,(0,,v,), v= 1,2, eine reell-analytische, einein- 
deutige Abbildung von E auf T,(E2) und ist ferner iiberall auf E die Determinante 


aol +0, so ist T, eindeutig zu einer umkehrbar eindeutigen, holomorphen 
bs "1 


Abbildung t,: z, = f, (2, 2) einer vollen Umgebung 9, : {(z", 2) | ju, — eg] < &;, 

\v| < &, 1 — d,< |z,| < 1 + 6,} von EB, auf eine Umgebung von T (E,) fortsetzbar. 
Oh, f) 

fo Qe aie), 0) 

Wir setzen auf E die Funktion /,(#,, v,) = iv, f2(0, v,) = (91; eq, %) ef”. 
Die Fortsetzung 1, ist dann von der Form: z,= /,= 2); zy= f.(2, 2). Q, sei 
so klein, daB 9, die Menge 1,(9,) enthilt. Bezeichnet 9, den |z‘)|, so gilt fiir 
y= 9, U11= 0, o,= 1, 8, reell: (Aa5een) +0, wie man leicht errechnet. 

1 1 
Das Gleiche gilt auch noch in einer ganzen Umgebung dieser Punkte. Hat man 
e, hinreichend klein gewahlt, so kann man darum die Fliche F,: (9 — 9) 0 t= 0 
in 9, durch eine reell-analytische Gleichung 0,= 7,(@;, 4, ¥;) geben. Es ist: 
(91; €o, %) = 1 und natiirlich »,(8,+ 2 2, u,, 0) = m (A), %, %). T% bildet 
F, in F ab und den Bereich ,: {(z\?, 29) €D,|0, > m} inB. m— Q, ist wie 
(7 — 9) 0 t, keine LK-Funktion auf F,. 

Wir konstruieren nun eine umkehrbar eindeutige holomorphe Abbildung rt, 
eines Teilgebietes Df C D,, das aus Punkten (2, 2) mit |u,— e9| < eg, |r| < &, 
besteht, auf ein Gebiet D,: {(2, 2?) | |uy— eg] < &2, |v2| < &2, 1 — dy < |2| < 

1 + db}, 0 < eg< &, 0 < 6,< 4,. T, habe folgende Eigenschaften : 
(1) 
lei ee oe a : 
1. t, kann durch Gleichungen 2°) = 2‘); 2® = gina Ss ate gegeben 


werden. 
2. Es gilt in DY: 
a) g (Uy, Uy, Oy, Oy + 2 2) = G(Uy, My, Oy, 94), 


b) |g(€q, %, 1, 9,)| = 1, P 
é 1,8 a ® 4 =F | 
oc) PAK ee ON + (ey, 84) ere (U4, 8), 


00 
d) are g(é, 0, 1, 8,) =0 
Dabei ist k(v,, 0) = Sito) 
1 
gelten. Da dort 9 = 1, |g| = 1 gilt, ist c) offenbar erfillt, wenn g = e* ist und g 
@ Req (é, %;, 1, #,) 0 Re q (€o, V3, 1, #;) 
= ou, ~ + (v9) In a: ~ = k(ry, 91) 
und Re q(eo, ¥;, 1, #,) = 0 geniigt. q muB dabei holomorph in den Variablen 
2= ut iv, w= Ing,+ id, sein. Die Py eo Differential- 
PPh 1) + k(v,, ry) oa Pete te = k(v,, 0,) 
Y 
aquivalent ist (p(v,,0,) = Im q(eg; %, 1, 0). ce”) stellt eine ae partielle 
Differentialgleichung dar, die sich mit der Nebenbedingung d): p (0, 0,) 
= areg(éy, 0, 1, #,) =O in {(v,, 9) | |v,| < &, 3, reell} eindeutig lésen 1aBt. Die 
Lésung ist wie k(v,, 9,) periodisch in 3,: p(v,, 0,) = p(v), 0+ 2n2). Setzen 


gesetzt. c) braucht nur auf 2,9] zu 





den Gleichungen c’) : 


gleichungen ergeben, daB c’) mit c’’) - 
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wir noch Re q(ép, v,, 1, 9;) = O und g(ép, v,, 1, 8,) = e*, so erhalten wir eine 
eindeutige, reell-analytische Funktion g auf £,. Die Abbildung 7,: 2 = 2”. 
2) i ist eine reell-analytische Abbildung von E, in den C?. Ist é&, = 
reichend klein gewahlt, so gilt auf ET = {(2"), 2) € B, | |v,| < &}: ee 
aye = ] ae +0, da oR =0 ist. are a®) ist 





2(}) 





dann in #, monoton; 2) = fiir jedes feste r,, |v,| < &, eine eineindeutige 


Abbildung des Einheitskreisrandes in der z,-Ebene auf sich und daher T, eine 
(2) (2) 
eineindeutige Abbildung von Ef auf sich. Ferner ist: G(21 22) 


a p(v,, O,) | G(r, 91) | ' 
cv +0 be jiinreichend kleinem ¢, auf Ef. Nach Hilfssatz 12 
1 


kénnen wir T, zu einer eineindeutigen Abbildung 1, einer Umgebung von 
EZ: {(2\), 2) € EB, |v,| < ,} fortsetzen. Sind OT und «, < & < e, geeignet 








gewahlt, so ist t, sogar eine solche Abbildung von 9Sf auf ein Gebiet 9,: 
{(2\2), 2) | wy — eg| < &s, |vg| < &2, 1 — d,< |2| < 1+ 6,}. 1, hat die ver- 
langten Eigenschaften. 

Es sei E, die Flache {(2'?), 2) | ug = eg, |v2| < €, |22| = 1} CD,. t>' bildet 
E, eineindeutig in £, ab. Da g (eg, 0, 1, #,) = 1 ist, gilt fiir die Fortsetzung auch 
9 (€9; 9, @,, 9,) = 1. In allen Punkten 2?)= e,, z= 9, e'”: ist daher (es = my oa 

a(o.— a ma Pe NEP a 
= ee = 1. Werden ¢,, 6, hinreichend klein gewiahlt, so ist diese Ab- 

1 

leitung noch in 9, von Null verschieden: In einem geeigneten D, kann also 
die Flache (y,— 9,)ot*=0 in der Form {(z%?, 2) €D, | y2= 02} gegeben 
werden. Man errechnet leicht unter Verwendung der Eigenschaften «a, b, c, d 
von g, daB fiir 7.(#2; Ug, v2) folgendes gilt: 

1. H(8.+ 2 NH; Ug, Ve) = Ho(Pz, Ug, Ve), 

2. no(P-q; 9, V2) = 1, 

3. 9 12 (P25 &o, U2) wt 

OU, 

Ferner ist 7,—0, wie (%—9,)0t;' LK-Funktion in keinem Punkt von 
Nx— 02= 9. Das Gebiet B,: {(2, 2) €D, | 02> 2} wird durch 17" einein- 
deutig holomorph in %, abgebildet. 


Aus 2. und 3. folgt, daB O(—@s) _ 9 gilt auf Z,. Da ferner 7,- 


az) ee 

. ; 2 @ r)2(P2, €or V2) 1 8? 7g( Ba, &o, U2) 
dort keine LK-Funktion ist, muB y = a2 az® “.~— 0 
sein. Ist 0 < &3< &,, so gilt fiir |v,| < ¢,,— © < 0,< + 0, sogar y(8,, v,) < 1 < 0. 


Wurde e; hinreichend klein gewahlt, so ist daher R, (u , v2) = py, 1 + r(ug— ep)? = 
= mH fiir |u,— eg] < &5, |v_| < &, — co < 0,< + oo, und es gilt fiir diesen Ar- 
gumentbereich 0 < R,< 1+ 6,. Der Rand des Hartogsschen Kérpers $)?: 
{(2{, 2) | |ws— eg] < &g, |v2| < es, Ry < |22| < R, = 1 + 5,} hat mit F,: {e,= no} 
das (reell) zweidimensionale Flachenstiick Ey: {(z\°), 2) | z= e9 ~ ivs, \2| 
= R, (eq, v2) = 1, —&3 < vz < e3} gemeinsam. Da 1,01;! Cas Gebiet ¥, 
eineindeutig holomorph in B abbildet und dabei F, auf u = h wirft, sind inB, 


¥ 


tw 
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alte Randpunkte 9,= 7, unter der Kihlerschen Metrik A = A* 0(t,1,') un- 
endlich fern. Also ist erst recht in §?, das ja in G, enthalten ist, die Flache EF, 
in R, 

az ax) 
Das ist aber, wie man errechnet, nicht der Fall. Damit haben wir einen Wider- 
spruch durch unsere Annahme gewonnen, daB u — h nicht LK-Funktion in 0 
ist. Hilfssatz 11 ist also richtig. 

Wir holen nun noch den Beweis von Hilfssatz 12 nach. Da die Funktionen 


unendlich fern. Nach Satz 15 muB fiir 2{? = e,+ iv, gelten: > 0. 


ivy. #,) auf £ reell-analytisch sind, kann man /, um jeden Punkt p 

(v?. #9) ¢ E, in eine Potenzreihe ¥ a‘ (v, — v?)"- (6, — 0)" entwickeln. Die 
Reihe fF (2), w) = La, i-(rrma(2t) — ivi)" - (w— t?)™ konvergiert noch in einer 
(komplex) zweidimensionalen Umgebung von (iv?, id), im (z(, w)-Raum. Die 
{* (Y, w) sind dort holomorphe Funktionen. Offenbar ist /,(2{, 2) = fF (2, 
In 26) eine holomorphe Fortsetzung von f, in eine volldimensionale Umgebung 
von p. Wie man unmittelbar aus der Konstruktion entnimmt, ist /, die einzig 


i _ ; 1 af, 
mégliche holomorphe Fortsetzung. Im Punkte p gilt 3 . =j4 1g), = ; ah ; 
~ z Saal | 

Of _ 1,0) 103 — | Oh ioe , Ofwfe) _ Ofte) sos. 
az) ale it = a8, e~**: und somit a(e'), 0 - — 30,8) eM), 


21 = fis Z2= fe bildet also eine Umgebung von p eindeutig ab. 

Wir erhalten nun eine Fortsetzung /,(z\”, 2) von f, in eine volle Um- 
gebung 2 von E£,, wenn wir f, in jedem Punkt p ¢ EZ, fortsetzen. Ist U hin- 

: , : a(h, * > a" 
reichend klein gewahlt, so gilt dort ry a A + 0. Gabe es keine Umgebung 
2) +2’) 

D, von E£,, in der 1,: z,= f, eineindeutig ist, so giibe es in U zwei Folgen p‘” und 
p von Punkten p + p', die gegen einen Punkt p(” baw. pi” aus £, konver- 
gieren, derart, daB 1,(p\")) = 1,(p™) ist. Dann gilt auch 1, (p'?) = 1,(p{?’) und 
da auf E,: t, = T, eineindeutig ist, p= p\?)= pp». Das kann aber nicht sein, da 
T, wie vorhin gezeigt, eine Umgebung von p, umkehrbar abbildet. Damit ist 
Hilfssatz 12 bewiesen. 


(Eingegangen am 28, Juli 1955) 
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On the Conjecture of the Equivalence of the 
Plurisubharmonic Functions and the Hartogs Functions 
By 
H. J. BREMERMANN in Miinster (Westf.) 


1. Introduction 

The subject of this paper is to disprove a conjecture which 8S. BocHNer 
and W.T. Martin stated in their book “Several Complex Variables” ([5}, 
p. 145) and which can be formulated as follows: “Every plurisubharmonic 
function is a Hartogs function.” The Hartogs functions, which were intro- 
duced by BocHNER and Marrt!v, are real valued functions which are obtained 
from the family of functions log |f|, where / is holomorphic in a domain D 
by applying certain operations. The plurisubharmonic functions are a sub- 
class of the subharmonic functions, they were introduced by P. LeLone [15] 
and K. Oxa [20]. We show that any Hartogs function possesses a continuction ax 
a Hartogs function into the envelope of holomorphy of its domain of definition 
and that an upper bound of a Hartogs function in its domain of definition 
is also an upper bound for any continuation as a Hartogs function in the 
envelope of holomorphy. Then we give an example of a function V(z) such 
that V (z) is plurisubharmonic in a domain D, _ D,, V (z) = 0in D, and V (z) > 0 
in D,, where D, is part of the envelope of holomorphy of D,. (D,\U D, is a tube 
domain in the example.) If the conjecture were true, then V(z) would be 
a Hartogs function and we should have V(z)<0 in contradiction to the 
definition of V(z). On the other hand the conjecture is true if the domain 
of definition is a domain of holomorphy (pseudo-convex domain). For this 
a new proof is given. A consequence of the Bochner-Martin conjecture would 
have been, that every plurisubharmonic function would have possessed 
a plurisubharmonic continuation into the envelope of holomorphy of its 
domain of definition. This consequence conjecture is also disproved in this 
paper. 

The BocHNeR-MaRTIN conjecture has been of particular interest because its 
positive solution would have had as a consequence a positive solution of the 
Levi problem, which had been an outstanding problem in several complex 
variables for many years. The conjecture has been investigated previously 
by P. Letone [16] and [18], H. J. BREMERMANN [7] and recently by 
S. Hrrorumatv [13]. In [16] and [7] in particular the close connection 
of the conjecture with the Levi problem (compare BEHNKE-THULLEN [3], 
p- 54) which only recently has been solved completely for the case of 
arbitrary complex dimension by K. Oxa [21], F. Norever [19] and H. J. 
BREMERMANN [9] has been studied. In [18] p. 32 Letone has credited the 
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author for having indicated in his thesis [7] a proof of the prolongation con- 
jecture. This is a misunderstanding. 
At the end of the paper three new problems are indicated. 


2. Definitions 

Let D be a schlicht domain in the space of n complex variables. According 
to BocHNnER-Mart!n ([5], p. 143) the class F - of Hartogs functions of the domain 
D is defined as follows: It is the smallest class of real valued functions that 
includes all functions g(z,, . . ., Zn) = p(z) = log |f(z)|, where f(z) = f(z,,.. .,2,) 
is holomorphic in D, and that is closed under the following operations: 

1. If p(z), p(z)€ Fp and ¢ = 0 is a constant, then g(z) + p(z)¢ Fp and 
c p(zy€ Fp. 

2. If {@,} is a family of functions of F, which is uniformly bounded from 
above in every compact subset of D, then sup, { y,(z)} € Fp. 

3. If p,€ Fp and ¢,(z) => ¢,,,(z), then lim, _,.. y,(z) € Fp. 

4. If p(z) € Fp then lim sup, _,, p(z’) € Fp. 

5. If p(z) € Fp: for every D’ ¢ D, then p(z) ¢ Fp. 

The plurisubharmonic functions (termed ‘“‘pseudo-convex functions” in 
Oxa [20] and BREMERMANN [7 ]}) are defined as follows (Oka [20], LeLone [15]): 
A real valued function V(z) is called “‘plurisubharmonic” in a domain D if 
it satisfies the following conditions: 

a) —co S V(z) < 20, 

b) lim sup,_,, V (z’) < V (z), (V is upper semi-continuous) 

c) The restriction of V(z) in D to any “analytic plane” {z | z= 2 + 

4a} D, where a is a complex vector and 4 a complex parameter, is sub- 
harmonic. (We admit the constant — oo as a plurisubharmonic function, so does 
Oxa, while LELoNG excludes it.) 

If V(z) has continuous derivatives of second order, then a necessary and 

sufficient condition for V (z) to be plurisubharmonic is, that the Hermitian form 


S a ar-de, 08 
“v= Oz 02, . i 


be positive semi-definite in D (LEtone [15], p. 321; [18], p. 25). 

Given a function V(z), plurisubharmonic in a domain D. Any function 
V*(z) which is subharmonic in a domain D* > D which is equal to V (z) in D 
we call a “plurisubharmonic continuation of V (z) in D*”’. The plurisubhar- 
monic continuation will in general, if possible at all, not be unique. Ana- 
logously the ““Hartogs continuation” of a Hartogs function and the ‘“‘convex 
continuation” of a convex function is defined. 


3. Statement of the Conjectures 
As Bocuner-Martin observe already, every Hartogs function g(z) that 
has continuous partial derivatives of second order satisfies 
n 
xy 2 p(z) dz,, di, > 0. 


pti Oz, 02, 
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Therefore it is a plurisubharmonic function. In general. the functions log jf). 
f holomorphic, are plurisubharmonic, and the class of plurisubharmonic 
functions is closed with respect to operations |.. 3.. 4. and 5. It is not closed 
with respect to operation 2. However, if we replace the class of plurisub- 
harmonic functions by the class of “‘quasiplurisubharmonic functions’. or 
“functions of class M” in the terminology of Letona. then this class is closed 
with respect to operations 1. to 5. (LetoneG [15]. p. 334). Also, if U(z) is a 
quasiplurisubharmonic function, then V(z) = lim sup,_., U(z’) is a_pluri- 
subharmonic function. Therefore every Hartogs function is a quasipluri- 
subharmonic function and every upper semi-continuous Hartogs function 
is a plurisubharmonic function. 

Bocuner-Martin conjecture ({5], p. 147) that conversely every function 
yp (z) satisfying 

" @9(z) 4 

P | im 0%, dz,dz,20 


v= 


is a Hartogs function. That means that every twice continuously differentiable 
plurisubharmonic function would be a Hartogs function. Now every function 
V (z), plurisubharmonic in a domain D, can be approximated in every compact 
subdomain D’ ¢ D by a sequence of in D’ plurisubharmonic functions V, (z) 
that possess partial derivatives of arbitrary high order such that V,(z) > V, ,, (z) 
(LELoNG 17], p. 184; BREMERMANN [7], p. 30). If the Bochner-Martin con- 
jecture therefore would be true, then it would follow by properties 3. and 
5. of the Hartogs functions that V (z) is a Hartogs function. Therefore equi- 
valent with the conjecture of BocHNER and Martin is the following: 

Conjecture 1. The class of the upper semi-continuous Hartogs functions and 
the class of the plurisubharmonic functions coincide. 

The classes of the Hartogs functions and the plurisubharmonic functions 
depend upon their domain of definition which may or may not be a domain 
of holomorphy (that is a domain that does not have an analytic completion 
except itself. Compare BEHNKE-THULLEN [3]. p. 70). We will see that it is 
of importance if the domain of definition is a domain of holomorphy or not. 
We therefore split from the total conjecture the 

Conjecture la. The upper semi-continuous Hartogs functions and the pluvi- 
subharmonic functions coincide in domains of holomor phy. 


4. Disprove of Conjecture 1 


Theorem 1. The Hartogs functions and the plurisubharmonic functions do 
not coincide in certain domains. Thus conjecture 1 is wrong in the general case. 

For the proof several lemmas are needed. 

Lemma 1. Let q(z) be a Hartogs function in D. Then in any compact 
subdomain D'<D, q(z) has a representation gq (z) = lim,_.. ,(z). where 
Pr = Priiz yY im D' and q,(z) ts of the form 4,(z) = sup, {(log |f,(z)|) nj}. f 
holomorphic in D’. x is an index set, not necessarily countable. and the nave 
integers. The family {(log|f,)) »,} is uniformly bounded from above. 
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Trivially the lemma is true for functions log |f(z)|. Then one has to show 
that if the representation holds for q, and q,, then it holds also for y+ @o, 
and so on for the other operations 1.—5. with respect to which the class of 
the Hartogs functions is closed. We omit the details which are merely technical. 

Lemma 2. Let yp, (z) be a sequence of functions that are quasiplurisub- 
harmonic in a domain G and uniformly bounded from above. If then 
lim sup,, y, (2) S A in G, then for every subdomain G’ that is closed in G and for 
every © > © there exists a tg such that for uw > pg we have y,(z) > A+ e'). 

This lemma is not trivial. It was first proved [for yp,(z) of the form 
(log |f,,(z)[)/“] by F. Harrogs ({11], p. 15—18). In Bremermayn (([7], p. 26) 
a proof is given for plurisubharmonic functions. A quasi-plurisubharmonic 
function differs from a plurisubharmonic function on a set of Lebesgue mea- 
sure zero on which it is smaller. Therefore the mean integrals exist just as 
in the case of the plurisubharmonic functions (LELONG [13], p. 335). There- 
fore the proof given in BREMERMANN [7] applies literally also for quasi- 
plurisubharmonic functions. We note that the upper envelope of a family of 
quasi-plurisubharmonic functions that is uniformly bounded from above is 
a quasi-plurisubharmonic function (LELoNG [15], p. 334). Now we are able 
to prove the following lemma. 

Lemma 3. Let o(z) be a Hartogs function in D. Let D'c D.a) Then y(z) 
possesses at least one Hartogs continuation into the envelope of holomorphy E(D') 
of D’. by If g(z) SM in D, and if p*(z) ts an arbitrary Hartogs continuation 
of y(z) into E(D’), then g*(z) < M holds in E(D’). 


Proof. a) According to lemma 1 q¢(z) has a representation 





q (z) = lim, _, .¢, (2). v, (2) = sup, {(log |f,(z)|)/n,} and g,= @,.- 


Now we change the representation. To represent gy, we take instead of the 
family {(log |f%|)/n,} the union of all families {(log|f,|)/n,} for » > v. Let this 
union of the families be the family {(log|g\*|)/n,} where f varies in a suitable 
index set. Because we have y,= ,,, the addition of the families for » 
does not change the supremum. Hence we have gy, = sup, {(log|g#|)/ng}. 

Because we have such a representation in any closed subdomain of D, 
we can assume that our representation is valid already for a domain D” « D, 
with D’<« D”. According to lemma 1 each family {(log|g}|)/n,} is uniformly 
hounded from above in D”’. Now it is a very simple and basic lemma that 
any function that is holomorphic in a domain D’ assumes in the envelope of 
holomorphy E(D’) no values that it does not assume in D’ (compare BocHNER- 
MartIN [5], p. 64). Hence each function (log|g}|)/n, does not assume any 
values in E(D’) that it does not assume in D’. Therefore the same upper 
hound that holds for a family {(log\g%|)/n,;} in D’ also holds in E(D’). There- 
fore all the families are uniformly boundéd from above in £(D’) and therefore 
each g, has a Hartogs continuation in £(D’). Because the family representing 


> Vo 





') This Lemma holds also for general subharmonic functions and even for the more 
veneral class of “fonctions sous-médianes”. Comp. LeLone [14], theorem 9, p. 102 and 
Dexy-Letone [10a], Proprieté 5, p. 110. 
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Y,+1 is a subfamily of the one representing y,, the inequality g,,,< , hold» 
also in E(D’). Therefore lim, _, .. y, exists and is a Hartogs function according 
to property 3. of the Hartogs functions. Thus we have proved that (z) has 
a Hartogs continuation into E(D’). 

b) Let now ¢*(z) be an arbitrary Hartogs continuation of @(z) into E(D’). 
Let p*(z) be represented by g3(z) in the sense of lemma 1 in the domain 
D’  E(D’). Because we have y .;< g* in D” and because each gr is 
bounded from above in D’’, the sequence {g*} is uniformly bounded in D’’. 
Each g* is a quasiplurisubharmonic function in D’’. Further we have 
lim,_,.. p¥ < M in D”. Applying lemma 2 to the subdomain D’ of D”’ we con- 
clude: For every ¢ > 0 there exists a v, such that for vy > », we have g* (z) 
< M + ein D’. Then we have for the same reasons as above g*(z) < M ~ « 
also in E(D'). Therefore g*(z) = lim,_, .. p¥(z) < M —~ e in E(D’) for every 
e > 0, hence g*(z) < M in E(D’). q.e.d. 

Remark. The envelope of holomorphy of a schlicht domain can be non- 
schlicht (BEHNKE-THULLEN [3], p. 79). However, the non-schlicht domains 
occuring are concrete complex manifolds over the schlicht C" with no rami- 
fication points as interior points. Therefore the z,...z, coordinates of the 
schlicht C,-space are local coordinates in a neighborhood of any point of 
such a domain. Therefore we can admit domains of such type in the defi- 
nition of the Hartogs functions. Also the property to be a plurisubharmonic 
function is a local property and we can consider plurisubharmonic functions 
in complex manifolds with no difficulty at all. Therefore our considerations 
are also valid for envelopes of holomorphy that are not schlicht. For our 
counterexample to conjecture 1 however, we can limit ourselves to schlicht 
envelopes, of holomorphy. 

We now proceed to give an example of a plurisubharmonic function for 
which this lemma is not valid. 

1. Consider the following domain in the plane of two real variables .r,. .r,: 


B,= {(%, £2) | Jay] < 4A |x] < 4) — {(2), 29} | |ay| < 2 A |aQ| < 2}. 


B, is a square of side length 8 out of which a square of side length 4 has been 
removed. Further we consider the point set: 


B= {(2;, 22) |0 < 2, < 2 A |z,| < 1}. 


In B, we prescribe the function V,(zx,, x1.) = 0, and in B, we prescribe V,(2,. «,) 
= (2— 2,)°. Let B= B, WU B,. Then we define in B a function V (x) = V(x,, x.) 
as follows: 


Vea; V;, in B, and V as Vy, in B,. 


V(x) is twice continuously differentiable in B. It is 


Vv 


n 
i 4 dx,dz, t% 47, =0 in B,. 
pov=l 
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and in B,: 
. oF ee , . 
oy Dada, B81 OE ax? dx* = 6 (2 7 x) dz*. 


Therefore we have 
° al 
as 0X, 9X, 





dx,dx,>0 in B. 


Therefore V is a convex function in B, because any real valued function for 
which the quadratic differential form is positive semi-definite is a convex 
function (BONNESEN-FENCHEL [6], p. 18). 

We now consider the tube domain 


T p= {(2, 22) | (2. 72) € BA ||, [ye] < 0}, 


where B is the domain just constructed and x, the real part of z; and y; the 
imaginary part. We continue V (z) into 7’, by defining V (2, z,) =4,V (x,, x). 
V’ (z) is plurisubharmonic in T', because 


-s eV i. ‘ 
9:03, dz, dz,>0 in T',. 
tvy=1 # 
(Compare Leone [16] and BREMERMANN [8] and [10].) 
We take a domain B; ¢ B,, where B, is the domain defined above. Then 


we consider the “truncated tube domain”’: 
Sy =ar {(2, 2) | (2, 2) € B, A \y;| < M A |y.| < M}. 


Then Sy ¢ 7'p, holds. In Tz, we have V (z) = 0 by definition of V (z). If V (z) 
would be a Hartogs function, that is if the conjecture would be true, then, 
according to lemma 3, we should have V(z) < 0 in E(S'y). If now M goes to 
infinity and B; > B,, then Sy, converges towards T',. For E(S\) we have 
the inclusion: 


Sy C E(Sy) Cc E(T,). 


Therefore lim Sj; = Tp, Clim E(Sy) C E(7'z,). We will show now that lim S)y 
is in fact equal to E(7',). The theorem of BenNnke-Sretn states that the 
limit of an increasing sequence of domains of holomorphy is a domain of holo- 
morphy (BEHNKE-Sretn [1] and [2]). Hence lim #(S},) is a domain of holo- 
morphy, and it contains 7’, as we have just seen. Now E(T7',) being the 
envelope of holomorphy of 7',, is the smallest domain of holomorphy con- 
taining 7',, hence limE({S3;)>E(T7',,). It follows limE(Sy) = E(7',,). In 
every E(S\,) we have V (z) < 0, hence V(z) < 0 in E(T',). 

The envelope of holomorphy of a tube domain is well known (Stern [22]. 
Bocuner [4], Hrrorumatu [12], BremerMANN [8]). £(7',,) is the tube that 
has the convex envelope of B, as its base. The convex envelope C(B,) is the 
set {(2,, 2) | |a,| < 4A |a,| <4}. Therefore we should have V(z)<0 in 
T e.g, and because B,  C(B,) we should have in particular V (z) < 0 in Tz. 

Math. Ann. 131 6 
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This contradicts the definition of V(z). Therefore }(z) cannot be a Hartoy~ 
function. Therefore conjecture | is not true for the tube domain 7. That 
proves theorem I. 

Remark. In this proof the theorem of BEHNKE-STEIN can be avoided 
and thus the proof can be conducted in a more elementary way if we determine 
the envelope of holomorphy of a “truncated tube” directly: or if instead ot 
a tube domain we consider the Reinhardt circular domain {(w,, w,) | (log vw, . 
log |w,|) < B}, where B is the domain defined above and w,, w, are two complex 
variables. Even the notion of “envelope of holomorphy” can be avoided 
and for the particular objectives of this proof be replaced by “‘analytie com- 
pletion”. 

5. Proof of Conjecture La 

While conjecture | is wrong for arbitrary domains it holds for domain- 
of holomorphy. 

Theorem 2. Let D be a domain of holomorphy (pseudo-convex domain ). 
Then every in D plurisubharmonic function is a Hartogs function in D. 

Proof. Let V {z) be plurisubharmonic in D, let w be a complex variable 
Then we consider in the space C”~! of the » ~ 1 variables z,,...z,, w the 
Hartogs domain: 


H = {(z,w)|z< D~ \w| < exp (— V (z))}. 


In order to establish that H is a domain of holomorphy we first prove the 
following 

Lemma 4, Let G be a pseudo-convex domain and let U (t) be plurisubharmon i 
in G. Then the region 


Gy =a ft (to GAU(Z)<™M 


is a pseudo-convex region for every real M. 

Remark. Let 6,(t) be the euclidean distance of the point ¢ from the bownd- 
ary of a region G. Then the region G is “‘pseudo-convex” if and only if the 
function — logdg(t) is a plurisubharmonic function in G@ (BREMERMANN [7 
10], compare also LeLone [17}). 

Proof of the lemma. We consider the lemma to be true when G,, is empty. 
Let 6,,(t) be the euclidean distance function of G. Then we take the upper 
envelope of — log dg (t), log |t,|, . . ., log |t,,| and denote it by 4,(t). As — log dg (t) 
and log |t,|,..., log|t,| are plurisubharmonic functions and the upper enve- 
lope of a finite family of plurisubharmonic functions is plurisubharmonic, we 
obtain that 4¢(t) is plurisubharmonic in G. Ag(t) goes to infinity everywhere 
at the boundary of G. 

Then we consider W y(t) =, sup {4g¢(t)— N, U(t)— M} (N real): W y(t) 
is plurisubharmonic as upper envelope; and we define 


By=ay {t |t © Gy \ Wy(t) < 9}. 


As Ag(t) goes to infinity everywhere at the boundary of G, we have for every 
real V: By <G. And for N,< N,we have By Cc By, C Gy: and limy_,. By = G@yy. 
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Now we utilize the fact that our lemma has been proved (for arbitrary 
domains G) if G,, < G (BREMERMANN [10], p. 39). Therefore every region B y isa 
pseudoconvex region. The limit of an increasing sequence of pseudo-convex 
regions is a pseudo-convex region. Therefore G,, is a pseudo-convex region. Our 
lemma is proved. 

In order to apply lemma 4 to H (defined above) we write H in the follow- 
ing form: 


H = {(z. w) | z< DA log|w| + V(z) < 0}. 


Let f =4,(z. w) and U (t) =,, log,w| + V(z). Then U(¢) is a plurisubharmonic 
function in H. If D is a pseudo-convex domain in the z,,. . ., z,,-space, then 
D* =,, D ~ {w-plane} is a pseudo-convex domain in the 2,, .. ., z,, 


(which is our t-space). With this denotation we can write for H 


w-space 


H = {t't¢ D* A U(t) < 0}. 


Applying lemma 4 we obtain that H is a pseudo-convex domain. At this point 
we make use of Oxa’s fundamental theorem (OKa [21], Norcuer [19], Bre- 
MERMANN [9]). We obtain: H is a domain of holomorphy. That means, 
there exists a function F (wr. z,,...2Z,), holomorphic in and only in H. This 
function can be developed in a Hartogs series 
F (wr. 2... Zn) = Dh Aes - « +s Zn) W". 
r= 

For the radius of uniform convergence R(z) of this series we have the formula 
I" (z) log R(z) = lim sup,_,, lim sup,_, . {(log|/,(z’)|)/v}. (See for instance 
BocuNer-Martin [5]. p. 143, BremermMann [7]. p. 36.) The functions 
(log |f,(z)|)/r are in the class of Hartogs functions. What about the operation 
“lim sup” / As one sees immediately by applying the Cauchy integral 
formula (with respect to w) to F(w,z,,...,2,), the family (log|f(z)|)/y 
is uniformly bounded in every closed subdomain D’cD. Therefore 
sup, s,, {(log|f,(z)|)/v} exists and is a Hartogs function in every D’, 
because of property 2. of the Hartogs functions. Because of property 
3. lim, . sup, s ,, {(log |f,(z)|)/»} is a Hartogs function in D’ and obviously this 
expression is equal to lim sup,_, .. {(log|/,(z)|)/v}. The operation lim sup,_,, is 
operation 4. of the Hartogs functions and the passage from D’ to D is 
operation 5. Therefore V (z) is a Hartogs function. Theorem 2 is proved. 

Remark. In the case of one variable conjecture 1 and la coincide and the 
plurisubharmonie functions coincide with the subharmonic functions. For 
this case conjecture la was under additional hypotheses already proved by 
F. Harrogs ({11], p. 61) and later by P. Letone [14] who showed that some 
of the hypotheses are unnecessary. The. methods of these proofs fail for n > 1. 


6. Continuation of Plurisubharmonic Functions 
Conjecture 1 has the following conjecture as a consequence (compare 
Hrrorumartv [13], p. 188, Levone [16], p. 197, BReEMERMANN [7], p. 62). 
6* 
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Conjecture 2. Every function that is plurisubharmonic in a domain D 
possesses a plurisubharmonic continuation into the envelope of holomorphy E(D) 
of D. 

Lemma 5. Let o(z) be a Hartogs function in a domain D. Then q(z) pos- 
sesses a Hartogs continuation into the envelope of holomorphy E(D) of D. If 
y(z) < M in D, then this inequality holds also in E(D) for any Hartogs conti- 
nuation of p(z). 

This lemma follows immediately from lemma 3 and property 5. of the 
Hartogs functions if for D’ + D we have lim E(D’) = E(D). The latter equality 
follows from the theorem of BEHNKE-STEIN in exactly the same way as the 
corresponding equality for tube domains in section 4. 

Now it is easy to see how conjecture 2 follows from conjecture 1. If con- 
jecture 1 would be true, then a plurisubharmonic function would be a Hartogs 
function, as a Hartogs function it would have a Hartogs continuation into the 
envelope of holomorphy and thus a plurisubharmonic continuation. 

We now proceed to disprove conjecture 2 (and thus obtain a second dis- 
prove of conjecture 1 which is not as elementary. however, as the direct 
disprove given above). 

Lemma 6. Let V(z) be plurisubharmonic in D and smaller or equal to M 
in D. Then any plurisubharmonic continuation of V(z) into E(D) is smaller or 
equal to M in E(D). 

Let V*(z) be a plurisubharmonic continuation of V(z) into E(D). Then 
V* (z) is a Hartogs function in E (D) according to theorem 2. Therefore lemma 5 
applies and V*(z) < M in E(D). 

Theorem 3. Conjecture 2 is wrong. 

The plurisubharmonic function V (z) constructed in section 4 would violate 
the lemma 6 if it had a continuation into the envelope of holomorphy of 7’. 
(7', the tube domain constructed in section 4.) Suppose V(z) would have 
a plurisubharmonic continuation V*(z) in #(7',). In Tp, we have V*(z) = 0. 
Therefore we should have according to lemma 6 V*(z)=0 in E(T,). Now 
E(T,,) is the same as E(7',), it is the tube that has the convex envelope of B, 
as its base. Part of this convex envelope is B,. Therefore we should have 
V*(z)<0in T,,. But we have by definition V*(z) = V(z) > 0 in T,.. That 
is a contradiction. V(z) cannot possess a plurisubharmonic continuation into 
the envelope of holomorphy of its domain of definition. Therefore V(z) is 
a counterexample to conjecture 2. 


7. Problems 


We have seen that the conjectures 1 and 2 are wrong for certain domains 
which are not domains of holomorphy. Here the question arises: If conjec- 
ture 1 is true for a domain D is then Da domain of holomorphy ? The same 
problem arises also for conjecture 2. Closely related with the second problem 
is the following question: Does to every domain exist a plurisubharmonic 
function that does not possess a plurisubharmonic continuation into a larger 
domain? Finally we obtain a problem from the following 
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Theorem 4. Let D be a domain of holomorphy and let S, 7 be a pair of point 
sets in D such that 1. S\. T — Dand 2. for any function f(z) that is holomorphic 
in D the equality sup, <p \f(z)| = sup,exo7 |f(z)| holds. Then if a function V (z) 
is plurisubharmonic in D we have also for V(z) the equality sup, <p V (z) 

sup,<yo7 V (z). For the proof we observe that because D is a domain of 
holomorphy V (z) is a Hartogs function. Then the result follows similarly as 
in lemma 3. 

The (analogue of) theorem 4 does in general not hold if ) is not a domain 
of holomorphy, as the counterexample of theorem 3 shows. Therefore the 
problem arises: /f the (analogue of) theorem 4 holds for arbitrary sets S, T' that 
satisfy 1. and 2. and for arbitrary in D plurisubharmonic functions, is then D 
« domain of holomorphy ? 

Recently H. Graverr and R. Remmert [10b] have shown, and that is 
of interest in connection with the problems indicated here: A function that 
is plurisubharmonic in a domain with the exception of a (mn — 1)-dimensional 
analytic set and that is bounded from above in the neighborhood of every 
point of the analytic set can be continued as a plurisubharmoniec function 
into the exceptional set. If the exceptional set is an analytic set of lower 
dimension than (7 -— 1) the function can be continued even without the as- 
sumption that it is bounded. The result holds for domains in general complex 
spaces. 
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Reduzierbare Abelsche Integrale 
und transformierbare automorphe Funktionen 
Von 
Kurt Heeener in Berlin 


Kiirzlich habe ich an dem Beispiel der elliptischen Modulfunktion die Ver- 
wendbarkeit der transformierbaren automorphen Funktionen zur Lésung 
diophantischer Fragestellungen nachgewiesen'). Bei diesen Untersuchungen 
wurde mehrfach von der Reduktion Abelscher Integrale Gebrauch gemacht. 
Die vorliegende Arbeit soll dazu dienen, eine der mannigfachen Beziehungen 
beider Theorien zueinander darzulegen. 

Einem allgemeineren Zusammenhange?) entnehme ich das algebraische 
Gebilde vom Geschlechte g = 3 


(1) jJaxv+bat+cxr+d Vax*+ Brey. 


An diesem Gebilde kann fiir jeden Reduktionsgrad der Fall eintreten, daB 
die zugehérigen Integrale ein lemniskatisches Integral enthalten. Fiir die 
Reduktion vom Grade 2 ist dies unmittelbar einzusehen. Alsdann reproduziert 
sich (1) durch eine lineare Transformation von der Periode 2. Da (1) linear 
unabhangig angesetzt ist, kann man z’= —z wahlen, also a,c, 8 zu Null 
annehmen: 


(2) Voatsd Vazt+ y. 
Das lemniskatische Integral 


(3) 








=z? 








Sai 
Voy+d Viay+?P— 
ist sodann unter den Integralen erster Gattung von (2) enthalten. Die rest- 
lichen Integrale sind durch 

dy 
Vylby+ a) Vaytr" 
gegeben. Diese gehéren der Theorie der hypergeometrischen Funktion an 


und definieren die Dreiecksfunktion mit den Winkeln “ 2 . ,0. Da die Drei- 
ecksteilung mit der Modulteilung commensurabel ist, lassen sich die Integrale 
vom Geschlechte g = 2 in (4) durch die Summe zweier elliptischer Integrale 
ausdriicken (Abschn. 10). 

Fiir jeden Reduktionsgrad n gibt es eine Reduktionsméglichkeit, fiir n = 1 
(mod. 4) sogar zwei. Die restlichen Integrale definieren eine transformierbare 
1) Diophantische Analysis und Modulfunktionen. Math. Z. 56, 227—253 (1952). 

*) Vgl. den letzten Abschnitt. 
Math. Ann. 131 





(4) (vy = 1, 3) 
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automorphe Funktion, deren Gruppe nur in dem Falle mit der elliptischen 

Modulgruppe commensurabel wird, wenn n ein Quadrat oder in die Summe | 

zweier Quadrate zerlegbar ist. | 
Die Integrale von (1) geben das einfachste Beispiel einer nichtreduziblen 

transformierbaren automorphen Funktion in zwei Veranderlichen. Der 

niederste Transformationsgrad ist in Abschn. 18 behandelt. Die letzten drei 

Abschnitte geben einige Hinweise iiber die weitere Entwicklung. 


1. Der algebraische Ansatz 
Die reellen und komplexen Multiplikationen des lemniskatischen Integrals 


dy 
rn fe 
V¥*(y—1)? 


sind durch rationale Funktionen gegeben, die mit den reduzierenden rationalen 
Funktionen zusammengesetzt sein kénnen. Daher sei die spezielle Aufgabe | 
der Transformation im voraus behandelt. 

Das Integral (1) besitzt eine lineare Transformation in sich: 





(2) y= y" 
und eine quadratische Transformation 
x+1)\2 (1+ ijdz 
(3) 1—y=(=*7) —, 
-s V2(z—1) 


Die damit zusammengesetzten transformierenden oder reduzierenden Funk- 
tionen werden im folgenden nicht aufgezaéhlt. Bei den Transformationen un- 
geraden Grades gilt fiir den Grad n die Bedingung n = 1 (mod. 4). Setzen 
wir n = 4v + 1, so fallen bei y = 0, co vier Zweige v-mal zusammen und bei 
y= 1 zwei Zweige 2 y»-mal, woraus die rationalen Funktionen bestimmt 
werden kénnen. Aus dem Additionstheorem ergibt sich, daB die Anzahl der 
Lésungen gleich der Anzahl der Zerlegungen von n in die Summe zweier 
Quadrate ist. Fiir » = 21 tritt zum erstenmal der Fall ein, daB keine Lésung 
existiert. Um die Ausrechnung fiir den niedersten Fall n = 5 zu vollzieben, 
setzen wir unter Beriicksichtigung von (2) 


(4) y= St. 

y = l ergibt x = 1 und die restliche Gleichung 

(5) a+ (a+ 1) (a84+ 2?+ 27) +1=0 
oder 


[a?+ $(a + 1) 2+ 1P— } a*(a2?@—2a+ 5) =0, 


die fiir a = 1 + 2¢inein Quadrat iibergeht. Die von ABEL aus dem Additions- 
theorem gefundene Formel ergi}t sich aus dieser nach einer Umnormierung. 

Das Verzweigungsschema der rationalen Funktionen in den Punkten 
y = 0, co, 1 1aBt sich folgendermaBen notieren: 


(6) n=4tyv+1 (4-yv-+- 1), (4-»+ 1), (2-2 1). 
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Zu den Schemata der reduzierenden Funktionen des algebraischen Gebildes 
nach Einl. 1 gelangt man, wenn einer der Verzweigungspunkte frei beweglich 
angenommen wird. Fiir den Grad n = 4» + 1. werden zwei Schemata er- 
halten, namlich: 
(6a) (4-v+1), (4-41), (2-(2»—1)+1+141) 
(6b) (4-rv+1), (4° (w—1)+24+2+41), (2-241). 
Fiir die anderen Werte von n existiert nur ein Schema: 
n=4y (4-y), (4-(»—1)+2+1+4+41), (2-(2y»—1) +141) 
(7) n=4yv+2 (4-”+ 2), (4-¥4+141), (2-2¥+1+41) 
n=4v+3 (4-7+2+1), (4-7+2+41), (2-(2¥+1)+4+ 1). 
Die Koeffizienten der rationalen Funktionen hangen fiir die niedersten Grade 
von einem Parameter ab und im allgemeinen von zwei Parametern, unter 
denen eine algebraische Gleichung besteht. Die Ausrechnung fiir n = 4 ergibt 


(8) y= yee 1) 34+(3t4+1)a%, y—t=(x4—1)*(2*2tx—2), 





(22—3t—l)dz 
(9) ———— = f 
7 Vxa*—2tz—h V[((z—1)*—2ta+ Bip * 
In anderen Fallen laBt sich das algebraische Gebilde leicht angeben. So findet 


man fiir n = 3 


(10) Ve@@starh Ves 2te, 

fiir n = 5, Schema (6a) 

(11) /e+5a2+exr+t V(ix—t?—16¢ , 

fiir n = 5, Schema (6b) 

(12) V2—@#—1 V2Qx2—2t4+1)22++2). 


An dem algebraischen Ansatz lassen sich Reduzibilitiiten nachweisen, indem 
die Zusammensetzung einer Transformation nach (6) mit einer reduzierenden 
Funktion dasselbe Schema ergibt. Der erste Fall dieser Art ist n = 10. Dab 
andere Reduzibilitaten nicht auftreten, wird erst in Abschn. 17 unter Heran- 
ziehung des Klassenzahlsatzes iiber indefinite Hermitesche Quadriken be- 
wiesen. 
2. Der transzendente Raum 

Das in Einl. (1) genannte algebraische Gebilde vom Geschlechte g = 3 

erweist sich als hyperelliptisch, sobald die Quadratwurzel 


(1) Vu 22+ pae+y 
rationalisiert wird. Setzt man « = 0, 8 = 1, y = 0 und z = 2’, so ergibt sich 
(2) |z(az®+ b2t+ ezt4d). 


Im allgemeinen geht ein hyperelliptisches Gebilde g = 3 bei nichtunimodularen 
Transformationen der Perioden nicht wieder in ein solches tiber. Das vor- 
liegende beansprucht schon deswegen Interesse, weil nichtunimodulare 


7* 
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Periodentransformationen existieren, bei denen dasselbe Gebilde erhalten 
wird. 

Die Integrale erster Gattung seien zunachst durch die drei linearunab- 
hangigen 


"dz 
3 z sy" 
is Sees (vy = 0, 1, 2) 


reprasentiert. Diese nehmen bei der Substitution 
(4) z=—z 


den Faktor +i fir »=0u. 2 und +i 
fir y = 1 an*). Alsdann 1JaBt sich in be- 
kannter Weise eine zweiblattrige Rie- 
mannsche Fliche mit sechs Perioden- 
querschnitten konstruieren. Die niaheren 
Einzelheiten sind in Fig. 1 angegeben. 
Die ganz im ersten Blatte verlaufenden 
Periodenquerschnitte erzeugen die Peri- 
oden P,, Ya, Pp, und die teilweise im zweiten 
Blatt verlaufenden die Perioden 4q,, 2, 3. 
Hierbei ist die Uberschreitung von dem 
mit + bezeichneten Rande aus vorzuneh- 
men. Es besteht 
(5) @= § =ti $= Ftp, 
(—2,—Z,) (21,23) 
und zwar ist der Umlauf gemaB (4) zu 
iibertragen. Ferner wird 
O  m~ 2-4! § - 2th. 


—Zs, Zs) (223) 














Fig. 1 


Zur Uberpriifung der Vorzeichen hat man 
(7) $ =P+Q=+tt $= +i(m—P). 


(—21,—22) (24, 22) 


Weiterhin besteht 


(8) § =2p,—G=+i $ =+igs, 
(0,— 20) (0, ) 
(9) qs= (1 + 4) Pg. 
Zur Uberpriifung des Vorzeichens hat man etwa 
(10) $ = Pst P= tt $ =+8(q + ds— Pr)- 
(0,—2,) (0,21) 


Als Periodenschema fiir die Integrale (3) erhalt man daher 
(11) Pr» Pas Psi i Poy ¥ i Py, (1 = i) py. 


*) Dieendgiiltige Wah] des Vorzeichens hangt von der Erfiillung der Ungleichheit (16) ab. 
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Der letzte Periodenwert laBt sich vereinfachen, indem man den dritten Perioden- 
wert p, zum Abzug bringt. Als volles Periodenschema fiir die Integrale kann 
man daher ansetzen: 

v= 0 Py Pe Psi t Px tPy IPs 
(12) yv=1  &,, ty, t3;—tt,,—tt,,— tt, 

v= 2 Pi Ps, Ps; iP, tpi, ip. 
Die Relation unter den Perioden des ersten und dritten Integrals ist identisch 
erfiillt. Aus den anderen Kombinationen erhalt man 


ty Po + tap, + typ3= 0, 


(13) ’ ’ , 
ty Pz + typ, + typ3 = 0 
und daraus 
(14) ey ey Pi Ps| | Ps Po | P2 Pi| 


pi pal |p 95" [ps pi 
Die Integrale fiir y = 0 u. 2 lassen sich durch lineare Kombinationen ersetzen, 
die durch eine transzendente Normierung gegeben sind, indem Periodenwerte 
verschwinden. Unter Verwendung von (14) gelangt man so zu einem Schema, 
das nur von t,:t,:t, abhéngt: 

0, & —t; tts, 0, —it, 
(15) oy Qiegy Edgy ese, 

Oth “ys ~ dy 8a, — 6G. 

Fiir die Perioden @, . . . wg eines beliebigen Integrals erster Gattung und 

ihre konjugierten Werte @, . . . @, gilt 
(16) 4 Si(w, D3. ,— Dy Ws.) > 9 (wu = 1, 2, 3). 
Aus dieser Bedingung 1aBt sich der Geltungsbereich der automorphen Funk- 
tien ableiten, indem die Perioden der normierten Integrale in (15) mit be- 
liebigen komplexen GréBen zx, y, z multipliziert und die Summen der Elemente 


in den Spalten in (16) eingetragen werden. Dies ergibt eine ternare Hermite- 
sche Form in 2, y, z 


(17) (xt,+ yts) (Zt+ Hts) + tgt,(z2 9+ Fy) — H zz, 
wobei H eine ternire Hermitesche Form in 4,, t,, t; bedeutet: 

(18) H = tyty+ tyty+ tly. 

Die Diskriminante von (17) berechnet sich zu t,/,- H?, so daB (17) fiir 
(19) H<0 


eine positiv-definite Form wird und die Redingung (16) stets erfillt ist. Daraus 
folgt der Satz, daB (19) den Geltungstereich der automorphen Funktion bezeichnet. 

Bei unimodularen Transformationen der Perioden, die das Schema (15) 
in sich transformieren, bleibt die Bedingung (19) fiir alle Funktionswerte er- 
halten. Daraus ergibt sich die Folgerung, daB diese sich in Automorphismen 
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von H umsetzen. Beachtet man ferner, da§ in den Relationen (13) die Er- 
setzung der p durch die entsprechenden ¢ die Form H ergibt, so folgt weiterhin. 
daB die p in (12) die konjugierten Substitutionen durchlaufen, wenn die ¢ den 
Automorphismen von H unterworfen werden, und die Umschreibung der ter- 
niren Substitutionen, die H in sich transformieren, zu Substitutionen in 
sechs Variabeln ¢ und —it mit reellen Koeffizienten ergeben die gesuchten 
Riemannschen Matrizen, ein Sachverhalt, der nicht unmittelbar ersichtlich ist. 

Nur das Integral (3), y = 1 hat die Eigenschaft, daB die Perioden siimtlicher 
Integrale durch die Perioden dieses einen ausgedriickt werden kénnen. Das- 
selbe werde als Hauptintegral bezeichnet, da es zur Definition der auto- 
morphen Funktion in zwei Verinderlichen vollstandig ausreicht. Die Dar- 
stellung an dem algebraischen Gebilde in Einl. (1) ist gegeben durch: 


dx 
(20) ——- ; 
Vax?+ bat?+ecxt+d VY ax*+ Baty 


3. Einfache Reduzierbarkeit 








Die quadratische Reduktion auf ein lemniskatisches Integral wurde in 
Kinl. (2), (3) algebraisch behandelt. Zur Untersuchung im transzendenten 
Raum geben wir dem hyperelliptischen Gebilde von Abschn. 2, (2) die Gestalt 





(1) |/z(2?- 1) (az*» b’2? , a), 


das nicht nur durch die Substitution von Abschn. 2. (4), sondern auch durch 
(2) S = 


in sich transformiert wird. Das Hauptintegral geht bei (2) bis auf das Vor- 
zeichen in sich iiber. Die Nebenintegrale (vy = 0.2) werden miteinander ver- 
tauscht und wechseln das Vorzeichen. Die Differenz als reduzierbares Integral 
veht jedoch genau in sich iiber. Auf der Riemannschen Flache verteilen sich 
bei der Annahme z, = i die Punkte z, z,'. 2%. —Zy. —2, auf die vier Qua- 
dranten. Die in Abb. 1 konstruierte Fliche veraindert sich hierbei nicht 
wesentlich. und es ist 
(3a) ’ Pr D Ps. 
i3b) r) Po Ps p (Py — Ps)- 

(-- 2.0) (22, x) 
Fir das Hauptintegral ist in beiden Fallen das negative Vorzeichen zu wahlen. 
da die Gleichungen in Ubereinstimmung zu bringen sind. Es ist daher 


(4) t,- t=0. 


Fiir das reduzierbare Integral gelten alsdann die entgegengesetzten Vor- 
zeichen. und man erhalt die Periodenwerte 

(5) i, &, @3. 4,.8..0. 

Die Einsetzung der Werte in die Ungleichheit von Abschn. 2. (16) ergibt links 
den Reduktionsgrad zwei. 
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Bei der allgemeinen Uberlegung ist eine lineare Relation 
(6) C, ty + Cot, + Cgts = 0 


anzusetzen, in der c,, C), ¢,; ganze Zahlen aus K(i) ohne gemeinsamen Teiler 
bedeuten. Werden die Perioden der Nebenintegrale in Abschn. 2, (15) mit c, 
bzw. c, multipliziert und die lineare Kombination durch Addition gebildet, 
so ergibt die Anwendung von (6) unter Fortlassung des Faktors t, die Perioden 


(7) Coy yy Cy; 6 Cy, 6 Cy, 6 Cy. 
Aus der Ungleichheit von Abschn. 2, (16) ergibt sich die Einschrinkung 
(8) Cy Co + Cot, + Cyt > 0, 


so daB im Geltungsbereich der Funktion, der in Abschn. 2, (19) zu H(t) < 0 
bestimmt war, nur Werte von ¢), ¢y, ¢, zulassig sind, fiir die H(c) > 0 ist. 
Unter dieser Einschrankung hat das Bestehen einer Relation (6) zur Folge, 
daB in der linearen Schar der Nebenintegrale des algebraischen Gebildes vom 
Geschlechte g = 3 sich ein lemniskatisches Integral befindet. Die positive 
ganze Zahl H(c) bedeutet nichts anderes als den Grad der reduzierenden 
rationalen Funktion‘). Bei unimodularen Periodentransformationen bleibt 
dieser Wert konstant. Denn substituiert man in (6) /,, ¢,, /; anstelle von ¢,, 
Cy. Cz. so erhalt man die Invariante H, so daB cg, c,, c, die konjugierten Auto- 
morphismen von H durchlaufen. Die transzendente Theorie der einfachen 
Reduzierbarkeit ist daher auf die Aufgabe der Darstellung einer positiven natiir- 
lichen ganzen Zahl durch die Form H zuriickgefiihrt. 

Bei vorgegebenen c gibt es eine Untergruppe der Automorphismengruppe 
von H, die die lineare Relation (6) in sich transformiert, die Gruppe der auto- 
morphen Funktion einer Verinderlichen, die durch das Parametersystem der 
rationalen reduzierenden Funktion definiert wird. Um diese Untergruppe zu 
charakterisieren, lésen wir (6) arithmetisch durch 

= 0+ Py, M Py— ag Py= 
(9) to= O22 + Boy. My By— % Bg= Cy 
ty= gx + Psy, % Py— % P= Cy 
aut. wobei die x und f ganze Zahlen aus K(i) bedeuten, und erhalten durch 


Einsetzen der Werte in die Form H(t) eine binaire Form 
Ax®+ Bry + Biy+Cyy, 
(10) A = H(a), B= a By + af, + a Ps, C = H(f) 
mit der Diskriminante 
(11) D=~ BB—AC= H(c) =x. 
Daraus folgt der Satz: 
Die Gruppe der automorphen Funktion, die durch das Parametersystem einer 


reduzierenden rationalen Funktion n-ten Grades nach Abschn. 1 definiert wird, 


') Krazer: Thetafunktionen. Leipzig: Teubner 1903, Kap. 11, Satz IV, 8. 476. 
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ist Untergruppe der reproduzierenden Gruppe einer indefiniten bindren Hermite- 
schen Form mit der Diskriminante n. 

Sobald nachgewiesen ist, daB die Untergruppe durch Kongruenzen de- 
finiert ist, folgt daraus die Eigenschajft der Transformierbarkeit der automor phen 
Funktionen. Weiterhin ergibt der durch (9) mdizierte Zusammenhang mit 
der Darstellung binarer Hermitescher Formen durch H den Satz iiber die 
Anzahl der Darstellungen der positiven ganzen Zahl n durch H (Abschn. 17). 


4. Die Automorphismengruppe von H 


Die Auffindung der unimodularen Transformationen des Periodenschemas 
wurde in Abschn. 2 auf die der Automorphismen der Hermiteschen Form H 
zurickgefiihrt, die nunmehr in den Verinderlichen u, v, w angesetzt wird: 


(1) H=uv+tv+ww. 


Ersichtlich geht H durch die Substitutionen 


(2) Vj; u=v',0=0' (V2 =1) 
(3) V,(m); u=u'+imv (m ganz rational) 


in sich tiber. V, und V, erzeugen eine erweiterte elliptische Modulgruppe. 
Denn es ist 


(4) (V,V.(1) R= Vo; u=iw, v=iv’ 
und V, V, (1) von der Periode 12. Es ist aber V, mit simtlichen Substitutionen 


der Modulgruppe vertauschbar. Zu einer dritten Substitution gelangt man. 
wenn in (1) 


(5) w=w'+ecv 

eingesetzt wird: 

(6) ud + vu + (w+cv)(W+E Dd). 
Aus der Umformung 

(7) (u+4ctv+eEw)t+ ———)viwe 


und (5) ergibt sich, daB die Form (1) reproduziert wird durch 


u=wu'—tecv—cw' 
(8) V;(c), v= v 
w= cv'+w’. 


Die Koeffizienten werden ganzzahlig, wenn fiir c eine ganze durch | -- i teil- 
bare Zahl aus K (i) eingesetzt wird. V, ist ersichtlich mit V, in (3) vertauschbar. 
Ferner gilt 

(9) Vo 'Vs(e) Vo= Vs(ic) . 

Die Wiederholung der Transformation ergibt 

(10) Vi; Vz (ec) V5 = Vg(— cc) = Vy! (ec), 
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so daB V,(c) V§ von der Periode zwei ist. Aus der Additionsformel 
(11) Va (ey+ €2) = Vg (ey) Va (cx) Ve [4 (Gq e2— %¢3)] 


folgt alsdann, daB jedes V,(c) aus Vo, V,(1), V,(1 + i) zusammengesetzt ist. 

DaB durch V,, V,(1), V3(1 + ¢) die Gruppe vollstindig erzeugt wird, ist 
aus der Darstellungstheorie in Abschn. 5 zu beweisen. Die Gruppe ist zwar 
erweiterungsfahig vermége einer Substitution zweiter Art 


(12) W,u=t'’, v= 0', w= wv’, 


indessen ist diese geometrisch nicht mehr als Spiegelung zu deuten und das 
elementare Verfahren, den Diskontinuitatsbereich durch Aufstellung von 
Spiegelungen zu bestimmen, im Gebiete zweier Veranderlicher nicht anwendbar. 

Die gefundenen Substitutionen erweisen sich als Transformationen des 
Periodenschemas von Abschn. 2, (15) sobald sie in Riemannsche Matrizen 
umgesetzt werden. Fiir V,(1 + 7) erhailt man die Determinante 


le’ =o” w’ —iv’ —iu’ —iw’| 
ujl —1l —1 0 0 —!l 
A nce i i ee 
(13) w | 0 1 1 —1l 0 0 | 
—iv|0 0 0 l 0 0 
—iu!O0 0 1 —1 1 —] 
—iwi0 1 0 l 0 1 |, 





die eine Riemannsche Matrix darstellt. Das Hauptintegral von Abschn. 2, (20) 
wird stets in sich transformiert, waihrend bei den Nebenintegralen lineare 
Kombinationen gebildet werden miissen, um das Schema auf dieselbe Nor- 
mierung zu bringen. 


5. Darstellung positiver Zahlen, Ergiinzung zu Abschn. 4, Entartungen 


Abschn. 3 fiihrte auf die Aufgabe, eine positive ganze Zahl n durch die 
Hermitesche Form H darzustellen. Wir setzen 


(1) n=ab+ab+cé 
und schreiben fiir die lineare Relation in Abschn. 3, (6) 
(2) au+bvicw=0. 


Ferner sei der Winkel, den die komplexen GréBen a und b miteinander bilden, 
mit g bezeichnet, so daB besteht : 


(3) ab = \ab\e'. 
Alsdann lassen sich aus den Substitutionen V,, V,, V, von Abschn. 4 folgende 


Reduktionen ableiten. Aus dem Diskontinuititsbereich der Modulgruppe, die 
durch V,, V, erzeugt wird, gewinnt man die Beschrinkungen 


(4) lb! < lal, '\ab—abl < |b)". 
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Die zweite Ungleichheit la8t sich nach (3) auch schreiben: 
(5) 2 |sin g| lal < |b), 
und vermége der ersten folgt 


(6) 2 \sing| <1. 


+ 6 — 
je nachdem die reelle Zahl a 6 + @b positiv oder negativ ausfillt. Im zweiten 
Falle laBt sich eine weitere Reduktion vermittels V, ausfiihren. Dazu ist (1) in 


. : a : on 
Somit kann g nur Werte von Null bis + 4 oder von a bis + ; annehmen, 


(7) |e? —n = 2 cos(a — @g) |a b} 


umzuformen. Indem 2 cos(z — q) stets gréBer als eins ist, folgt vermége der 
ersten Ungleichheit in (4) 


(8) |b] < |e}. 

Die Substitution V,(1 + ¢) in Abschn. 4, (8) liefert alsdann 
b’=b 
c=(l+itb+c. 


(9) 


Indem fiir c auch ic, —c, —ic gesetzt werden kann, laBt sich der Winkel 


zwischen (1 + i)b und c im allgemeinen unter herabdriicken. In Fig. 2 
hat der Winkel den maximalen Wert - 
Das Verfahren laBt sich fortsetzen, bis |c| < |b! geworden ist. Nunmehr laBt 
sich die Reduktion nach (4) wiederholen und, falls noch 
ic|?>n ist, auch die Reduktion durch (9). Die Fortset- 


und es ist |c’! < |c|, wenn (8) erfiillt ist. 


ae zung des Verfahrens fiihrt schlieBlich auf eine Darstellung. 
, fiir die |c|?<n ist. Von den Darstellungen, in denen ab + ab 

positiv ist, gibt es zufolge (4) nur eine endliche Anzahl. 

1 Ist aber n = ct, so wird a:b rein-imaginar und liegt auf 

rn eee dem Grenzkreis der Modulgruppe. Fiir diesen Fall kann 


man b= 0 setzen, und die Substitution V,(1 + 7%) ergibt 
fiir a die Reduktionsformel 
a’ =a—(l—i)ec 
(10) 
c’ =. 
Wie in (9) schlieSt man auf ein |a! < jc|, wodurch auch die Anzahl dieser Dar- 
stellungen beschrankt wird. 

Die Anwendung des Reduktionsverfahrens auf den Fall n = 0 gibt den 
noch fehlenden Beweis, daB die terndre Gruppe durch V,, V.(1), V3(1 + %) voll- 
stéindig erzeugt wird. Da nur eine durch a = 1, b = c = 0 vertretene Klasse 
vorhanden ist, laBt sich jede Relation (2) auf u = 0 und durch V, auf v = 0 
transformieren. Die v = 0 reproduzierende Untergruppe wird aber durch V4. 
V,. V, vollstindig erzeugt. Der Beweis laBt sich durch Verallgemeinerung 
des Ansatzes (5) in Abschn. 4 elementar fiihren. Bedeutet V eine beliebige 
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Substitution der reproduzierenden Gruppe von H, so kann man r -. 0 dureh 
’ transformieren und die erhaltene Relation durch das Reduktionsverfahren 
mittels V,, V,, V,; wiederum auf v = 0 transformieren, so das V sich durch 
V’,. V., V, ausdriicken laBt. 

Bei n > 0 hat die Aufgabe, die Aquivalenz der reduzierten Darstellungen 
bzw. Relationen (2) zu beweisen, ihre naturgemaéBen Schwierigkeiten. Die 
algebraische Analyse in Abschn. 1 zeigt, daB bei n =1 (mod. 4) wenigstens 
zwei Klassen auftreten. Eine Einteilung ist dadurch gegeben, daf ein ge- 
meinsamer Teiler 1 + i von a und b bei Anwendung von V,. V,. V, in den 
Darstellungen erhalten bleibt. Insbesondere gibt es bei n = 1 zwei Klassen. 
Der Reduktionsproze8 fiihrt in beiden Fallen auf nur eine Relation, nimlich: 


(11) w=0, 
(12) u+w=0. 


Im algebraischen Raum stellt n= 1 die Entartungen des algebraischen 
Gebildes vom Geschlechte g = 3 dar. (11) bleibt bei der durch V,. V, erzeugten 
Modulgruppe unverindert. Diesem Fall ist daher ein erststufiges elliptisches 
Gebilde zuzuordnen, das durch die Entartung « = / = 0 in der allgemeinen 
Gestalt des Gebildes nach Einl. 1 gegeben ist. Die Gruppe von (12), deren 
Herleitung im folgenden Abschnitt nachgeholt wird, ist durch die Dreiecks- 


‘ , ms x 2 aoe “— 
funktion mit den Winkeln ; . 4°09 gegeben, und es ist ihr die Entartung aul 


ein Gebilde vom Geschlechte g = 2 zugeordnet, die durch das Verschwinden 
der Koeffizienten in den héchsten Potenzen (a = 0, « = 0) erhalten wird. 


6. Dreiecksgruppen 
Bei vorgegebener Zahl » ist die Aquivaienz der reduzierten linearen Re- 
lationen untereinander leicht nachzuweisen, solange ihre Anzahl klein ist 
Zudem laBt sich die Konstruktion des Diskontinuitatsbereiches der zugehérigen 
Grenzkreisgruppe in einfachster Weise ausfiihren, da die einzelnen Relationen 
trzeugende der Gruppe in Evidenz setzen. Einige Beispiele werden dies er- 
lautern. Verschwindet der erste Koeffizient a in der Relation 


(1) au+bv-cw=0, 


xo bleibt diese bei Anwendung der parabolischen Substitution V, ungeiindert. 
Die Grenzkreisgruppe ist mit der Modulgruppe commensurabel, und es treten 
auBer dem lemniskatischen Integral noch andere elliptische Integrale aul. 
Verschwindet der letzte Koeffizient c, so laBt die Substitution V, von der 
Periode 4 die Relation ungeindert. Das gleiche gilt fiir V,; von der Periode 2, 
wenn @ = 6 ist. Bei a = ¢ ist die Substitution von der Periode 2 


u+w= wu'+ w’ 


(2) V4(2) Vé, v= v’ 
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heranzuziehen. Sobald die letzte Gleichung durch 
(3) v—w = i(v’— w’) 
ersetzt wird, resultiert eine Verdopplung des Periodengrades, und zwar stellt 
sich die Substitution durch V,(1) V,(1— i) V>* dar. Bei der Substitution 
von der Periode zwei 
(l+t)u+w=(l+i)w+w’ 
(4) V,(1 + #) VG, v= 
v— (l— i) w= — [v’— (l— i) w’] 
fiihrt das Verfahren nicht mehr auf eine unimodulare Substitution. 
Bei dem zweiten Fall der Entartung in Abschn. 5, (12) 
(5) u+w=0, n=1 


ergibt sich die biniire Gruppe unmittelbar daraus, daB (2) und 


(6) V,V.(1) Vy, v= v'+iu 

die Relation ungeiindert lassen. Setzt man w = —u, v/u= qm, so geht (2) 
bzw. (3) iiber in 

4 oa+1 - wo’ +1 i 7 wo’ 

(7) ——_ ae | oder ®=G—lhe +s 

und (6) in 

(8) @ = o'+ 4. 


Die Zusammensetzung ergibt eine Substitution von der Periode zwei, so dab 
die Gruppe des Dreiecks mit den Winkeln ; ; + , 0 erzeugt wird. Die Substitution 
W in Abschn. 4, (12) liefert die Erweiterung w = @' durch Spiegelungen. 

Die ternire Gruppe hat dieselbe Eigenschaft wie die Modulgruppe in 
Abschn. 4, (4), mit einer zyklischen Gruppe vertauschbar zu sein. Wird (2) 
bzw. (3) durch V, V% transformiert, indem die « und v unter Vorzeichenwechsel 
vertauscht werden, so erhalt man eine Substitution von der Periode 4, die (5) 
ungedndert laBt, aber beim Ubergang zur biniren Gruppe in die Identitat 
iibergeht. Die ternire Gruppe ist daher umfassender, und man zeigt leicht. 
daB diese Substitution mit (3) und (6), also mit der gesamten Dreiecksgruppe 
vertauschbar ist 5). 

Eine mit der terniren Gruppe vertauschbare zyklische Gruppe tritt auch 
noch i. Falle der quadratischen Reduktion auf. An beiden reduzierten 
Relationen 


(9 v l wr 
( x bn | n=2 
(10) u+v=0 | 
wird dies ersichtlich. (9) wird durch die vertauschbaren Substitutionen V, 
und (4) nicht geaindert, (10) durch die vertauschbaren Substitutionen V, und V 9. 


Bei (9) hat (4) und bei (10) V, V3 die Eigenschaft, beim Ubergang zur biniren 


‘) Eine unmittelbare Einsicht erhalt man durch Cbergang in die orthogonale Form 
nach Absehn. 13, (14). 
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Gruppe sich auf die Identitaét zu reduzieren. Da nun (10) durch V,(1 + i) V, 
in (9) transformiert wird, muB unter den Elementen der terniren Gruppe die 
Relation 
(11) V, Vi = V5(1 + ¢) Vy (Vg(1 + 4) V5) - VV, (—1—4) 
bestehen, die nach Anwendung einiger Beziehungen aus Abschn. 4 sich auf 
(V,V,(1 + é))§= 1 reduziert [Abschn. 13, (9)]}. 
Die Herleitung der binéren Gruppe ergibt sich folgendermaBen. Um (9) 
zu erfillen, setzen wir u = w, v = |1—i, w = 1 und J, stellt sich dar: 
(12) wo=o'+1+i. 
Desgleichen setzen wir zufolge (10) u = —1, v = 1, w = tr, und V5" geht iiber in 
(13) T=6t'. 
Die Beziehung zwischen w und ft ergibt sich durch entsprechende Einsetzung 
der Werte in die transformierende Substitution V,(1 + #) V, 
. 1 
(14) t=1+%4+ <? 
Nunmehr ist (13) durch (14) zu transformieren: 
- 
(15) sige i 
Die Zusammensetzung von (12) und (15) gibt wiederum eine Substitution 


von der Periode 4, so daB die Gruppe des Dreiecks mit den Winkeln 7 , 7 »0 
vorliegt, ein Resultat, das bereits aus den Integralen in Einl. (4) gefolgert 
wurde. Aus (7) und (8) gehen die Substitutionen durch 


(16) @ =(1 + i)’ 
hervor. Alsdann erhalt (8) die Determinante 2i, und nur die Hilfte aller 


Substitutionen des Dreiecks mit den Winkeln 3 ’ . , 0 fallt unimodular aus. 
Aus (11) ist noch zu folgern: 

Die Substitution V,(1 + i) Vj von der Periode 2 ist mit der gesamten terndren 
Gruppe fiir n = 2 vertauschbar, da sie mit den beiden Erzeugenden vertauschbar 
ist. 


7. Vierecksgruppen 
Der folgende Reduktionsgrad n = 3 beansprucht schon deswegen Inter- 


esse, weil die Gruppe nicht mehr mit der Modulgruppe commensurabel ist. 
Nur eine reduzierte Relation wird erhalten: 


(1) u+v+w=0, n= 3. 


Diese bleibt bei V, ungeandert und bei der Substitution von Abschn. 6, (2) 
bzw. (3). Da (1) reelle Koeffizienten hat, ist auch die Erweiterung W heran- 
zuziehen. Wenn 


(2) w=—UuU—v, U:v=H 
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gesetzt wird, ergeben sich daraus die Spiegelungen 
(3) w' = G, w'=1, w' = i B—2(1—3) 


und bei Aufteilung von @ in den reellen und imaginaren Anteil § und 7 die 
Koinzidenzen 

(4) 7=0, &+7?=1, §—9+2=0. 

Der Grenzkreis, der die Symmetrielinien senkrecht durchschneidet, hat den 
Schnittpunkt der Geraden zum Mittelpunkt und den Radius /3 (gestrichelter 
Kreis in Fig. 3). Die Symmetrielinien 
bilden kein geschlossenes Polygon. 
Indem aber (1) durch 

(5) v=v'+iu 
transformiert wird, gelangt man zu 
einer Relation, die nach Abschn. 6, (4) 
bei V,(1 + 4)V§ wungeandert bleibt. 
Daraus leitet man eine vierte uni- 
modulare Spiegelung 














Fig. 3. Polygon fir n =3 (6) w= ope 
ab, deren Symmetriekreis durch 
(7) &(€ + 1) + (y—1)=0 
gegeben ist. Da die Ordinaten in § = 0, —1 Tangenten sind, erkennt man 


sofort, daB ein Viereck mit den Winkeln 7» >> »< vorliegt. 


Die Gruppe ist erweiterungsfahig durch Substitutionen, deren Deter- 
minante die Faktoren 2 und 3 enthalt. Zu diesen Erweiterungen gelangt man 
durch Verdoppelung des Periodengrades von w’= 1/m. Dies fiihrt auf die 
Spiegelung mit der Determinante 2 

—-p «ss +6 

(8) @ = ie + l 
und den Symmetriekreis 
(9) &+ ?—2yn—1=0, 
der die mit dem Winkel + ansteigende Gerade unter dem Winkel ; trifft 
(Fig. 3). Uber den Schnittpunkten errichtet man den Halbkreis 
(10) + 98+ E—3y+1=0, 
der die Spiegelung mit der Determinante — 3% 

—, (1—2i)@— (1+ 4) 
(11) Oo tier @—s 


erzeugt und den Ejinheitskreis senkrecht trifft. Durch Zusammensetzung 
von (8) bzw. (11) mit den angrenzenden Spiegelungen in (3) ergibt sich der 
Beweis und das Resultat: 
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Das aus n = 3 for sgn Viereck (2,4 a > =) wird durch (11) in zwei 


Vierecke (S>5 3? > z): durch » (8) in drei Dreiecke 
und (11) in sechs Dreiecke (5 3) aufgeteilt. 


( ; ’ ; ’ z) und durch (8) 

” . 6 
Im Falle n = 4 gibt es drei reduzierte Relationen 

(12) u =2w, , 

(13) u+2v=0, 

(14) u+v =(1+%)w. 

Es werden (13) und (14) durch V,(2) bzw. 

V,(1 + ¢) V,(2) in (12) transformiert. (12) ==§= —— Ts 

ist bei u= 2, v= @, w=1 erfillt und vw’ 

= v+itu geht iiber in die Substitution 





(15) w'= w+ 2%, 1 





die nunmehr unimodular aufteilbar ist. Zur 
Ermittlung des Diskontinuitatsbereiches ge- 
niigt es daher, die Erzeugende V, von (13) heranzuziehen. Daraus er- 
gibt sich die Spiegelung 


Fig. 4. Polygon fiir n = 4 


(16) (2— 21) w’® + w'—io=0 
mit dem Symmetriekreis 
(17) ee oe 


und nach Fig. 4 das aus zwei Dreiecken (+ ri. ; : 0) zusammengesetzte Viereck 
am 4 mm 
( 4 ’ 2 + J 4 > 0). 
Bei nm = 5 hat man nach Abschn. I zwei Fille. Die reduzierten Relationen 
des ersten Falles sind 


(18) (1+ %)(u+v)+w=0, 

(19) (1 +t)u+ 142i)w=0 

Durch V,(— 1 + ¢) V,.(— 1) und V,(1— i) V,(1) wird (18) in die Relationen 
von (19) transformiert. (18) bleibt bei V, ungedindert und nach Abschn. 6, (4) 
auch bei V,(1 + i) Vj. Die Erweiterung W 1a8t sich nicht verwenden, da die 
Koeffizienten in (18) und (19) komplexe Werte haben. Die Substitution 

(20) u=U',v=0', w=tw’ 


fiihrt aber (18) in sich iiber und vertauscht die beiden Gleichungen (19) mit- 
einander. Wird daher (18) zugrunde gelegt und uw: v = » gesetzt, so erhiilt 
man die Spiegelungen 


in 1 - 
(21) w'=0, w= => w'=—o-—3, 
aus denen sich der Grenzkreis mit dem Mittelpunkt w = — 1,5 und dem Ra- 
dius }-/5 bestimmt (Fig. 5). Das Polygon ist noch nicht geschlossen und 
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daher eine der parabolischen Substitutionen von (19) heranzuziehen, die sich zu 
, (+ 2io+ 442i 





22 (1—2t)w—1—4i 
berechnet und deren Fixpunkt » = — 1 + ¢ auf dem Grenzkreis liegen muB. 


22) geht in sich iiber, wenn auf wm’ und w die zweite bzw. dritte Spiegelung 
von (21) ausgeiibt wird. Die- 
selbe Eigenschaft zeigt die 

eet on Spiegelung von der Determi- 


a nante — 5 
la o+4 
» = : 
\ OF > Bai, 


so daB die Zusammensetzung 

. von (22) und (23) Spiegelun- 
+— = gen ergibt, die das Polygon 
' abschlieBen (Fig. 5). Wird das 
Polygon an der Achse des 

Reellen gespiegelt, so geht der 

y Bereich des Transformations- 
oN modul fiinften Grades der ellip- 
——_____. tischen Funktionen hervor. In- 
dessen ist der wesentliche 
Umstand zu beachten, daB 
die reellen Werte dieses Mo- 
duls bei der Herleitung aus 
der Transformationstheorie 
auf den Symmetriekreis von 
(23) und die angrenzenden 
Randlinien abgebildet werden, 
die reellen Werte des Para- 
meters der  reduzierenden 
Funktion jedoch auf die Achse 
des Reellen und die angrenz- 
enden Randlinien (Abschn. 15). 
Das Viereck mit den Winkeln 








Fig. 5. Polygon fiir n = 5, erster Fall 








\ 
SH : —— 


Fig. 6. Polygon fiir n = 5, zweiter Fall a 2 


2° 9° ; , 0 gehort der durch 
Spiegelungen erweiterten Gruppe der symmetrischen Funktionen aus den 
ineinander transformierbaren Moduln®) an und das dem Grenzkreis ein- 
beschriebene Viereck mit verschwindenden Winkeln der entsprechenden 
Gruppe des Periodenfiinfteilungsmoduls. 

Ahnliche Verhiiltnisse treten im zweiten Falle n = 5 auf. Die reduzierten 
Relationen sind 
(24) u+2v+w= 0, 
(25) u+(2ti)w=0. 


*) R. Fricke: Elliptische Funktionen, Bd. 2, 8. 390, Abb. 15. 
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Wird (24) zugrunde gelegt und w: v = w gesetzt, so geht Fig. 6 hervor. Das 
Polygon ist in derselben Weise wie in Fig. 5 aus vier Vierecken (F. + ; +0) 
zu engesetzt, insbesondere sind Grenzkreis und Halbierungskreis in ver- 
tauschter Bedeutung dieselben wie in Fig. 5. 





8. Die Reduktionsgrade in den commensurablen Fillen 

Ist der Reduktionsgrad n ein Quadrat oder die Summe zweier Quadrate, 
so zerfallt das algebraische Gebilde vom Geschlechte g = 3 vollstandig in 
elliptische Integrale. Um die Grade der reduzierenden Funktionen fiir die 
von einem Modul abhangigen elliptischen Integrale zu ermitteln, hat man auf 
das Periodenschema zuriickzugehen. Vorerst hat man die Gruppe des Mo- 
duls so zu transformieren, daB der Grenzkreis in die Achse der reellen Zahlen 
iibergeht. Bei dieser Normierung haben die linearen Kombinationen des 
Schemas, welche die reduzierbaren Integrale darstellen, nach Abtrennung 
eines Faktors nur reelle Zahlkoeffizienten aufzuweisen. Fiihrt man diesen 
Ansatz im einzelnen durch, so ergibt sich die Méglichkeit einer generellen 
Lésung, wenn man von der Relation 


(1) (l+itju=cw 
ausgeht, in der die ganze Zahl c aus K(i) keiner Einschrinkung unterliegt, 
also auch den Teiler 1 + ¢ haben darrf. 

Zur Lésung setzt man in das Periodenschema (15) von Abschn. 2 


(2) jt=u=c, t=(w—ijfit, t= w=1+% 
ein und erhalt 
0, 1+, —C; —1+i, 0, —ic 
(3) (14+ 4)¢é, 0, —wt+i; 0,—(1+i)¢, —l—iao 
ict, w—i, —(l—i)t; —l—io, cé, (1+ ae. 


Alsdann ist die erste Zeile mit w + i/1 + i zu multiplizieren und die zweite 
mit c/l + ¢ und die Differenz zu bilden: 
(4) —cct, w+it, —(l+it)ce; —l+io, ct, (l—i)c. 


Die dritte Zeile in (3) unterscheidet sich von (4) dadurch, daB die Zahlkoeffi- 
zienten konjugierte Werte haben. Daher fiihrt Summe und Differenz bei 
Trennung von Reellem und Imaginirem 


(5) c=a+bi, ¢=a—bi 

auf Linearfunktionen in w mit reellen Zahlkoeffizienten 

(6) 0, ow, —a+b; —1, a+, a+b 
a*+ b?, —1, a+b; —o, 0, a—b. 


Die linearen Kombinationen mit ganzrationalen zueinander primen Koeffi- 
zienten 4 und y geben die Periodenwerte simtlicher reduzierbaren Integrale. 
Aus der in Abschn. 3 zitierten Regel fiir den Reduktionsgrad findet man den 
Wert 
(7) (a? + 6) (u? + v*). 

Math. Ann. 131 8 
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Formel (7) enthalt aber auch reduzierende Funktionen, die mit einer 
Transformation des elliptischen Integrals zusammengesetzt sind, da das 
Schema (6) durch nichtunimodulare Transformation von @ und Bildung 
linearer Kombinationen in andere iibergefiihrt werden kann, fiir die (7) giiltig 
bleibt. Unmittelbar wird dies aus (4) ersichtlich. Ist 6 ein komplexer Teiler 
von c, der keinen reellen Teiler hat, so gibt es ein ganzrationales &, so daB & + i 
durch 6 teilbar ist. Wird nunmehr 


(8) w=d6a'+é 


substituiert, so 1aBt sich aus (4) der Faktor 6 und aus der dritten Zeile in (3) 
der Faktor 6 heraussetzen, und man gelangt wiederum zu einem konjugierten 
System, aus dem sich ein Schema wie in (6) herleiten laBt, fiir das die Formel (7) 
gilt. Daraus ergibt sich, daB fiir den niedersten Reduktionsgrad 

(9) a*+ b?=ce 

die Anzahl der reduzierenden Funktionen gleich dem Doppelten der um eins ver- 
mehrten Anzahl der komplexen Teiler 6 von c ist. Fiir n = 5 gibt es im ersten 
Falle c = 1 + 2% vier reduzierende Funktionen fiinften Grades und im zweiten 
Falle c = 1 + 3% acht Funktionen zehnten Grades. 

Die dem Hauptintegral zugehérigen Periodenwerte der dritten Zeile in (3) 
stellen eine lineare Verbindung von (6) mit den Koeffizienten 1 und i dar. 
Daraus folgt, daB das Hauptintegral zwar aus zwei reduzierbaren Integralen 
zusammengesetzt, aber selbst nicht reduzierbar ist. Weiterhin folgt, daB die 
lineare Verbindung mit den Koeffizienten 1 und — in (4) fiir die Grenzkreis- 
gruppe ein zweites Hauptintegral liefert. 

Es ist anzumerken, daB fiir jedes n zwei Hauptintegrale erhalten werden. 
Die Verallgemeinerung des Verfahrens ist dadurch gegeben, da8 in der dritten 
Zeile von (3) Spiegelungen von w am Grenzkreis und Ubergang zu konju- 
gierten Werten vorzunehmen ist, um die gesuchte lineare Verbindung aus der 
ersten und zweiten Zeile zu erhalten. 


9, ABELS Transformationsformel 


Dem Gange der Untersuchung in Abschn. | folgend setzen wir eine Ent- 
wicklung iiber ABELs Formel, betreffend den fiinften Transformationsgrad des 
lemniskatischen Integrals, voran, die den Ausfiihrungen von Abschn. 10 ent- 
spricht. Die Gleichung von Abschn. 1, (4) 

(1) v+anxt'—ayx—y=0 

ist fiir den Wert a = 1 + 2% eine metazyklische. Die Beziehung unter zwei 
ihrer Wurzeln stellt daher ein Galoissystem dar, das durch die Fiinfteilung 
einer Periode des lemniskatischen Integrals gegeben ist. Eine Darstellung 
gewinnt man aus dem Ansatz 

(2) a(x+a) x’*(x’+a) 


“az+1 ~~ az’+l 
Nach Entfernung des Teilers «— 2’ und Einfiihrung der symmetrischen 
Grundfunktionen von x und 2’ gelangt man zu einer Beziehung vom 


: a=1+ 2%. 
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Geschlechte g = 0. Es ist aber zweckmaBig, die Periodenhalbierung durch Aus- 
iibung der Substitution 


(3) 2s —; 


x 
einzubeziehen. Dies ergibt die in x und x” symmetrische Gleichung 
(4) (x x”’)*(a + a) (24+ a) = (a 2+ 1) (a w+ 1). 
Setzt man 
(5) z+2"=u, r2z”"= 2, 
so ergibt sich eine Gleichung 
(6) vi(v+au+a*)=—a@v+au+l, 


die in u linear ist. Wendet man (3) auf beide Variabeln an, so geht sowohl (2) 
als auch (4) in sich tiber und (6) wird durch 


u 1 
(7) t= v’ , v= y” 


in sich transformiert. Setzt man noch 
(8) v+v-!=2w, 


so ergibt die Ausrechnung der Wurzel von (1) 








—w?+ (1—2i)w+ (l—i) + (w+ 1—i) | w*+ 2(1—i)w+ 1 

(1 + 2i)w(w+1+ )/w*—1) ’ 
Zahler und Nenner haben dieselbe Norm 2(1 + 2 i)?w?(w + 1), so daB (9) bei 
gleichzeitigem Vorzeichenwechsel der Quadratwurzeln in den reziproken 
Wert von x iibergeht. Findet indessen der Vorzeichenwechsel nur im Nenner 
statt, so wird eine zweite Wurzel der Gl. (1) erhalten. Daher ist die Quadrat- 
wurzel im Zahler zu rationalisieren. Mit EvLER setzt man 


(9) z= 








(10) w?+ 2(1—it)w+ 1 = (w—t), 
e—] 
(11) w > $a+ 1-2) 
und erhalt aus (9) 
12 ~—9n+ 2 tt! [ t-i u 
GR) #-—80+59 TTF t+2+i V(t—i)(t+2+4+ 1)+ PP—2t—34 2: ° 


In x und ¢ hat (12) den Grad 2 bzw. 4. Die Abhingigkeit von y zufolge (1) 
stellt die Galoisresolvente 20. Grades in t dar, die durch ihre Verzweigung bei 
y = 0, ©, 1 bestimmt ist. Bei y = 0 verschwindet x vierfach. Die fiinfte 
Wurzel x = —- 1 — 2% gibt, in (12) eingesetzt, die Gleichung 


(13) [@—t(1—i)—(4 + a)) Vt—i + (—1) V4.2 4 4 (@—2t—3+ 21)=0, 


die finffach t= co liefert. Damit ist bereits der Zusammenhang mit der 
Periodenfiinfteilung erwiesen. Zufolge (13) ist 


_ (1+2i)r4+1 
(14) ve F142 


s* 
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eine ganze Funktion von ¢ und stellt sich bis auf einen Zahlfaktor als Quadrat 
dar: 














(15) (4 + 8i) zy = |(@—1) + /(@— 17 —4¢ + 1— He, 

da die Ausrechnung von ¢ die zyklische Irrationalitat 

(16) V/x4 (x4 — 1)?/(1 + 24) 

erfordert. Durch die Substitutionen 

_ a? Toit bes = a 

geht (15) in die symmetrische durch fiinf Elemente geschlossene Fermat-Kette 
(18) (st+s+t—1—2i)?+ 8ist=0 


iiber’). Das einer Wurzel von (1) zugehdrige s erzeugt aus (18) die entsprechenden 
Werte der anderen Wurzeln. 


10. Die algebraischen Ausfiihrungen zu n = 2, 3, 4 


Die in der Einleitung gegebene Entwicklung fiir den Reduktionsgrad n = 2 
ist zu vervollstandigen. Die Integrale in (4) aus der Theorie der hypergeometri- 
schen Funktion sind die beiden Hauptintegrale. Um dieselben durch elliptische 
Integrale auszudriicken, ist die hyperelliptische Gestalt von Abschn. 3, (1) 
heranzuziehen. Indem wir setzen 

















(1) z(z? + 1) [(22 + 1)?— 4#2?] = P, 
(2) z+z1=24u, 
stellt sich das lemniskatische Integral dar durch 
V2u(u®—t) / VP 
und die Hauptintegrale durch 
(4) / du cd 2zdz 
V2u(u*—1)(ut—t 0S} OVP’ 
¥ du (z*+ l)dz 
5 = = _—- 
©) J V2 w(u®— 1) (u? —t) / yP 
Die Substitution 
_ ts’+1 
(6) ede 9 


transformiert u in u~! und (3) bis auf einen Faktor in sich, wenn zugleich die 
Substitution 


1 
(7) t=— 


ausgefihrt wird. Hingegen werden (4) und (5) miteinander vertauscht. Die 
beziiglich (7) invariante Funktion 
(8) 8:8—l:l=4¢é: (¢ + 1)?:— (¢—1)* 
7) Durch weitere Wurzelziehung vereinfacht sich (18) zu 
(rr’—i + (r +r) =2i. 


“ 


saw 
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gibt den Modul*) der Dreiecksfunktion mit den Winkeln ; . ; , 0. 


Zur weiteren Reduktion des Gebildes g = 2 in (4) und (5) setzen wir 
(9) t=, ut =2e. 


Der Modul r stellt eine Vierecksfunktion (5 05 , 0) dar, die aus sechs 


Dreiecken der elliptischen Modulteilung zusammengesetzt ist. In der Variabel v 
erhalt man die elliptischen Integrale 


(10) f dv - {See 
Vv Vr) l4v*—(r+ 1] yP 


die bei v = — v’ bis auf den Faktor i ineinander iibergehen. Daher stellt sich 
fiir die Gesamtheit der reduzierbaren Integrale nach Abschn. 8, (6) das qua- 
dratische Polynom im Zahler dar: 











(11) p(2@—2)rz+ 1) +i v(e2+ 2Vrz24+ 1). 


Durch die Substitution r= — r’, die ¢ ungeindert laBt, gehen zwei weitere 
Integrale vom Reduktionsgrad vier hervor, deren quadratische Polynome not- 
wendig in (11) enthalten sind. in der Tat ergibt u = 1, y= +1 
(12) (Li i) (i 2iprz+1). 
Nach Abschn. 8, (8) ist diesen Integralen der Teiler 6 = 1 + i zuzuordnen, 
und man zeigt leicht, da8 bei quadratischer Transformation des elliptischen 
Integrals in (10) r in — r tibergeht. Die Hauptintegrale gehen, wie erforderlich, 
durch uw = 1, vy = +i hervor. 

Im Falle » = 3 treten keine weiteren reduzierbaren Integrale auf. Die 


Bestimmung des zweiten Hauptintegrals gehért aber den Ausfiihrungen an. 
Das Integral 








(13) / amt pt 
\x(z?+tx +t) V((z —2)* + 2tx}s 
ist durch die Korrespondenz (1,3) 
4 2t 
(14) y= (z—1 (1+ > ) 
auf ein lemniskatisches Integral reduzierbar. Aus 
" 21) ? 2t 
(15) (x,— (1 ' =| - (a,—1)? (14 a, 


ergibt sich nach Abspaltung des Faktors 2,— x, eine Korrespondenz (2,2), die 
(13) in sich transformiert. Dieser Umstand laBt sich benutzen, um auch an- 
dere Integrale des Gebildes durch diese Korrespondenz zu transformieren. 
*) Zu einer rationalen Einfiihrung dieses Moduls in das Polynom von (1) gelangt man, 
wenn P linear in 
P’= (z*— 6 2* +. 1) [(2? + 1)? + 42(2?— 1)/| i—<«) 
transformiert und durch 


substituiert wird. 
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Fir das Hauptintegral ist das in x, angesetzte Differential von (13) mit 
(16) V(z,— 2)?+ 2t a, /(x,—1) 

zu multiplizieren und (16) durch x, auszudriicken. Aus (15) ergibt sich 
(17) 2a + m+ —2= Vix 2+ Bea, V+ 2. 
Mittels (17) und (15) 1laBt sich (16) umformen zu 


. ae 
(18) 2 2%,+ 2+ 2t—2/(2,—1) |/1+ a 


Die vollstandige Elimination von z,, die nach (17) unter Vertauschung von 2, 
und z, durchgefiihrt werden kann, ergibt die halbe Summe oder Differenz 
aus zwei Integralen, dem Hauptintegral und einem weiteren Integral 


(32+ 21—2)dz 





(19) ‘ Se CU a | Se aS 
V(x+ 2t)(2?+ ta+t) | [(~—2)?+ 2txpP 
das erst nach Ausiibung der Substitution 

‘ x’+2t 

(20) z= > 


in ein dem algebraischen Gebilde zugehériges iibergeht : 


(21) f (x+2)dzx 
\x(z*+tx+t) \(t@—3)? + 2tap 


Dasselbe verhalt sich gegeniiber der Korrespondenz (2,2) wie das Hauptintegral 
und ist daher das zweite Hauptintegral der Grenzkreisgruppe. 


Der Modul der Dreiecksfunktion ( 5 4 — 7} ist zufolge Abschn. 7, (8), 
(11) in TransformationsgréBen der sechsten Stufe enthalten, laBt sich aber 
auch aus dem Vorstehenden gewinnen. Die Wurzelausdriicke 


Vet—4), V2t+1 


sind Kongruenzmoduln. Der erste zerfallt die quadratischen Polynome in 2, 
der zweite tritt als Faktor auf bei der Transformation des Integrals (19) durch 
(20). Die Verzweigungsstellen entsprechen den Ecken des Polygons (Abschn. 
15). Die kubische Funktion 





29 


(23) o:1—o:1=27#: (2t+ 1) (¢—4)*: 2(¢ + 28 
hat diese zu Nullstellen bei 9 = 0 u. 1 und stellt den Modul der Dreiecks- 


funktion ( ; : ; t z) dar. Durch 
27 t?(t—4)?(2¢ + 1) 
(t+ 2)* 





(24) a= 40(1—9@) = 


steigen wir zu dem gesuchten Modul auf. 
Im Falle n = 4 ist die Reduktionsformel fiir das lemniskatische Integral 
bereits in Abschn. 1, (8), (9) vollstandig mitgeteilt. Wie in (15) 1aBt sich aus 
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der reduzierenden Funktion zunichst eine symmetrische Korrespondenz (3,3) 
herleiten. Alsdann vermitteln die Grundfunktionen 
(25) 2+ %= U, %4%=v 


eine Korrespondenz (2,3), die gestattet, das algebraische Gebilde in andere zu 
transformieren. Wir erhalten 


(26a) 2 v(u—t—1) = wv — 2(t + 1) u? + (3¢4+ 1)u 
(26b) v= z(u— 2). 


Die Variable y des lemniskatischen Integrals von Abschn. 1, (8) u. (9) stellt 
in Abhanzigkeit von u und v eine Resolvente 6. Grades der Gleichung 4. Grades 
in 2 dar und wird, da (26a) in v linear ist, eine rationale Funktion von u. Aus 
der Umformung von (26) 

(27) (x — u)®?(u— 2#— 2) + wu (a? —2(t + 1) 2 4+(3t4+1))=0 
gewinnt man die Darstellung 

2 _ _ e-—2 t— 2. 
(28) o= -~ 


v?, 


Die Resolvente besitzt eine Transformation in sich: 


29) U+ U'= 2+ Bot Xyt+ X= 2 (t+ 1). 
Vermége 

(30) w—2(t+lhu=w 
gelangt man zur kubischen Resolvente 

31) y = — Wi (w+ 3t+ IP 


4[w+ (t+ 1)*) ’ 
die das lemniskatische Integral in 
(32) ioe teet Se See 
\(w+ 40) (w+ 3t4+1) )w*® [w+ (t+1)) 
transformiert. (32) unterscheidet sich von (13), n = 3 durch Normierung und 
Modul und dient nur dazu, um andere Integrale des Falles » = 4 zu trans- 
formieren. Nach Abschn. 1, (9) ist das Differential von (32) mit 
(33) Vx®*—2(t + 1) a+(3t+ 1)/22—3t—1 


zu multiplizieren, um das Hauptintegral zu transformieren, und (33) durch u 
bzw. w auszudriicken. Aus (27) leitet man die Gleichungen ab: 


1 , “u—2t—2 
(34) Vt—2¢+ 1) 2+ Bt+)) =i] 
zt—w& u 
aa a .q/ulu —2)(u—3t—]) * 
(35) zt—t= 2 ( -Uu +i) iota. 6 ) 


4 2w+(t+1)(8t+1) _ Bl; ah u(u—2)(u—t—1) 
a Saat ee ‘| 5 
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deren Produkt zu bilden ist. Das Resultat stellt sich wiederum als halbe 
Summe oder Differenz zweier Integrale dar, von denen das erste sich voll- 
stindig in w ausdriicken laBt°): 








(37) o— tf sl 
| (w+ 4t)(w+ 3t4 1) Pw [w+ (t+ 1?) 


Dasselbe erweist sich als eines der beiden Hauptintegrale fiir n = 2. Aus dem 
in u rationalen Teil von (36) 





(38) u—t—l=)/w+(¢+ 1) 
wird ersichtlich, daB 
(39) dz 





\x(x* — 2tx —t) jie —204 l)x+ (3t+ 1)P 
das andere Hauptintegral fiir n = 2 als Teilintegral®) enthalt und somit das 
zweite Hauptintegral fiir n = 4 darstellt. Der Vergleich der Integrale in (4) 
und (5) mit dem in (37) gibt den Zusammenhang der Moduln fiir » = 2 und 4: 


= t 1 
(40) yi—t, = Sy . 





Im Hinblick auf den nachsten Abschnitt ist anzumerken, daB bei g = 2 
die Korrespondenztheorie allgemein anwendbar ist. Enthalt die lineare Schar 
der Integrale erster Gattung ein elliptisches Integral vom Reduktionsgrad ». 
so existiert nach dem Picardschen Restsatz!°) noch ein zweites. Auf rein 
algebraischem Wege laBt sich dieser Satz dadurch nachweisen, daB aus der 
reduzierenden rationalen Funktion zunachst eine symmetrische Korrespondenz 
(n —1, n—1) hergeleitet wird und durch Einfiihrung der symmetrischen 
Grundfunktionen eine Korrespondenz (2,n— 1), aus der sich das zweite 
elliptische Integral ergibt. 


11. Die algebraischen Ausfiihrungen zu dem ersten Fall n = 5 

Die transzendente Theorie hatte in Abschn. 8 zu dem Ergebnis gefiihrt, 
daB das Gebilde g = 3, wenn es durch eine rationale Funktion fiinften Grades 
nach erster Art auf ein lemniskatisches Integral reduzierbar ist, vier weitere 
Reduktionen dieses Grades auf elliptische Integrale besitzt. Durch die ra- 
tionale Funktion ist das Gebilde bestimmt. Es ist aber nicht zu ersehen. wie 
auf rein algebraischem Wege die Existenz der anderen Funktionen erschlossen 
werden kann. Die Ermittlung dieser Funktienen 1a8t sich daher nur so vor- 
nehmen, dafS die Existenz derselben vorausgesetzt wird. Man gelangt aut 
diesem Wege zu einem iiberbestimmten Gleichungssystem, das fiir derartige 
Untersuchungen charakteristisch ist. 


*) Das zweite gehért dem Gebilde vom Geschlechte g = 4 





j/u—2t—2 
| (u — 28) (u—3t— 1) [P— 2(¢ — Ibu + (3t — 1)) ) — 
an, das eine lineare Schar elliptischer Integrale enthalt. 
1°) E. Prearp: Bull. 8. M. F. 11, 47 (1882). 
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Das geschilderte Versagen der algebraischen Geometrie steht aber nicht 
am Rande der Theorie der algebraischen Funktionen, sondern am Anfang 
einer arithmetischen Theorie, die diejenigen Transzendenten zur Grundlage 
hat, die die algebraischen Funktionen von selber darbieten. Der abzuleitenden 
Formel méchte ich daher eine ahnliche Ste]! ung in der Theorie der algebraischen 
Funktionen zuweisen, wie sie die Abelsche Transformationsformel in Abschn. 9 
fiir die Zahlentheorie besitzt. 

Die reduzierende Funktion fiir das lemniskatische Integral ist durch die 
Identitat 


(x — 1)? [a8&—(r — 2) 22—(2 tr — 3) x —(3 tr — 4)] 
= x4(24—t) + [(47 — 5) x —(3 tr — 4)] 


gegeben, und aus dieser leitet man das Gebilde 


(1) 





Vy 22—(r — 2) x*@— (2 rx — 3) e— (3 tr — 4) 

/(2—1) (4t—5) x (3t—4)] 
ab. Zur Auffindung der weiteren Reduktionen ist der Ubergang zur hyper- 
elliptischen GestaJt erforderlich. Dies wird durch die Substitution 


(3) (47 — 5) x — (31r — 4) — 


rt—?T 








bewirkt. Bezeichnen &,, &,, &, die Wurzeln der Gleichung 
(4) &_—(r — 2) &—(2 rt — 3) F—(3 tr — 4) = O, 
so werden zufolge (1) die Werte x = &,, &,, 
formiert und (2) geht iiber in 

(5) Vz(2*— &) (2— &) (@— &). 

Die gesuchten reduzierenden Funktionen sind nunmehr gegeniiber der Sub- 


stitution z = — z’ variant, so daB je zwei Funktionen durch diese miteinander 
verkniipft sind. In dem Ansatz 


wre 


tre 
—tN 


3 in z + &, + & trans- 











(z — §?) (z+ w,z+ 0&6, 

(6) — aii = tone o 

sind @, @,,@ vom Modul t abhiingige Parameter. Bei z = £1, & fallen je 
zwei koordinierte Zweige zusammen. Zudem nimmt die Funktion bei z = 0, « 
den Wert 1 an. Indem dies auch fiir die weiteren Nullstellen des Polynoms 
in (5) z = — &, — 3, — & erfiillt sein soll, erhailt man Bedingungen zur Be- 
stimmung von @,, @., 0. Die Verzweigung der reduzierenden Funktion ist 
jedoch erst durch symmetrische Ausgestaltung des Ansatzes (6) bzgl. &,. &. &, 


definiert. Hierzu werde @ als Zahl im kubischen Kérper K (&) aufgefaBt : 


(7) wo=ARP+uE 


und @,, @s, @, als zueinander konjugierte Werte angenommen. Nunmehr 
haben wir es mit vier unbestimmten GréBen /, 4, vy, o zu tun. Indessen liefert 
jede Beziehung fiir £, bzw. £,, &, drei Bedingungen. 
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Setzt man in die rationale Funktion (6) den Wert 
(8) z=— Ff 
ein, so 1aBt sich der nichtquadratische Faktor vermége (4) in ein negatives 
Quadrat umsetzen: 

z— § &3(&, + 1) 

(9) 28 T gas Bee 
Da (6) bei (8) den Wert 1 annehmen soll, so erhailt man eine in K (i) zerleg- 
bare Bedingung, so daB durch Ubergang zu konjugiert-komplexen Grépen und 
Anwendung der Substitution z = —z’ sémtliche vier reduzierenden Funktionen 
gefunden werden. Es ergeben sich die Gleichungen 


.t—!1 

(10) §{— a, 87 + © babs= i 27 (El — on b+ 0 &), 

2 . tT-1 
(11) S{— abt + 0 bs— i 2 7 (EB — ob + 0 be). 
Die Differenz fiihrt auf eine Gleichung in é, 
(12) gg, 2-7) _ 9-0, 

&, i 

in der 
(13) w= (E+ lhwa=2 &+ p’ E+’ 


bedeutet. Die Reduktion von (12) auf ein quadratisches Polynom in é, 
mittels (4) und Nullsetzung der Koeffizienten ergibt 

(14) @=3r—4, N=—1+2, p’= (t—1)*. 

und » in (7) lassen sich durch A und t ausdriicken: 

p=1—(r—1) (A+ 1) 

y= (A— 1) + (r— 1) (tx —-A). 

Eine zweite Gleichung in &, von hinreichender Einfachheit wird folgender- 
maBen erhalten. Aus (4) und (14) ergibt sich 


(16) o= § &2&3. 
Nach Einsetzung in (10) und (11) kann der Faktor &, entfernt werden. Die 
Beseitigung der Nenner in (10) und (11) und Differenzbildung ergibt sodann 


(17) Hof + B= ie — (Po + BS). 

Die Reduktion beider Seiten auf quadratische Polynome in £, und die Gleich- 
setzung der Koeffizienten der héchsten Potenz ergibt 

(18) A—1=i(t—1). 

Die Gleichsetzung der anderen Koeffizienten bestiatigt dies Ergebnis nur, 


wodurch die Uberbestimmtheit des Gleichungssystems zum Ausdruck gelangt. 
Der Modul rt steht mit dem Parameter ¢ in Abschn. 1, (11) in der Beziehung 


(19) os ( 3T =r): 


|t—l1 


(15) 


— Ws 


z > 
>3 


und es ist ¢ der Transformationsmodul und 7 der Periodenteilungsmodul, an 
deren Normierung jedoch der Zahlk6rper K (i) gemaB den Angaben in Abschn. 7 
Fig. 5 eingeht. 


- Mu 


ie 
in 


ir, 


ng 


an 


=! 
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12. Mehrfache Reduzierbarkeit 

Bestehen unter den transzendenten Moduln zwei lineare Relationen 

Ot) + Agto+ agtg= 0, 

Bit + Bete+ Bsts= 9, 
so lassen sich durch Bildung linearer Kombinationen mit Koeffizienten aus K (i) 
unendlich viele Relationen ableiten. Diese stellen jedoch mehrfache Reduzier- 
barkeit nur dar, wenn jeder Relation eine positive Zahl als Reduktionsgrad 
entspricht. Die Berechnung der Reduktionsgrade fiihrt auf denselben alge- 
braischen Zusammenhang von Abschn. 3, (9)—(11), so daB die Gesamtheit 
aller Reduktionsgrade durch eine binire Hermitesche Form (A, B, C) dar- 
gestellt wird, die nunmehr auf positiv-definite Formen einzuschrinken ist. 
so daB die Diskriminante H(c) nach Abschn. 3, (11) einen negativen Wert 
erhalt. Die Relationen (1) lassen sich so auswihlen, daB die c keinen gemein- 
samen Teiler haben. Da die Moduln ¢ den Zahlen ¢ aus K(i) proportional 
sind, ergibt sich, daB auch das Hauptintegral auf ein iemniskatisches Integral 
reduzierbar ist. Der Reduktionsgrad m berechnet sich nach Abschn. 2, (16) zu 
(2) m = — H(c) = |Dj, 
ist also durch den absoluten Wert der Diskriminante der positiven Hermite- 
schen Form gegeben, die die Reduktionsgrade der unendlich vielen reduzier- 
baren Nebenintegrale darstellt. 

Zur Gesamtheit aller reduzierbaren Integrale gelangt man durch Bildung 
linearer Kombinationen aus allen drei Zeilen des Periodenschemas. Die 
Reduktionsgrade lassen sich nach Abschn. 2, (17) durch eine definite ternire 
Hermitesche Form 


(3) Axté+ Bry+ Bey+Cyy—Dzi 
darstellen. Zu bemerken ist, daB nur in der hyperelliptischen Gestalt des 
Gebildes simtliche Reduktionen durch rationale Funktionen vermittelt werden. 


(1) a, B aus K (i), 


13. Darstellung negativer Zahlen, endliche Gruppen 
Abschn. 5 bedarf einiger Erginzungen, wenn auch die Darstellung nega- 
tiver Zahlen — m durch die Form H in Betracht gezogen wird. Indem die 
Bezeichnung von Abschn. 5 wieder aufgenommen wird bis auf die Zahl m, 
die nach Abschn. 12, (2) den Reduktionsgrad des Hauptintegrals bezeichnet, 


bleibt nunmehr ab + @ b stets negativ und der in Abschn. 5, (3) eingefiihrte 


Winkel ¢ bewegt sich zwischen 2 und = . Anstelle von Abschn. 5, (7) hat man 


(1) |c|?+ m = 2 cos(a— @g) |ab}, 

so daB c in der angegebenen Weise nicht mehr zu reduzieren ist, wenn | 
wesentlich kleiner als /m wird. Bei 

(2) le| = 2m 

gilt aber fiir das nach Abschn. 5, (4) reduzierte b, da 2 cos(~ — q) den Wert 
/3 nicht unterschreiten kann, 

(3) | < V3 Vm, 
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und da V2 > V3 ist, 
(4) |b] < lel, 


so daB eine Reduktion nach Abschn. 5, (9) bei |c| = V2 m immer ausfihrbar 
ist. Daraus folgt, daB die Anzahl der reduzierten Darstellungen von — m durch H 
endlich ist. 

Es folgt eine Tabelle dieser Darstellungen von m = 1 bis 12. In der letzten 
Spalte ist die nach Abschn. 12 zugehGrige definite Hermitesche Form (A, B, C) 
angegeben. 


(5) m, a, b, ¢, (A, B, C) 
a fete 1 l (1, 0, 1) 
2 — 1 1 0 (1, 0, 2) 
3 —2 1 1 (1, 90, 3) 

—l—i 1+% 1 ee 2) 
4 —2 1 0 
—3—5 1+i 1+i (1, 90, 4) 
,,, —s 1 l (1, 0, 5) 
—2—1 1+i 1 (2, 1, 3) 
6 —3 l 0 | 
eae ore © Te ew eee 6) 
as 2 1+i (2, 0, 3) 
7 —4 1 1 | a 
—3—2i 3+i 2+é/) (l, 9, 7) 
rere, sane! Arun pintigs “a 4) 
—2—1 2 1 (3, 1+4, 3) 
8 —4 1 0 
on OM, ; 1, 0 8 
—2—3i 1+i ae | (1, 9, ) 
—3 2 2 
—17F2i 1+2i +438 (2, 1+4, 5) 
9 —5§ 1 l | 
-1$3i 142% 142:f “ 9) 
—2—3i 14% 1 : 
—-1F2i 142% 1 } @1 5) 
10 —5 1 0 
—~i— 9s i+ 0 (i, 0 10) 
—3 2 1+ a & 5) 
—3 2+i 1+i (3, 1+ 4%, 4) 
Il —6 1 l | 
—4 2+i 24+) (l, 9, 11) 
—3—33 1+: 1 
2S . ai 2 1 2i es] (2, 1 6) 
-3 2 1 | : 
—$4:23 834.8 4 -&% 4) 
Radin’ 1 (4, 2+i 4) 
i2 6 1 0 
3 i 2 0 
3 2 ct 0 
= | 3i 1+ S45 (l, 0, 12) 
$- 0 2 2 
4+% 3+ 3+% 
3% 227i 1+i (4, 2+ 2% ) 


ar 


en 


C/) 
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Die einfachste Definition der Form (A, B, C) ist durch 

(6) H(u,v,w), au+bv+cw=0 

gegeben. Die arithmetische Auflésung der linearen Relation fiihrt auf die 
Koeffizienten von Abschn. 12, (1) zuriick. Die Automorphismen von H, die 
die Relation in sich tiberfiihren, bilden nunmehr eine endliche Gruppe. Diese 
14Bt sich in der gleichen Weise wie bei den indefiniten Formen ermitteln. Der 
Form (2, 1, 2) ist die lineare Relation 


(7) (1+ %)(u—v)=w 
zugeordnet, die nach Abschn. 6 durch die Substitutionen von der Periode 2 
(8) V,V%, Ve V5(1 + 4) 


in sich transformiert wird. Die Zusammensetzung ergibt eine Substitution 
von der Periode 3 
(9) V,V(1 + 4), 
die bereits in Abschn. 6, (11) aufgetreten ist. Die Substitutionen (8) erzeugen 
also eine Diedergruppe von der Ordnung 6, die fiir die genannte Form be- 
stimmend ist (Abschn. 17). 

Fir die Form (1, 0, 1) 148t sich zunéchst in gleicher Weise verfahren. Die 
lineare Relation 


(10) u—v=Ww 

bleibt bei 

(11) V,V5, Vi Vs(2) 

ungeandert. Die zweite Substitution laBt eine Verdopplung des Periodengrades 
(12) V5"V,(1) Va(1 + 4) 

zu und diese mit der ersten zusammengesetzt ergibt eine Substitution 

(13) VV, V2(1) V3(1 + 4) 


von der Periode 8. Eine bessere Ubersicht iiber diese Gruppe ergibt sich aber, 
wenn man H durch 

u=2+2 », f£=v+w 
(14) v= y—z, y=u —w 

w=2—ytiz, z=u—v—w 
in die orthogonale Form 
(15) x¥+y¥J—zz 
transformiert. Diese bleibt ungeaindert, wenn eine der Verinderlichen mit 
dem Faktor i versehen wird. Die gesuchte Gruppe in uw: v: w, die z = 0 un- 
geandert laBt, ergibt sich alsdann als eine der Ordnung 32. 

Das Verschwinden von z oder y stellt nach (14) den zweiten Fall der Ent- 
artung dar (Abschn. 6) und die Existenz einer mit der Gruppe vertauschbaren 
Substitution von der Periode 4 ist unmittelbar ersichtlich. Auch erkennt man 
an der Orthogonalform, daB die Automorphismengruppe von H auBer der 
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durch V, gegebenen Klasse noch vier weitere Klassen von zyklischen Gruppen 
der Periode 4 aufzuweisen hat. 
Das Periodenschema la8t sich beim Ubergang zur Orthogonalform nach (14) 
fir das Hauptintegral reduzieren auf 
(16) Z, ¥,2; —ta, —ty, 2 
und fiir die Nebenintegrale erginzen zu 
= 0, z, y; 0, +z, —iy 
(17) z, 0, 2; #2, 0, —é#z. 
14. Algebraische Ausfiihrungen zu Abschn. 12 u. 13 
Die Fille mehrfacher Reduzierbarkeit sind bereits durch die Reduktion 
des Hauptintegrals auf ein lemniskatisches Integral bestimmt. Es ist also 
d 
(1) eae 
Vy(y—1) 
durch eine rationale Funktion y = r(x) in 
dx 





(2) 





V(x — 21) (x — 2X) (x — 23) \(z — %) (x — 25) 


zu transformieren. Die hierbei méglichen Verzweigungsschemen lassen sich 
wie in Abschn. 1, (6), (7) notieren: 


m y=0 oo 1 
4u 4 mu, 4(u—2)+2+3+3, 2-(24—1)+1+1 
4u+1 4(u—1)+24+3, 4(u—1)+ 2+ 3, 2-24+1 
(3)4u+2 4+ 2, 4(u—1)+ 3+ 3, 2-2u+1+1 
4u+3 4yu+ 3, 4u + 3, 2-24+1+1+1 


4u + 3, 4(u—1)+2+2+3, 2°-(24+1)+1. 


Aus diesen Schemen gehen numerisch bestimmte Funktionen hervor, da die 
Verzweigungsstellen bei y = 0, 00, 1 erschépft sind. 

Den resultierenden Werten fiir die Moduln von (2) entsprechen im trans- 
zendenten Raum die Darstellungen von m in der Tabelle von Abschn. 13, (5) 
bis auf die Fille der Entartung des Gebildes, denen die Form (1, 0, m) zu- 
geordnet ist. Da aber das Integral (2) bei 2,= 2, oder 2,= 2, seine Gattung 
nicht andert, lassen sich auch fiir die Fille der Entartungen reduzierende 
Funktionen angeben: 


2= % M™, y= 9, = 1 
4u 4m, 4(u—1)+3+1, 2:(24—1)+1+1 
(4) 4u+1 4u4+1, 4(u—1)+34+2, 2-2y4+1 
4u+3 4u+3, 4u+2+1, 2-(24+1)+1. 
tem X% 
(5) 4u 4 mu, 4(u—1)+2+2, 2-(24-—1)+1+1 
4u+2 4u4+2, 4u+2, 2-24-—1+1. 
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Die letzteren sind zusammengesetzt aus y = z* und einer Transformation 
des lemniskatischen Integrals, die keine komplexe Multiplikation liefert, so 
daB 2x,, x2, x3, x, nicht mehr harmonisch liegen. An diesem extremen Fall 
wird das Auftreten von Ringklassenkérpern der Ordnung m/2 von K (i) bei 
geradem m in den algebraischen Ausrechnungen unmittelbar ersichtlich 
{ Abschn. 17, (18)]. 

Fir die Induktion in der diophantischen Analysis sind die Fille von Inter- 
esse, bei denen die Polynome unter den Wurzeln in (2) rationale Koeffizienten 
erhalten. Einzelne Fille sind als solche algebraisch erkennbar wie m = 3 in (3) 


(6) y- 2 f Feta" 
Ve—1 Vz 


Da es sich um Diederpolynome handelt, ist (2, 1, 2) die zugehérige Form"). 
Eine hinreichende Bedingung ist, daB es nur eine reduzierte Darstellung von m 
durch H gibt, zu der die definite Form (A, B, C) gehért, oder zufolge Abschn.13, 
(6) nur eine Darstellung von (A, B,C) durch H. Bei m = 0 (mod. 4) kann 
jedoch der Fall eintreten, daB es zwei Darstellungen gibt, von denen jede eine 
Lésung der vorgelegten Aufgabe erzeugt. An der Form (1,0, 4) wird dies 
ersichtlich, deren Darstellungen verschiedene Entartungen des algebraischen 
Gebildes betreffen. Aus der Tabelle von Abschn. 13, (5) ergeben sich als Lésun- 
gen die Fille m = 2,3, 4,5 ferner (2, 0, 3), (3,1 + 7, 3), (2, 0, 5), (4,2 + 4, 4). 
Dariiber hinaus finden sich noch (3, 0, 5) und die beiden Darstellungen von 
(4, 0, 5). Die Begriindung gibt die Darstellungstheorie von (A, B,C) durch 
H (Abschn. 17). Die Besonderheit des Falles (2,1 + i, 5) ist unter (13) vermerkt. 
Fir die Entartungen hat man"): 





(7) (1, 0, 3), y= 4 a%(x + 3), fr Ste 
\422(x2—1)*(x+ 3)8 
12d 
(8) (1, 0, 4), y=—-ge B(x + ». [5 - : 
) —3(a2?— 224 3)*x(x+ 4) 
4dzx 
¢ = 22 (x + 2)%, 
(9) (1,0, 4), y “we hae 


(1, 0, 5), y: y—1:1 =423(2— 5): (x— 6) (2a? —4 x—3)?: 27 (52+ 2), 


60dx 
- . 
f ) 12(2—5)*(x—6)? x(5 2+ 2) 


Die Fille der quadratischen Reduktion lassen sich darauf zuriickfiihren, da 
nach Einl. (4), y= 1 das Hauptintegral durch quadratische Reduktion in 
den Fall x;= x, titbergeht. Wird in (7) und (10) 2’ statt 2 gesetzt, so hat man: 


(10) 


l wv *, 
(7a) (2,1,2), —2’=2r+1+—,/e-1 V—4e 
pe 3 ‘ —— 
(7b) 2, 0, 3), —— = 2%, V x(a2—4) //12(22— 1) 
") Die Reduzierbarkeit dieses Gebildes ist bereits loc. cit. 1 unter (30b) erértert. 


2) Integrale dieser Art finden sich bereits in der Leidener Diss. von W. C. Post, 1917, 
Over de Reduktie van Abelsche integralen tot elliptische. 
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(10a) —(2, 1,3), ith =— 3 (22+1),Va2e+ 1) \—4@— et 5) 
, = 4 = id . 
(10b) —(2, 0,5), mes -—y 2, Voe+1 V— + (a*— 16) . 


Fir (2, 1, 2) wurde bereits die kubische Reduktion in (6) gegeben. Bei der 
Herleitung aus (7) und (7a) ist die quadratische Transformation des lemnis- 
katischen Integrals von Abschn. 1, (3) mit dieser zusammengesetzt. Ent- 
sprechend findet man fiir (2, 1, 3) aus (10) und (10a) die Reduktion fiinften 
Grades 

(11) y: 1: y—1 = 22(x + 5)§: (x + 1)?(2 — 4)8: (6 2274+ 5 x + 8). 


(7a) und (7b) stellen dasselbe hyperelliptische Gebilde dar, indem der Para- 
meter ¢ von Abschn. 10, (1) zueinander reziproke Werte annimmt: 


. By- 4 
(7c) t= 4 bzw. 3° 
Dasselbe gilt fiir (10a) und (10b): 

380 81 
(10c) t= 81 bzw. 80 


und allgemein fiir je zwei Darstellungen der Formen (2, 1, v) u. (2,0,2»— 1) 
und ihre Gebilde. Der Substitution (’ = ¢ ! entspricht naimlich zufolge 
Abschnitt 6, (12) 


‘ 1+i 
QOo=-@Q@ + > 
(12) u’= (1+ it)u+ iw = (1 + i) (w : is) 
v’'= (1+ 4)v 


w= (14+ i) w, 
eine Substitution, die m = — H in den zweifachen Wert transformiert. 
Aus (8) laBt sich auf den Fall (2, 1 + i, 5) schlieBen und die Berechnung 
des Parameters von Abschn. 10, (8) und des Polynoms nach Anm. 8 ergibt 
81 , > » 9 
(13) &= 35> P'= (z4+ 12 224+ 4) (22?— z + 2) (22+ 82z + 2), 
so daB beiden Darstellungen dasselbe hyperelliptische Gebilde zugrunde liegt. 
Bei (3, 1 + i, 3) ist das zweite Schema fiir m = 7 in (3) zur Aufstellung der 
reduzierenden Funktion heranzuziehen, und man hat den Ansatz 
(14) cy =(x+ 1/8 (22+ ax + b)*/24. 
Die Differentiation ergibt die noch fehlenden Verzweigungsstellen 
(15) 423+ (2a+ 1) 2?9—azx—3b=0, 
die gemaiB dem Schema an derselben Stelle y = 1 liegen. Also besteht 


16 


9): 


(16) (a + 1)8 (a? + ax+ b)?—c2 ot [423+ (2a+1)22—azx 3b) (x . 


Durch Vergleich der Potenzen 2* und x findet man eindeutig 


is 13 32 
(17) a=—>j,, b= 9 


it 
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und nach Ausiibung der Substitution z = (7 z’— 2) /9 das Resultat 


y:l:y—l=(24+ 18 (22°—32+ 2): ig (72—2)9: (x + 2)(22%— 2a? + + 2— >) 
(18) 





(3,1+4,3), V(2Q22—3 2+ 2) (z+ 2) Viz + 1) (7z—2). 


Der Fall (4, 2 + i, 4) geht aus dem ersten Schema fiir m = 11 in der Weise 
hervor, daB die drei voneinander verschiedenen Nullstellen bei y = 0 nicht 
mit denen bei y = © in Involution liegen. Eine Ableitung nach einer dio- 
phantischen Methode wird im iibernichsten Abschnitt gegeben. 


15. Polygonecken und Randpunkte aus K (i) mit rationalen Parameterwerten 


Fiir die Lésung der vorgelegten Aufgabe von Abschn. 14 la8t sich auch die 
mehrfache Reduzierbarkeit des Gebildes auf lemniskatische Integrale heran- 
ziehen. Sobald der Reduktionsgrad n nur einmal in der Form (A, B, C) dar- 
stellbar ist, kann man schlieBen, daB das Parametersystem der reduzierenden 
Funktion rationale Werte annimmt. In den letztgenannten Fallen der Formen 
(3, 1 + i, 3) und (4, 2 + i, 4) existieren derartige Zahlen n nicht, da die Formen 
eine Transformation der Periode 2 bzw. 3 in sich besitzen, deren Fixpunkte 
nicht in K (i) liegen. Indessen haben die weiteren Fille der Formen (3, 0, 5) 
und (4, 0,5) zwei Zahlen n der verlangten Art aufzuweisen. Zudem werden 
die Darstellungen von m = 15 und 20 durch — H, denen die Formen zugeordnet 
sind, in bereits bekannte Fille transformiert, wenn man die Spiegelungen am 
Halbierungskreise der Polygone von Abschn. 7, Fig. 3,5,6 in Anwendung 
bringt. Der Parameter der reduzierenden Funktion ist hierbei einer linearen 
Substitution in rationalen Koeffizienten unterworfen, die den gesuchten 
rationalen Wert liefert. Das bereits im vorigen Abschnitt bei n = 2 ange- 
wendete Verfahren werde an der Form (3, 0, 5) naiher ausgefiihrt. 

Bei n = 3 hat man als reduzierende Funktion 


“(1) y:l:y—1 = 24(24—1r—2):—(27+ 1) x4+1: (x—1)*(x—1) 


und das Gebilde 
(2) Vx(2—t) V (2—t— 2) (21 + 1) z—TI. 


Durch die simultanen Substitutionen 





(3) yoy, = 2, =! 


werden (1) und (2) in sich transformiert. Der in Abschn. 10 benutzte Modul ¢ 
ist bei (3) invariant und daher durch 

(r+ 1) 
(4) t=-— 
gegeben. Die Substitution von ¢, die der Spiegelung am Halbierungskreise 
von Abschn. 7, (11) entspricht, laBt sich bereits den Entwicklungen in Ab- 
schnitt 10, (23), (24) entnehmen: 

- —t+4 ™T+2 
(5) "eT crs 
Math. Ann. 131 9 


bzw. 7’=— 
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Fir den Fixpunkt t = 1 von (3) enthalt das Gebilde (2) auch eine Reduktion 
vom Grade n = 2. Nach Abschn. 14, (7b) ist (2, 0,3) die zugehérige Form. 
Ein zweites Gebilde von dieser Eigenschaft ergibt sich, wenn die Verzwei- 
gungsstelle z= oo in (2) zum Fixpunkt einer Involution gemacht wird. 
Wenn —rtz fiir x gesetzt wird, berechnet sich die Involution und der 
Parameter zu 


(6) xa=—2’—1, r=—#. 

Nach Abschn. 14, (10a) ist (2, 1, 3) die zugehérige Form. Der Wert rt von (6) 
in (5) eingesetzt, ergibt r = — 8 und das gesuchte Gebilde 

(7) (3,0,5), Va(z+ 1) V(+42)(1—152). 

Die Einzelheiten sind aus nachfolgender Tabelle zu ersehen : 


n=3, u+viw=0, u:v=a 


u, v, w, (A, B, C), Tt 

oe 1, 0 2 eS 

.9 1, 1 a, 0, 3), —2 

(8) SF gly = ike Ges 
ee a ae “gus (2, 0, 3), 1 
ce) ae oe (2, 1, 3), —2/5 
Sie Yc’ oi Se a 


Die drei Entartungen und der vierte Wert geben die Ecken des Polygons von 
Fig. 3, die zwei folgenden liegen auf dem Rande desselben und gehen durch die 
Substitution von Abschn. 7, (11) ineinander iiber. 

Auf dieselbe Weise gewinnt man Tabellen fiir die Polygone in Fig. 5 und 6. 


I. Fall n=5, (l+%)(u+v)+w=0, 


. w+4 . 8 
Stee, Seger. Fe F- 
u, v, w (A, B, C), t 
(9) —hdt 1, +(1—é) (1, 0, 0), 11428 
-1, 1, 0 (1, 0, 2), © 
— 3, 2, 1l+i (2, 0, 5), O 
—2—i, 1 + i, 1+i (l,.0, 4), 9 
—3—2i, 243%, 2 (4, 0, 5), “> 


Die beiden letzten Werte sind Randpunkte und gehen durch die oben an- 
gegebene Spiegelung am Halbierungskreise ineinander iiber. Aus der Formel 
von Abschn. 1, (11) erhaélt man das Resultat 


(10) (4,0,5), V92?+ 32 /e2@—72+1. 
Fiir das Polygon von Fig. 6 ergibt sich die Tabelle 
II. Fall n=5, uwt+2v+w=d0, 


(11) —_ —,  _S3w+2 5, _ —3t+4 
Os 9 a, —™ ~Toss’ 4t+3 ° 
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u, v, w (A, B, C), t 
—I1F i, 1, —1lis (1, 0, 0), is 
af, 1, =i (1, 0, 1), © 
— 3, 1, 1 (1, 0, 5), —3/4 
a 1, 0 ee ee ee 
—2—4, 1, i (l, 0, 3), O 
—2+4, 1—4i, t (2, 1, 3) 2+2s/1—2¢ 
asf, 3, ww (4, 0, 5), —7 
—4+i, 3-21, —2+3:% (3, 0, 5), 4/3. 


Aus dem vorletzten Wert fiir ¢ erhalt man nach Abschn. 1, (12) das Resultat 
(12) (4,0,5), V/2*+ 162+ 14 (22+ 1) (22—35) 

und aus dem letzten Wert eine Kontrolle fiir (7). Der Wert w = — ; + . 
dem die Form (2, 1, 3) angehért, ist kein Randpunkt des Polygons, liegt aber 


auf dem Halbierungskreise. Den Parameterwert kann man aus dem Additions- 
theorem der lemniskatischen Funktion 


ON teal J 
Ve ‘¥s(ye—1)? + V¥e(yi—1)? 
(13) Vy = Vail ye ) + Vural 
Vn —Vi¥e 
herleiten, indem die reduzierenden Funktionen fiir n = 3 und 2 folgendermaBen 
eingesetzt werden: 


ae game / 1 ]/ (2—4)(xz+ 5) 
(14) Vn-22 | — 5(x+ 5) Va -—3 | -_ ° 
Daraus ergibt sich die reduzierende Funktion fiir n = 5 
(15) y:l:y—1=4(2+ 5) (2— 2—i)*: — 5(xa— 4) (x + 1)? (2 + 2): 


x[2 22— (3+ 4%) x— 29+ 28i}* 
und aus dieser der Wert von ¢. 


Das Polygon fiir n = 4 wurde bisher nicht in Betracht gezogen. Dasselbe 


ist aber in einfachster Weise aus Kreisbogendreiecken mit den Winkeln 
713 ,0 zusammengesetzt und die Fille der komplexen Multiplikation 


in K(i), fir die ein rationaler Wert des Parameters in Frage kommt, sind 
aus Abschn. 14, (7c), (10c) bekannt. Daraus gewinnt man folgende Tabelle 


n=4, u=2w, v:w=a, 


u, v, w (A, B, C), 
0, 1, 0 (1, 0, 0) —1 
— 4, 1, —2 . = 
— 4, 1—2i, —2 (1, 0, 4), —1/3 
(16) —2-—2%, 1, —l-—i (1, 0, 2), 
— 2, l, -—] (1, 0, 3), 00 
— 2, 1—i, —] (2, 1, 2), —1/2 
— 4, 3, —2 (4, 0, 5), —9/7 
— 4, 3—2i, —2 (4, 0, 5), —9/11. 


Q* 
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Die Zerlegung des Polygons in zwei Dreiecke mit den Winkeln ~ 
zufolge Fig. 4 und Abschn. 10, (40) durch die Substitutionen 
(17) @=o-i, Um aey 
vermittelt. Bis auf die Koinzidenzen w = oo, — 4+ 4 werden je zwei Werte 
in (16) durch (17) ineinander iibergefiihrt, insbesondere die beiden Werte, 
denen die Form (4, 0, 5) angehért'*). Diese gestatten eine Kontrolle von (10) 
und (12). 


roy’ = 0wird 


16. Einfiihrung der Invarianten 

Bei den bereits erwihnten Formen (3, 1 + %,3) und (4, 2 + i, 4) gibt es 
auch fiir den niedrigsten Reduktionsgrad n = 3 bzw. 4 mehrfache Parameter- 
werte. Die Ermittlung der Polynome gelingt durch die bei linearer Transfor- 
mation invarianten GréBen, die rationale Werte erhalten, wenn dies fiir die 
Koeffizienten des quadratischen und kubischen Polynoms gilt. Die Poly- 
nome werden wie zuvor mit 
(1) ax+ba+cxrid, aa+Bpriy 
bezeichnet. Die vier geraden Invarianten, aus denen zwei absolute Invarianten 
gebildet werden kénnen, stellen sich nach G. SaLmon dar"): 


D (4, 0) = Pe?—4ahb—4b8d+ 18abcd—27 ad? 


l labed0O 
A(0,2)={ P—« job 

(2) a f ) /0 abcd 

‘3a b c | R(2,3)=|«a By 00! 

J(2,1)=| 6 ¢ 3d| Oapyo 

(a $B y | 00a py, 
13) ~~ 33) Dem rationalen Vorkommnis liegen scccaains GesctamABigksiten zugrunde. 
Wird die Gruppe der Dreiecksfunktion mit den Winkeln—>, J Odurch (4 ;) and o ot 


erzeugt, so sind durch die Substitutionen mit der Determinante 2 je zwei der 4 Formen- 
klassen eines imaginar-quadratischen Zahlkérpers, die modulo 4 oder 8 entgegengesetzte 
Charaktere haben, einander zugeordnet, indem es unter den die Formen darstellenden 
Punkten ineinander transformierbare gibt. Der Wert von s in Abschn. 10, (8) gehért als- 
dann einem Unterkérper des Klassenkérpers vom Grade h/2 an. Fiir diese Zahlen lassen 
sich Satze aufstellen, die die Satze iiber die singularen Werte wesentlich erginzen. So 
gibt es fiir die imaginar-quadratischen Grundkérper K (i Vp) » wenn p = 5 (mod. 8) und 
eine Primzahl ist, eine ganze Zahl £ aus dem Unterkérper ungeraden Grades des Klassen- 
kérpers, fiir die s=—4& und p(4 + 1) = Quadrat 
erfiillt ist. Sodann ist die Gleichung fiir jedes p in rationalen Zahlen lésbar und es folgt 
der loc. cit. 1 oberhalb der Tab. 7 genannte Satz. Zum Beweise l4Bt sich auch der Grund- 
kérper K (i /2 p ) heranziehen. Da jedes Geschlecht der Zahlkérper i)/5 , i 13, i 37, 
und i//10,i 58 nur eine Klasse hat, werden die in der Tabelle angegebenen Lésungen 
sogar unmittelbar erzeugt. 

Bemerkenswert ist ein dritter Beweis, bei welchem nur K (i) zugrunde gelegt und der 
Ringklassenkérper der Ordnung p eingefiihrt wird. Um an den Modul ¢ in (16) oben an- 


zukniipfen, so liegen die Wurzeln )i(3t+ 1), /—2¢(t+ 1), Vpt(t—1) im Unter- 
. . — _ _—(n*+ 2? i 
— ungeraden Grades. Die Rationalisierung t= By — 49+ 12 ergibt p(7*+ 4) = Qua- 
14) Vorles. iiber die Algebra der linearen Transformationen, deutsch bearb. v. W. Frep- 
LER, 2. Aufl. 8. 243, Leipzig: Teubner 1877. 





“ 
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Nach Abschn. 1, (10) findet man fiir n = 3 
sili ts ctglien = 4 fan} 
VDA t*’sypa ® , 
Die Annahme, daB die Invarianten rationale Werte haben und der Parameter 
einer quadratischen Gleichung geniigt, fiihrt zu dem Ansatz 


(3) 2+ 5 


3 — 
(4) 1—+ =r, 
in welchem r als rationale nichtquadratische Zahl gedacht ist. Daraus folgt 
5 27 R i j - oo / 
(5) 4 AVDA = (1 —\r (7 —\r)- 7+9r—Vr (15471). 
Indem der rationale Anteil verschwinden muB, erhalt man als einzige Lésung 
6 J? 7 R 2° 
(8) aie meat Ce) Bede 


Diese Werte ergeben sich auch aus den in Abschn. 14, (18) fiir die Form 
(3, 1 + i, 3) erhaltenen Polynomen. 

Weniger einfach gestaltet sich die Auffindung der Polynome fiir die Form 
(4, 2 + i, 4). Dennoch darf die nihere Ausfiihrung in methodischer Hinsicht 
Interesse beanspruchen. Man hat bei n = 4 

J? (142 + 164+ 3) 

(6) Peds «omy 402(t2 — 1) 
Das gesuchte r ist eine rationale Zahl und ¢ geniigt einer kubischen Gleichung. 
Da t in (6) bis zum vierten Grade ansteigt, gibt es noch einen rationalen Wert 
von t, der r erzeugt. Der kubische Zahlkérper ist auch durch die kubische 
Resolvente von (6) gegeben. Als solche'®) findet man 
(7) &+2 +r’ &—r'=0, r+3= 16r’. 
DaB der kubische Kérper zyklisch tiber K(i) ist, 14Bt sich bereits daraus 
schlieBen, daB nicht nur x = 4, sondern auch n = 6 durch die Form nur drei- 
mal dargestellt wird, also derselbe Kérper auftritt, wihrend bei der Her- 
leitung der reduzierenden Funktionen aus dem Additionstheorem nach Ab- 
schnitt 15, (13) auch Zahlen aus K(i) eingehen. Daher ist die Diskriminante 
von (7) das — 1-fache einer Quadratzahl und man hat die diophantische 
Gleichung 
(8) r’(417r'2+ 59 r’— 32) = Quadrat. 
Diese hat eine Grundlésung r’= — }, aus der sich eine Kette unendlich vieler 
Lésungen ableiten 1aBt. AuBer den Kubaturen, bei denen (7) reduzibel wird, 
erzeugen diese denselben Kérper, der sich als kubischer Unterkérper des 
Ringklassenkérpers der Ordnung 11 von A (i) herausstellt. Die einfachsten 
Lésungen sind 
(2) f= — 5, 16, 2, —-> dew. # = — 11, 11- 23,33, , 

i5) Am einfachsten ergibt sich diese aus der Verwandtschaft 

(@— 1) 8+ (148 + 164+ 3)s+r=0, 

indem man nach ¢ ausrechnet und das kubische Polynom unter der Wurzel durch 
8 = 4 §— 1 substituiert. 
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aber erst der vierte Wert ist durch einen rationalen Wert ¢ = — a in (6) 


erzeugbar. Die Seltenheit dieses Vorkommnisses leuchtet ein, wenn man in 
die Bedingung (8) den Parameter ¢ einfiihrt, wodurch ein hyperelliptisches 
Gebilde vom Geschlechte g = 3 erhalten wird. Daher ist die Annahme be- 
rechtigt, daB dieser Wert der gesuchte ist. Zuniachst ergibt sich aus (6) 


(10) 8-774 4-7-13+ 2-38¢+ 34 =0. 


Die Annahme findet darin ihre Bestatigung, daB auch die zweite absolute 
Invariante rational ausfallt : 


“. JA _ #1) (4+ 16443) _ 1-3 

(11) R~ 3t+1 oo, ae 2 

und den vier Invarianten in (2) sind die Werte 

(12) D=—4-11%, 4=11-34, J =— 112-42, R= 11?- 144 


zu erteilen. Die Bestimmung der Polynome aus einer der typischen Dar- 
stellungen’*) ist numerisch weitlaufig. Ein arithmetisches Verfahren ist vor- 
zuziehen. Als kubisches Polynom laBt sich nach (7) u. (9), (r’ = 16, § = — 22) 


(13) e—a?+4274+2 

ansetzen. Fiir dasselbe gilt 

(14) = (x—4) (mod. 11), 

(15) =(x—2)(22+ 2—1) (mod. 7). 

Vermége (14) hat man fiir das quadratische Polynom den Ansatz 
(16) u zv—2(4u4+ llv)r+5u4 llw, 


in welchem u, v, w ganze natiirliche Zahlen bedeuten. Aus (16) und (13) folgt 
A= 11(u? + 8uv+ ll v—uw) = 11-34 
(17) J = 112(u + 2v + w) = — 112 - 42 
3(u + 2v— 7)? — (wu + v— 42)? = —3- 2°. 
Die letzte Gleichung hat als einfachste ganzzahlige Lésungen 
u+2v—7=416 
u+v—42 =+48. 


Aus (15), (16), (17) ergibt sich «=v (mod. 7) und in (18) sind gleiche Vor- 
zeichen zu wahlen. Das negative entfallt, da u,v, w durch 3 teilbar werden. 
Somit verbleibt das quadratische Polynom 


(19) 157 22 + 218 x + 70, 


(18) 


das = 2?(x — 2)?(2 x + 3)? ist, wenn (13) als Modul genommen wird, also 
die Norm R in (12) hat. Das Endresultat 
(20) (4,2+ 4,4), V/3a3+ 1622+ 152+ 4 /22@— 602+ 9 
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ist auch leicht zu verifizieren. Denn es ist 


(21) 329+ 1622+ 152+ 4=22(32—1)? (mod. 2*— 60x + 9). 


17. Darstellung binirer Hermitescher Formen durch H 

Die Darstellungstheorie ganzer Zahlen durch H findet dadurch ihren Ab- 
schluB, daB auch die Darstellung binirer Hermitescher Formen durch H in 
Betracht gezogen wird. Nach Abschn. 3, (9)—(11) entspricht jeder Dar- 
stellung von n eine Darstellung einer biniren Hermiteschen Form (A, B, C) 
mit der Determinante D = n. Dieser Satz ist nur eine Ausdehnung des GauB- 
schen Satzes iiber terniire Formen auf die spezielle Hermitesche Form H. 
Als Grundlage der Untersuchung dient der Satz, daB jede ternire indefinite 
Hermitesche Form mit der Determinante — 1 aquivalent mit H ist'’). Stellt 
eine solche Form die binire Form (A, B, C) eigentlich dar, so laBt sie sich in 
(1) Avt+Bry+Bry+iCyy+ Pxri+ PEz+ Qyz+ Qyz+ R22 
transformieren und es besteht 
(2) DR+AQQ—BQP—BOQP:+CPPe-1. 
Da (1) mit H aquivalent ist, vermittelt z = 0 auch eine eigentliche Darstellung 
von (A, B,C) durch H. Zufolge (2) hat (A, B, C) keinen Teiler. Die Form 


kann man reduziert ansetzen, die Reduktionen von P und Q sind durch die 
Substitutionen 


(3) r= 2'+n2z, y= y+ Bz 
gegeben, in denen 7 und # ganze Zahlen aus K (i) bedeuten. Es ist 
(4) P’=P+A%+ Bd 
= 2+ B+ C3, 
und daraus ergibt sich 
(5) AQ—BP’=AQ—BP=éE (mod. D). 


Bei Aufstellung der Kongruenz fiir § darf A prim zu D angenommen werden, 
und man erhalt aus (2) 


(6) &E=A (mod. D). 


Umgekehrt zeigt man, daB jeder Lésung von (6) aquivalente Formen in (1) 
zugeordnet sind. Ferner folgt aus der Substitution 


(7) z2=%2', 
daB auch die den Lésungen 
(8) &,¢ &,— &,—s€ 


zugeordneten Formen untereinander aquivalent sind. Unter Beriicksichtigung 
von (8) ergibt sich aus der Kongruenz (6) als Darstellungsanzahl von (A, B, C) 





1’) Ein elementarer Beweis ist durch Ubertragung der Ausfiihrungen bei C. F. Gauss, 
Dis. Arith. Abschn. V, § 272—277 auf Hermitesche Formen gegeben. 
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durch H bei D = 0 (mod. 4) die Ringklassenzahl der Ordnung D von K (i) 
und bei D = 1 (mod. 2) und D = 2 (mod. 4) die Hialfte dieser Zahl"*). Bei 
D = +2 tritt die Besonderheit ein, daB je zwei Lésungen von (8) zusammen- 
fallen. Eine weitere Reduktion der Darstellungsanzahl tritt dadurch ein, 
da8 nicht jeder Automorphismus von (A, B, C) sich zu einem solchen fiir die 
Form (1) ergiinzen laB8t. In diesem Falle ist die genannte Anzahl durch den 
Index der Untergruppe der erginzungsfahigen Automorphismen zu dividieren, 
um die endgiiltige Anzahl der Darstellungen von (A, B, C) durch H zu erhalten. 
Bei indefiniter Form (A, B, C) ist die bereits in Abschn. 3 erwihnte Unter- 
gruppe zu ermitteln. Die Reduktion der Formen ist durch den Klassenzahl- 
satz'*) gegeben. Bei D = n = 0, 2, 3 (mod. 4) existiert nur eine Klasse, und 
die Form 1aBt sich auf 
(9) xE—nyy 
reduzieren. Bei n = 4¥+ 1 treten die Formen zweiter Art hinzu, die nur 
gerade Zahlen darstellen. Als reduzierte Form hat man 


(10) 2eet+xzyt+ Zy—2vyy. 
Um die Ableitung an (9) zu vollziehen, setzen wir die Formel fir die repro- 


duzierende Gruppe 
2=Tr'+nODy’ 


(11) y=Ux'+Py, TT—nUU=1 
in (1) ein, wobei die Spezialisierung 

(12) A=l1, B=0, C=-—n 

vorzunehmen ist. Alsdann erhélt man 

(13) QV=nPU0+QT 

und aus (5) und (13) 

(14) Q=§&, &=ET (mod. xn). 


Vermége (3) 14Bt sich (11) zu einem Automorphismus von (1) nur dann er- 
ganzen, wenn dieselbe Kongruenzwurzel erhalten wird. Fiir die gesuchte 
Untergruppe gilt daher 


(15) T=1 (mod. n), 
hingegen fiir die vollstandige reproduzierende Gruppe von (9) zufolge (11) 
(16) TT =1 (mod. n). 


Nach dem Satz iiber das Grundproblem der Kongruenzgruppen"*) existieren 
auch fiir jede Kongruenzwurzel von (16) reproduzierende Substitutionen, so 


18) Eine Behandlung der Kongruenz (6) findet sich in meiner Arbeit: Transformierbare 
automorphe Funktionen und quadratische Formen, Math. Z. 48, 161—204 (1937) und 
321—352, ferner 44, 555—567 (1938), und zwar in TeilI, Abschn.3. Die folgenden 
Zitate aus dieser Arbeit betreffend das Grundproblem der Kongruenzgruppen und den 
Klassenzahlsatz der binaren indefiniten Hermiteschen Formen findet sich in Teil I, 
Abschn. 7 bzw. 10 und in Teil II, Abschn.7. Die Voraussetzungen bei den Beweisen 
sind jedoch daselbst teilweise andere. 
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daB &’ in (14) siémtliche Wurzeln von (6) durchliuft. Daraus ergibt sich der 
Satz: 

Die indefinite Hermitesche Form (1,0, —n) hat nur eine Darstellung durch H; 
und der angekiindigte Satz: 

Sdmtliche Darstellungen einer positiven ganzen Zahl n = 0, 2,3 (mod. 4) 
durch H sind untereinander dquivalent. 

Bei n = 1 (mod. 4) treten die durch den algebraischen Ansatz nach Ab- 
schnitt 1 indizierten zwei Klassen auf, die den Formen (9) und (10) ent- 
sprechen. 

Im Falle der definiten Formen ergibt die Substitution nach (3), die P 
und Q zum Verschwinden bringt, daB (A, B,C) stets positiv ist. Zur Be- 
stimmung der reproduzierenden Gruppe von (A, B, C) ist der Diskontinuitits- 
bereich der biniren unimodularen Gruppe in K(i) im Halbraum heranzu- 
ziehen'). Metazyklische Gruppen treten auf, wenn der repriisentierende 
Punkt der Form mit einer der drei im Endlichen liegenden Ecken des Tetra- 
eders aiquivalent ist. Die beiden Fille der diedrischen Ecken sind in Ab- 
schnitt 13, (7)—(15) diskutiert. Die oktaedrische Ecke repriisentiert eine 
Form (2, 1 + i, 2) mit dem Teiler 1 + i, die durch H nicht dargestellt wird. 
Der Fall der zyklischen Gruppe ist gegeben, wenn der reprisentierende Punkt 
der Form (A, B, C) auf einer Kante des Tetraeders zu liegen kommt. Ent- 
sprechend den sechs Kanten findet man folgende Tabelle 


(A, B, C) Periode 
a) (A, 0, B) 4 
b) (2a, (1+4)4, gp) 4 
(17) ce) (2 A, A+ tm, 2 A) 3 
d) (24, A, n) 2 
e) (A, M, A) 2 
f) (A, (l+%)p, A) 2, 


in der A und yu reell und die Formen reduziert anzunehmen sind. Der oben 
erwihnte Index ist im allgemeinen gleich der Periode der zyklischen Gruppe. 
Im Fall a) bei A = 2 und im Falle b) bei A = 1 erniedrigt er sich auf den Wert 2 
und im Falle a) und d) bei A = 1 auf den Wert 1. Nach diesen Angaben laBt 
sich die Anzahl der wesentlich verschiedenen Darstellungen einer definiten 
Form durch H in jedem Falle berechnen. 

Der Zusammenhang dieser Theorie mit dem Auftreten der Ringklassen- 
kérper von A(i) bei mehrfacher Reduzierbarkeit ist durch die Betrachtung 
simtlicher reduzierbaren Integrale nach Abschn. 12, (3) gegeben, und zwar 
hat, wenn m = — D nach Abschn. 12, (2) definiert ist, der Ring die Ordnung m 
oder m/2, je nachdem m ungerade oder gerade ist. Bei dem Beweise geht man 
von einem Periodenschema aus, das die Perioden saimtlicher reduzierbaren 
Integrale ohne Teiler erzeugt. Bei ungeradem m geniigt das der terniren 
Form von Abschn. 12, (3) zugehérige Periodenschema der Forderung, bei 


1) R. Fricke u. F. Kiers: Automorphe Funktionen, Bd. 1. Leipzig: Teubner 1897. 
Die Picardsche Gruppe, 8S. 77—90. 
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geradem m ist der Teiler 2 zu entfernen. Alsdann sind die Determinanten 
zweiten Grades in der Matrix 

t |@,... We 

(18) 2 |w,...3, 


auf gemeinsame Teiler zu untersuchen. Bei jedem Integral, dessen Perioden- 
determinanten (18) einen gemeinsamen Teiler aufzuweisen haben, ist die re- 
duzierende rationale Funktion mit einer Transformation des lemniskatischen 
Integrals vom Grade des Teilers zusammengesetzt, die das Auftreten von 
Ringklassenkérpern begriindet. Die Analyse des durch (18) gegebenen Kon- 
gruenzsystems fiihrt zu dem oben genannten Resultat, daB der Teiler in m 
bzw. m/2 aufgehen muB. 

Die Anzahl der Lésungen der Kongruenz (6) ist bei ungeradem m durch 
die halbe Ringklassenzahl gegeben. Fiir die Teilschar der Nebenintegrale 
ergibt sich daraus, daB bei der Aufstellung der reduzierbaren Integrale ein 
Unterkérper dieses Grades aus dem Ringklassenkérper hinreichend ist. Bei 
geradem m findet fiir die Nebenintegrale derartiges nicht statt, indem der 
Ringklassenkérper der Ordnung m/2 auftritt. Bei m= 0 (mod. 4) betrigt 
zwar die Anzahl der Lésungen der Kongruenz (6) das Doppelte. Jedoch gilt 
nach (6) n=1 (mod4) fir die durch (A, B,C) dargestellten ungeraden 
Zahlen n, und es treten Reduzibilitaten auf, die bereits aus dem algebra- 
ischen Ansatz nach Abschn. 1, (6a, b) erkennbar sind. 


18. Die Transformation modulo (1 + i) 


Bei den biniren Hermiteschen Formen von der Determinante D = — 2 
und dem Teiler 1 + i ist die reproduzierende Gruppe oktaedrisch. Zufolge des 
Teilers sind diese durch H nicht darstellbar. Es steht aber nichts im Wege, 
eine ternare Form anzuschreiben, die eine solche Form darstellt und in H 
durch lineare Transformation mit Koeffizienten aus X (i) iibergeht. So wird 
die Orthogonalform von Abschn. 13, (15) durch 


(1) r=(l+i)a’+y 
transformiert in 
(2) 22z%+(1+itxry+(l—it)ty+ 2yy—zz. 


Fiir die Automorphismengruppe von (2) definiert z = 0 eine erweiterte okta- 
edrische Untergruppe der Ordnung 96. Die Form (2) ist mit 


(3) H,=(1+ i) 2y+(1—i) Fy + 22 


aquivalent. H, laBt sich in derselben Weise arithmetisch untersuchen wie H, 
und man gelangt zu demselben Ergebnis, daB die reproduzierende Gruppe 
von H, durch drei Substitutionen erzeugt werden kann: 


v=y, z+(l+i)y, tz—yt+iz 
(4a, b, c) y=inz, y » y 
oe » (l+s)y+z. 





- 


we 


wf —- —_ - 
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Bei den nachfolgenden Ausfiihrungen wird neben der biniéren Oktaeder- 
gruppe die bereits in Abschn. 7 aufgetretene Gruppe des Dreiecks (f ; = : 3) 
herangezogen. Diese Untergruppe ist gegeben, wenn in (2) 


(5) z=2y 


gesetzt wird®®). Vermittels dieser Untergruppen léBt sich die Gruppe (4) 
in eine Gestalt setzen, die ihre besonderen Eigenschaften als Erweiterung der 
Transformationsgruppe von H modulo (1 + i) erkennen laBt. Die in Abschn. 7, 
(8) vorgenommene Erweiterung im biniren Gebiet wird auf das ternire Gebiet 
iibertragen durch die Substitution von der Periode vier und der Determinante 
—(1— ip 
u=u+iv 
(6) v=tu+ev vi, 
w’=(1 + i) w, 


die sowohl Hi als auch die Relation 
(7) u+v+w=0 


bis auf Zahlfaktoren reproduziert. Als zweite Erzeugende der Dreiecksgruppe 
im terniren Gebiet hat man die unimodulare Substitution der Periode vier 
von Abschn. 6, (2) und (3) 


u’= u—(l—i)v+(l—i)w 
(8) v= v V,(1—i) V,(1) Ve", 
w= (l—i)v+iw, 


die v und u + w unveriandert laBt, also auch 


(9) u—vi+w=0 (D =—1). 
(6), (8) und V, werden durch die Substitution 
(10) u=(l+t)z+ty,v=y, w=z 


in unimodulare Substitutionen transformiert, die H, in (3) reproduzieren. 
Die Zusammensetzung von (6) und V, ergibt eine zweite Substitution, die (9) 
unverandert la8t. Die Dublikatur Vj V, erzeugt mit (8) die Gruppe der Ord- 


nung 32 in Abschn. 13, (10)—(14) und V, v3 selbst die oben genannte Gruppe 
der Ordnung 96. Aus (4a) laBt sich erschlieBen, daB die Periode von V, inner- 
halb der Gruppe verdopplungsfihig ist : 


u’=—u+ 3iv 
(11) v=tu+v yi = V,(2) vi. 
w’'=(1+ i)w, 


2°) In x: y= o erhalt man die unimodularen Spiegelungen 


o’+io=0, o’+G+1=0, ia’d+ w—a= 0. 
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Alsdann ergibt sich aus (4) der Satz: 

Die Gruppe von H, wird in den Variabeln von H durch V,(2), (6), (8) voll- 
stiindig erzeugt und die Transformationsgruppe modulo (1 + i) als Untergruppe 
der unimodularen Substitutionen durch Vy, V,, V» (2), (8). 

Die Zusammensetzung von (6) und (8) als Erzeugende der Dreiecksgruppe 
ergibt eine Substitution der Periode drei und der Determinante (1 + 7), ein 
Vorkommnis, das bei den Erweiterungen der Transformationsgruppen der 
elliptischen Modulfunktion nicht eintreten kann. Die vorliegende 7'-Gruppe 
hat daher beziiglich ihrer Erweiterung mindestens den Index drei. Derselbe 
SchluB ergibt sich aus der Gruppe der Ordnung 96, von der die 7'-Gruppe 
die Untergruppe der Ordnung 32 enthilt. Auch die Gruppe von H hat Sub- 
stitutionen der Periode 3, die nicht in der 7'-Gruppe enthalten sind, nimlich 
V,V,V.(1) und V,V,(1 + ¢). Zudem hat die Hauptkongruenzgruppe modulo 
(1 + 4) fiir beide Formen H und H, den Index 6, wobei die Faktorgruppe 
diedrisch ist. Andererseits lassen sich in beiden Gruppen Substitutionen 
nachweisen, die der 7'-Gruppe angehéren und modulo (1 + ¢) sich nicht auf 
die Einheit reduzieren, nimlich V, und die durch (10) transformierte Sub- 
stitution (8). Daraus folgt, daB die T-Gruppe beziiglich beider Gruppen den 
Index 3 hat, und weiterhin der Satz: 

Die reproduzierenden Gruppen von H und H, haben denselben hyperbolischen 
Inhalt, obschon die zugehérigen Modulfunktionen voneinander verschieden sind. 

Die algebraischen Ausfiihrungen kniipfen zunichst an das Gebilde vom 
Geschlechte g = 3 an. In der Normierung 


a) V2—1 [#52 yget 

bilden p und g ein Modulsystem der Transformation modulo (1 + 7%). Eine 
Wurzel des kubischen Polynoms unter der Quadratwurzel liegt bei x = co. 
Durch x = x’ | q wird eine rationale Gestalt erhalten, so daB die in Abschn. 16, 


(2) eingefiihrten Invarianten rationale Funktionen von p und qg werden, und 
es ist 


13 DA _ 4(q—p) DR 4q—(p+1) 
(13) J? (p+3)?? 43% (p+3)* 
Daraus ergibt sich die kubische Gleichung in p 

DR | 5 DA _ = (p —1)* 
(14) 43° ~ F(p+3) (p+3y’ 


die durch die lineare Substitution 


(15) Pan d oder p+8—=—"5 
in 

(16) (é—J)(&— DA)—DR=0 
transformiert wird. Die Diskriminante von (16) ist 

(17) DM? (4, 3), 


wobei M die schiefe Invariante der Polynome bedeutet. 
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Die Abhingigkeit von den Moduln der zu H, gehérigen automorphen 
Funktion stellt sich durch eine entsprechende kubische Gleichung in p oder q 
dar. Das Galoissystem von (16) geht hervor, wenn fiir g ein Quadrat gesetzt 
wird. Das Galoissystem der aufzustellenden kubischen Gleichung kann nur 
durch eine Quadratwurzel gegeben sein, die bereits im nichsthéheren Galois- 
system von (12) enthalten ist. In diesem oktaedrischen System gibt es nur 
eine Quadratwurzel aus einer rationalen Funktion in p und q, namlich: 


(18) VR=V)(p+1P—4¢. 

Die Rationalisierung wird in homogenen Variabeln 

(19) p+1=(A+C):B 
q=A-C: B 


vorgenommen. Die Vertauschung von A und C stellt einen Automorphismus 
des gesuchten Galoissystems dar. Jedoch ist es nicht méglich, durch eine 
Korrespondenz zwischen den Gebilden (12) einen weiteren Automorphismus 
zu finden. Hierzu bedarf es eines Uberganges in das Gebiet zweier Verander- 
licher, woriiber im letzten Abschnitt einige Andeutungen zu finden sind. Bei 
der nachfolgenden Herleitung setzen wir voraus, daB der in (2) nachgewiesenen 
biniren Oktaedergruppe im algebraischen Raum modulo 2 ein Oktaeder- 
system zugeordnet ist, das rational auf den Oktaedermodul der biniren 
Gruppe reduzierbar ist. Eine der Quadratwurzeln, die vom Diedermodul der 
kubischen Resolvente auf den Oktaedermodul fiihren, ist alsdann in dem er- 
wahnten zu H gehérigen Oktaedersystem enthalten. Daher ist vorerst dieses 
System aufzustellen, das dadurch definiert ist, daB jede Wurzel des kubischen 
Polynoms von (12), eingesetzt in das quadratische Polynom, ein Quadrat 
ergibt™). Bei 2 = + 1 nimmt das Polynom die Werte 


(20) p+1s2Vq=(VAL/C}P:B 
an, und fiir das zu H gehérige Oktaedersystem sind die Wurzelziehungen 
(21) VA:VB:VC 


erforderlich. Wahlt man A:C als Diedermodul, so erfillen die Automor- 
phismen 


A|\C\|\A—C\—A+C\—A —C 
(22) B\ B\| B—C|\—A+B —A+8B\|B—C 
CA —C|—A i—- A+ C | A—C 
die Bedingungen, indem 
(23) VA:VA—C:VC 


den Oktaedermodul definieren und eine Quadratwurzel aus (21) enthalten. 
Zur Bestitigung dient der Modul der Dreiecksfunktion (5 » . : a}: Indem 
cs ae Hierdurch werden die Wurzeln des hyperelliptischen Polynoms, die in Involution 
liegen, rational. Setzt man auch die Wurzeln des quadratischen Polynoms rational an, 
so wird das Galoissystem modulo 2 von Abschn. 2, (3) erhalten. 
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die Formel fiir den dritten Reduktionsgrad in Abschn. 1, (10) auf die Nor- 
mierung (12) gebracht wird, erhaélt man 
(24) =—t, q=}t(t—4), VR =V2t4+1. 
Die Rationalisierung der Wurzel gibt den Diedermodul der kubischen Funktion 
von Abschn. 10, (23): 
(25) t=2A(A—1), A:C:A—C=A(A—2): A2—1:—244+1, 
und 4 substituiert sich mit A : C diedrisch. 

Alsdann hat man, wenn 
(26) (X— B)(X— B+ A)(X—B+C) = X*+ K, X*?4+ K,X + K, 
gesetzt wird, in K,, K,, K, ein erststufiges Modulsystem der zu H, gehérigen 
Modulfunktion. Die (13) entsprechenden Gleichungen sind 


(27) K, _q—2p+l K,; _— p-q 

P Ki (p—2)? ’ KK? (p—2)’ 

womit die Aufstellung der Transformationsgleichung modulo (1 + i) geleistet 
ist. Zudem folgt aus (24) und (27), daB fiir die Dreiecksfunktion (3 : 7 , 7} 


den Koeffizienten in (26) die Werte erteilt werden kénnen: 
(28) K,=6, K,=9, K,= 54#: (t+ 2=40, 
wobei g der Modul von Abschn. 10, (23) ist. 
Weiterhin laBt sich aus (21) und (22) ein iterativer Algorithmus ableiten. 
Um (21) zu erfiillen, setzen wir 
(29) A=a®, B=6%, C=, 
und der zweite Automorphismus in (22) gewinnt bei rechtsseitigem Zeichen- 
wechsel die Gestalt 
a, = ) — a? 
(30) b, = | @— b? 
G=¢. 
Um einen geeigneten Automorphismus aus dem zu H gehérigen Oktaeder- 
system zu erhalten, schreiben wir anstelle von (12) 


(31) V z2—1 / b*a? + 2acz+ a®§—b?+ 2 

und iiben die Substitution 

= —z’'+3 

(32) sa z’+1 

aus, di. ‘ie Wurzeln — 1 und co vertauscht. Daraus findet man 
Zaja—2b+c 

(33) 2b.a —¢ 


2cja+2b+¢ 
und den iterativen Algorithmus 


a= |/b —S 
a+b +b 
(34) 1---S 
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welchem die Elementartransformation 2?) 
(35) w=u, v=2v, w’=(l+i)w 
zugeordnet ist. 


19. Verallgemeinerungen 


Die Eigenschaft von H,, durch lineare Transformationen mit Koeffizienten 
aus K(i) auf H reduzierbar zu sein, hat jede indefinite ternire Hermitesche 
Form mit dem Koeffizientenschema 


“1 % Oe a aus K (1) 
(1) “3% % c aus K (i) 
Cy C ay 


Durch derartige Formen werden daher nur Gruppen definiert, die mit der 
von H commensurabel sind, so daB die zugehérigen automorphen Funktionen 
algebraisch miteinander verkniipft sind. Wesentlich neue Funktionen werden 
erhalten, wenn ein anderer imaginar-quadratischer Kérper gewahlt wird. 

Fir die dritten Einheitswurzeln definiert das Hauptintegral**) 


(2) 


3, a 
\at+az*+ba+ce 


#2) Jede Transformation mit Koeffizienten aus K (i), die H bis auf einen reellen Zahl- 
faktor reproduziert, 14Bt sich durch Automorphismen von H auf die Elementartrans- 
formation 

w=, w=ccv, w=—cw, caus K (i) 
reduzieren. 

Durch die Koincidenzen der Transformationen werden kubische Zahlkérper des natiir- 
lichen Zahlbereiches zu K(i) adjungiert. Aber nur die total-reellen Zahlkérper liefern 
Funktionswerte, so daB ,,komplexe Multiplikationen** im bisherigen Sinne nicht erzeugt 
werden. 

In diesem Zusammenhange hat mich die Aufstellung der kontinuierlichen Gruppe 
beschaftigt, die H bis auf einen Faktor reproduziert. Durch V,, V,(m) (m reelle konti- 
nuierliche GréBe) und die Elementartransformation lassen sich die Imaginarteile der 
Koeffizienten der ersten Zeile und Spalte der allgemeinen Substitution zum Verschwinden 
bringen. Fiir die reduzierte Substitution findet man die Determinante 


—s st rs 2 | 
tf@—c é—st(e—B/r —ct\2| =(re—st)*(rée—st), 
j—ret y2 cs \2 re+et 


in der r, 8, t reelle GréBen und c eine komplexe GréBe bedeutet. 

*3) Bei einfacher Reduzierbarkeit enthalt die binaére Schar der Nebenintegrale ein 
elliptisches Integral vom Aquianharmonischen Fall. Fiir den Reduktionsgrad 2 ver- 
schwindet der Koeffizient b. Die Restintegrale stehen wiederum mit der hypergeometri- 
schen Funktion in Beziehung und definieren die Funktion des Dreiecks (¥ . + . + ), 
das in zwei Dreiecke (4 . > a ) aufteitbar ist. Der durch die Halbierung entstehende 
Eckpunkt ist durch b = 0, a*/c = 8 bezeichnet, und die restlichen Integrale sind elliptische 
mit komplexer Multiplikation in i /6. Daran erkannte ich, daB das Gebilde (152), loc. cit. 1 
vollstandig in elliptische Gebilde zerfallt. 
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eine Modulfunktion, die der untersuchten entspricht. Bei der Ableitung aus 
der Riemannschen Fliche liegt es nahe, das algebraische Gebilde vom Ge- 
schlechte g = 3 auf ein solches vom Geschlechte g = 4 


(3) Fa w=1,...,6 
) 7 (a — 2) 


zu verallgemeinern. Das Periodenschema bestimmt sich zu 


t, t, ts &.; —et, —ebh, —eh —el, 
t 0 0 —8&,; 0 — et 0 e*t, 
(4) ; i wae ; a «= (e* = 1). 
0 & O ts; e*t, 0 0 e*t, 
oe 9% - t3; 0 0 — et, et, 


Wie in Abschn. 2, (16)—(19) zeigt man, daB die linearen Periodentransfor- 
mationen durch die Automorphismen einer Hermiteschen Form mit der Sig- 
natur 1,3 


(5) tty + tty t tgly + tyt, 


gegeben sind, und (3) stellt eine Modulfunktion von drei Verdnderlichen dar. 

Es bietet keine Schwierigkeiten, das Periodenschema (4) auf das Ge- 
schlecht g = »y + 1 auszudehnen. Dasselbe enthalt » Moduln, und die zuge- 
hérige Gruppe reproduziert eine Hermitesche Form mit der Signatur 1, v. 
Indessen entsprechen diesen Schemata keine algebraischen Funktionen. Der 
Fortgang der Sache laBt sich an dem Heauptintegral 


1 
| 11 (2 — xy) 


studieren. Das algebraische Gebilde vom Geschlechte g = 9 enthalt weitere 
fiinf linear-unabhangige Nebenintegrale, die die vierte Wurzel in dritter Potenz 
enthalten, und drei linear-unabhangige hyperelliptische Integrale, die die 
Quadratwurzel aus dem Polynom achten Grades enthalten. Die letzteren sind 
reduzierte Integrale, deren Perioden einem Modulsystem vom Geschlechte g = 3 
angehéren, und es laBt sich der Restsatz**) von PicarpD und PorncaRE an- 
wenden, nach welchem sich sechs linear-unabhingige Restintegrale angeben 
lassen, deren Perioden aus den Moduln eines Systems vom Geschlechte g = 6 
jinear zusammengesetzt sind, wobei die Koeffizienten der Linearfunktionen 
natiir’ je ganze Zahlen sind. Fir die Reduzierbarkeit der Nebenintegrale 
und des Hauptintegrals auf lemniskatische Integrale ergeben sich algebraische 
Ansitze entsprechend Abschn. 1 und 14, woraus zu schlieBen ist, daB es sich 
um die Restintegrale handelt und das zugehérige Modulsystem vom Geschlechte 
g = 6 von der Art (4) ist, also fiinf transzendente Moduln besitzt. Da (6) 
ebensoviele algebraische Moduln hat, ergibt sich, daB das Integral eine Modul- 
funktion in fiinf Verdnderlichen definiert. 

*4) Krazer: Thetafunktionen, Kap. 11, Satz XIII, 8.499. Leipzig: Teubner 1903. 
Zu bemerken ist, da& die Umkehrung des Satzes XI nicht gilt, so daB das Modulsystem 
vom Geschlecht g — p im allgemeinen ,,nichtabelsch* ist. Der Satz XIV von WirTINGER 
handelt hiervon. 


Reduzierbare Abelsche Integrale und transformierbare automorphe Funktionen 135 


Der einfachste Fall, in dem ein reduzierbares Integral auftritt, wird durch 
Entartung von (6) gefunden, wenn zweimal zwei Wurzeln des Polynoms 
einander gleich werden, etwa: 


(7) T= %, e= Zs. 


Alsdann wird ein algebraisches Gebilde vom Geschlechte g = 5 erhalten, das 
ein elliptisches Integral enthalt. Die Restintegrale stellen eine Modulfunktion 
von drei Verénderlichen dar. Wiederum lassen sich an (7) zwei Entartungen 
feststellen. Das nochmalige Zusammenfallen zweier Wurzeln fiihrt auf die 
untersuchte Modulfunktion zurtick. Hingegen ergibt 


(8) Xg= %, e= X= Uy 


ein Gebilde vom Geschlechte g = 4, bei dem das reduzierbare Integral erhalten 
bleibt. Die restlichen Integrale stellen die in Abschn. 18 aus der Transfor- 
mation modulo (1 + i) hergeleitete automorphe Funktion in zwei Verinder- 
lichen dar. Einige Angaben hieriiber werden die Ausfiihrungen zu (6) besser 
stiitzen. 
20. Die automorphe Funktion von Abschnitt 18 
An dem zuletzt genannten algebraischen Gebilde 


(1) \/X2(X°+ K,X?+ K,X + K,) 


sind die algebraischen Ansitze fiir die reduzierenden Funktionen niedersten 
Grades entsprechend Abschn. 1 durch 





n, Y =o, 0, 1 

3 (3) (l+1+41) (1+ 2) 
(2) 4 (341) (2+1+1) (2+ 2) 

5 (4+ 1) (83+1+1) (2+2+1) 

6 (4+1+1) (84+241) (24+2+2 


gegeben. Daraus ist zu ersehen, daB fiir jeden Reduktionsgrad auBer dem 
zweiten ein Schema existiert. Fiir n = 3 hat man 


(3) V¥(¥—4o), Y= X(X+ 3+ 40 





(4) \/X2(X(X + 3)*+ 40), 


und der Vergleich mit Abschn. 18, (26) und (28) legt es nahe, die K,, K,, K, 
einander gleichzusetzen. Demnach stellt das Hauptintegral von (4) die Drei- 


a of 


ecksfunktion (5 ; ; 1G ) dar. Die Bestitigung wird durch das Perioden- 
schema der vierblattrigen Riemannschen Flache von (1) geliefert: 


(l—i)2z, 90, 0, 0; (1l+%)2,—z, (l—#)z, z 

.. (l—i)y, —z, —(1+4)2, 2; (1+)y, 0, 0, 0 
(5) 2, xz, (l—i)z, —2; —iz, —iy, —(l—i)y,ty 
0, , 0, 3 0, We, 0, Wy. 
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Die letzte Zeile enthalt die Perioden des reduzierbaren Integrals, die vorletzte 
die Perioden des Hauptintegrals. Wie in Abschn. 2 leitet man den Geltungs- 
bereich der automorphen Funktion ab: 


(6) (l+i)xy+(l—i)Zy +22 <0. 
Auf der linken Seite findet sich die Form H, von Abschn. 18, (3) ein. Die 
Automorphismen von H, liefern die das Schema (5) in sich tiberfiihrenden 
linearen Periodentransformationen. Die Methode der Aufstellung ist in 
Abschn. 4, (13) indiziert. Im vorliegenden Falle sind die beiden letzten Zeilen 
zu addieren und die Substitutionen von Abschn. 18, (4) und die der Modul- 
gruppe in den Zeilenelementen als Variabeln in der Weise zu schreiben, daB 
die Koeffizienten reelle ganze Zahlen werden, eine Bedingung, die fiir die 
Substitutionen beider Gruppen eine Abhangigkeit modulo 2 zur Folge hat. 
indem den Erzeugenden von Abschn. 18, (4) die Substitutionen 
O,= Wg, MW, + Wy 


(7) (mod. 2) 


@53=—O,, We, ae 
beizufiigen sind. Die algebraische Deutung ist die, daB der Diedermodul des 
elliptischen Integrals rational in dem Modulsystem der automorphen Funktion 
in zwei Veranderlichen enthalten ist. Fiir den Oktaedermodul besteht der- 
selbe Sachverhalt. Aus dem Schema (5) laBt sich dies aber nicht nachweisen. 

Fiir den Fall der einfachen Reduzierbarkeit besteht eine lineare Relation 


(8) axzr+ Py+yz=0 
mit Koeffizienten aus K(i) ohne gemeinsamen Teiler. Fiir das reduzierbare 
Integral ergeben sich aus den zwei ersten Zeilen in (5) die Perioden 


(9) (l—i) y, B, (1+ 4) B,—B; (1+) y, «a, —(l—i)a, —a 
mit der Nebenbedingung 
(10) (l—i)aPi(l+iap+2y7p>od. 


Die links stehende zu (6) adjungierte Form hat den Teiler 1 + ¢ und stellt 
nur gerade Zahlen dar. Sobald aber « und f durch | + i teilbar sind, laBt 
sich in (9) der Teiler 1 + i ausscheiden, und (10) stellt das Doppelte einer un- 
geraden Zahl dar, die den Reduktionsgrad bezeichnet. 

Zur Ermittlung der automorphen Funktion, deren Gruppe die lineare 
Relation (8) ungeandert laBt, bedarf es jedoch keiner neuen Entwicklung, 
da durch Aufteilung der Elementartransformation von Abschn. 18, (35) 


a) - v =(l—i)y, -w’= 


u’ : z 
(11) . ; 
b) z=u, y=(l+i)v, 2 =(1+i)w 


ein Ubergang zwischen den Formen der beiden automorphen Funktionen her- 
gestellt wird. Durch Einsetzen in die Relationen ergeben sich fiir die Koeffi- 
zienten die Substitutionen 


(12) B=(1—1) b, = c 
. b=(1+%)B, c=(1+i)y. 


a) a= 
a 


b) 


a, 
a, 
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Wie bereits erwaihnt, sind bei ungeradem Reduktionsgrad « und f durch 
1 + iteilbar. Alsdann erhalten a, b, c durch (12b) den Teiler 1 + i, nach dessen 
Entfernung der Reduktionsgrad unverandert bleibt und 6 den Teiler 1 + i 
behalt. Ist @ prim zu 1 + i, so findet durch (12a) eine Verdopplung des 
Reduktionsgrades statt. Der Fall, daB a und 6 den Teiler 1 + i haben, kann 
nur bei » = 1 (mod. 4) eintreten und bei Anwendung von (12a) und (12b) 
1aBt sich wiederum der Faktor 1 + ¢ ausscheiden, so daB der Reduktionsgrad 
unverindert bleibt, aber a den Faktor 1 + i verliert. 


Bei den algebraischen Ausfithrungen kann man sich auf die Transformations- 


gréBen p und q beschranken, durch die eine Wurzel des kubischen Polynoms 
in (1) rationalisiert wird: 





(13) Vx*(X—1) (X—1l (X+p)+q). 


Jedem Fall einfacher Reduzierbarkeit entspricht in der Normalform von 
Abschn. 18, (12) ein Fall einfacher Reduzierbarkeit von gleichem oder halbem 
Reduktionsgrad. Fiir n = 4 werden p und V q lineare Funktionen des Para- 
meters. Man hat 

(X?+ 7X — 2r)? 








(14) Felt jar. 
(15) /X2(X — 1) ((X + tP—4 7], 
(16) p=21r+1, Vq=+(t—1). 


Die Werte von p und q sind in Abschn. 18, (12) mit negativem Vorzeichen 
der Wurzel einzusetzen. Durch eine Umgruppierung der Nullstellen unter der 
Quadratwurzel vermége der Substitution von Abschn. 18, (32) gelangt man 
sodann zu 

(17) VX2—1j/7X*@—74+ 4. 

Da n = H = 2 vorliegt, gehért der Modul t der Dreiecksfunktion (2 , : , 0) 
an und steht mit dem von Abschn. 10, (1) in der Beziehung 


(18) t= 4(1—4#,). 


Nach Abschn. 10, (40) ergibt die Wurzelausziehung in (18) den Modul fiir 
n= H=4. Dadurch werden simtliche Nullstellen des kubischen Polynoms 
in (15) rationalisiert, und durch eine Umgruppierung derselben erhalt man die 
zugehérigen Werte p und qg. In dieser Weise kann man fortfahren und gelangt 
zu einer Kette von Werten p, q, fiir die beim Ubergang nach (13) der Grad » 
standig sich verdoppelt. Im besonderen werden die Nullstellen unter der Qua- 
dratwurzel in Abschn. 1, (9) durch 


(19) Vee +1) 
rationalisiert, und (19) liefert den Modul fiir (13), n = 8. 


Die Kette 14Bt sich noch eine Stufe abwiarts verfolgen. In (17) ist q = 0, 
und dies liefert eine Entartung von (13), die lediglich durch die Entartung 
10* 
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des zusatzlichen reduzierbaren Integrals bedingt ist. Das Periodenschema (5) 
hat bei 


(20) z=y, n=2 


keine Besonderheiten aufzuweisen, da w, : w, als unabhingige GréBe auftritt. 
Bei der Entartung 


(21) z=0, n=1, g=p 


hingegen bleibt das zusitzliche Integral erhalten. 

Bei dem bereits in (3) und (4) verwendeten Fall n = 3 ist eine Wurzel 
zu rationalisieren, um zu Werten von p und gq zu gelangen. Diese sind in 
Abschn. 18, (24) angegeben und wurden aus n = H = 3 gewonnen. Ent- 
sprechend (19) lat sich aus Abschn. 1, (10) entnehmen, daB 


(22 ) t(t — 4) 


den Modul fiir (13), » = 6 liefert. Zu bemerken ist, daB der Modul in (3) den 
Anfang der Kette bildet, da zufolge der Symmetrie der Nullstellen der kubi- 
schen Gleichung keine wesentlich neuen Funktionen fiir p und q abgeleitet 
werden kénnen. 

Die Analyse der transzendenten Beziehungen in (12) laBt bereits erkennen, 
daB bei n = 5 andere Resultate erhalten werden. Man hat 
(X —t—1)(X?+2X +20) 
, = BMG wl Se 
(24) )(X—t—1*(X—t+ 3)[(@+ 1) Xk? +0072) X4+ P04 1). 
Die Formel liefert unmittelbar Werte fiir p und g, und der Ubergang zu der 
Normalform von Abschn. 18, (12) ergibt den zweiten Fall n = H = 5. Der 


Modul stimmt mit dem von Abschn. 1, (12) iiberein, und die Fortsetzung der 
Kette ergibt, daB 

(25) Ve+1 

den Modul fiir (13), » = 10 liefert. Scheinbar laBt sich die Kette auch nach 
der anderen Seite fortsetzen. Indessen ergibt die Rationalisierung der Null- 
stellen in (24) 

(26) y—4t—3 

den Transformationsmodul 10ten Grades der elliptischen Funktionen, der 
zur Rationalisierung einer Wurzel des kubischen Polynoms notwendig ist, 
das in dem ersten Fall n = H = 5, Abschn. 1, (11) auftritt. Die Symmetrie 
unter den Wurzeln schlieBt jedoch die Kette im wesentlichen ab. 


(23) ¥oi— 








21. Hermitesche Formen und Modulfunktionen. Ausblick auf das rationale 
Viereck 

Die den indefiniten Hermiteschen #ormen durch die Gruppe zugeordneten 

transformierbaren automorphen Funktionen stellen nicht nur singulare Fille 

der allgemeinen Modulfunktionen vom Geschlechte g dar, sondern geben auch 


1 
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Erweiterungen dieser Modulsysteme, die den Vorzug besitzen, daB die Trans- 
formationsprobleme im transzendenten Raume aus der Arithmetik der Hermite- 
schen Formen entwickelt werden kénnen. Fiir den einfachsten Fall der hyper- 
elliptischen Modulfunktion werde hieriiber einiges mitgeteilt, da diese Unter- 
suchung in engster Beziehung zu dem Gegenstand der vorliegenden Arbeit 
steht. 

Ausgehend von dem hyperelliptischen Gebilde 


a ae 
(1) V P,(X) VX, 
fiir das P,, ein Polynom n-ten Grades bedeutet, findet man als Gruppe der 
transzendenten Moduln die Automorphismengruppe der Hermiteschen Form 


(2) X, XT — XyX_+ XyX%y—*** + 2,2, 


die fir n = 2 y oder 2» + 1 die Signatur », » bzw. vy + 1, y hat, und es gibt 
vy linearunabhiangige Integrale erster Gattung mit den Perioden 


(3) 2, oh, MO; —§ MO, ie — ee ti (= ],...,¥). 


Die Anzahl der algebraischen Moduln in (1) und der Verhaltnisse aus den x 
in (2) stimmen itiberein. Fir die analytische Funktion kommen jedoch die 
Verhiltnisse aus den Determinanten v-ten Grades der in gleicher Weise sich 
substituierenden Periodenwerte in Betracht. Die Anzahl dieser Moduln be- 
tragt v* bzw. v(v + 1), so daB (1) nur in den Fillen n = 2 und 3 eine Modul- 
funktion definiert. 

Die Determinanten der Automorphismen von (2) haben die Eigenschaft, 
daB die komplementiren Unterdeterminanten zueinander konjugiertkomplexe 
Werte annehmen. Bei geradem n hat dies zur Folge, daB die Substitutionen 
unter den die transzendenten Moduln definierenden Determinanten y-ten 
Grades, in die die Automorphismen sich umsetzen lassen, in solche mit reellen 
Koeffizienten transformiert werden kénnen. Unter den letzteren Determi- 
nanten bestehen noch Relationen, und der Fall n = 4 stellt sich so dar, dah 
die Automorphismen einer quadratischen Form in sechs Verinderlichen gewonnen 
werden, die aus H hervorgeht, wenn Real- und Imaginirteil getrennt werden. 
Diese Form 


(4) 2(U, 0, + Ugly) + wWE+ wE 


hat die Signatur 4, 2 und Jat sich, gleich Null gesetzt, als Erweiterung der 
Relation unter den Determinanten der Periodenwerte eines Gebildes g = 2 
deuten. 

Diese die hyperelliptische Modulfunktion definierenden Determinanten 
wurden von C. W. Borcuarpt durch das iiberall endliche Doppelintegral der 
KumMerschen Flache dargestellt®®). -Das Darstellungsmittel reicht jedoch 
fiir die Modulfunktionen, die durch quadratische Formen mit der Signatur 





*5) C. W. Borcuarpt; Uber das arithmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen. 
Monatsber. der Berl. Akad., Nov. 1876, 8.611; Abh. der Berl. Akad. 1878, 8. 33. Ges. 
Werke: 327—338, 373—431. 
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pb, 2 definiert werden, wesentlich weiter, und fiir die vorgelegte Aufgabe ist 
das algebraische Gebilde der KuMMeErschen Flache in 


(5) VIT(a,X + B,Y + 7,2) (A=1,...,6) 
zu erweitern. 

Aus algebraischen Korrespondenzen zwischen Gebilden (5) mit verschie- 
denen Werten des Parametersystems léBt sich eine Erweiterung des in Ab- 
schnitt 18, (34) gegebenen iterativen Algorithmus herleiten. Das Galoissystem 
modulo 2 ist gegeben durch die algebraische Mannigfaltigkeit, die durch die 
sechs Abstiinde unter vier Punkten in der Ebene bestimmt ist. Die Aufgabe 
der rationalen Vierecke, die ein Vermichtnis meines Lehrers H. A. ScHwarz 
ist, 14Bt sich in mannigfacher Weise mit der Theorie der algebraischen Funk- 
tionen einer Veranderlichen in Beziehung setzen. Die Untersuchungen iiber 
diesen Gegenstand sind im Laufe der Jahre so stark angewachsen, daB sie 
nur in Buchform mitgeteilt werden kénnen. Ein Ergebnis sei erwahnt, das 
mit der Algebra dieser Modulfunktionen in Beziehung steht: 

Die algebraische Mannigfaltigkeit des rationalen Vierecks hat ein tiberall 
endliches vierfaches Integral, das in ein Produkt von vier lemniskatischen 
Integralen zerfallt werden kann. Eine Rationalisierung dieser Gleichung 
existiert daher nicht, jedoch la8t sich eine Lésung der Aufgabe vermittels der 
Automorphismen der algebraischen Mannigfaltigkeit geben, die bereits durch 
die Symmetrie der Faktoren unter der Wurzel in (5) indiziert ist. 


( Bingegangen am 12. Mai 1955) 
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Gliedweise Integration und Einzigkeitssitze 
bei trigonometrischen Reihen*) 


Von 
Worreane Jurkat in Tiibingen 


In dieser Arbeit untersuchen wir die Frage, wann eine Abel-summierbare 
trigonometrische Reihe in einem bestimmten Intervall gliedweise integriert 
werden darf (Integrationsproblem). Enthalt dieses Intervall alle Werte 
mod 2 z, so hangt die Frage aufs engste damit zusammen, ob die trigono- 
metrische Reihe eine Fourier-Reihe ist (Einzigkeitsproblem). Aber auch bei 
beliebigem Intervall kénnen die zahlreichen bekannten Ergebnisse fiir das 
Einzigkeitsproblem') noch fir das Integrationsproblem nutzbar gemacht 
werden, wie eine Analyse der Beweise zeigt. Der Schliissel hierzu wird ge- 
liefert durch den Begriff der ,,lokalen Fourier-Reihe‘*, die eine natiirliche 
Verallgemeinerung der “restricted Fourier series’’ von W.H. Youne?) dar- 
stellt und sich zu dem (lokalen) Integrationsproblem bei Abel-Summierbarkeit 
genau so verhalt wie jene bei Cesaro-Summierbarkeit. Die fiir unsere augen- 
blickliche Untersuchung maBgebende Eigenschaft besteht darin, daB eine 
trigonometrische Reihe iiberall dort gliedweise integrierbar ist, wo sie eine 
lokale Fourier-Reihe ist. Die notwendigen Definitionen und grundlegenden 
Eigenschaften sind in §§ 1 und 2 zusammengestellt. 

Unser Integrationsproblem stellt im Grunde eine Verallgemeinerung des 
Einzigkeitsproblems dar. Die Klasse der jetzt zulissigen trigonometrischen 
Reihen ist im allgemeinen viel gréBer, und man kann nicht 0. B.d.A. Koeffi- 
zientenbedingungen wie o(n) einfiihren. Zum Beispiel sind die Reihen 2 n* » 
<cosnxund J'n* sinn x gleichmaBig Abel-summierbar in jedem abgeschlossenen 
Intervall, das x = 0 mod2 z nicht enthalt, und daher dort gliedweise integrier- 
bar. Es erscheint folglich von unserem Gesichtspunkt aus viel natiirlicher, 
nur anzunehmen, daB die Koeffizienten der trigonometrischen Reihe durch 
irgendeine (vielleicht groBe) Potenz von n beschrinkt sind, und alle weiteren 
Bedingungen durch die Abel-Summe der Reihe bzw. ihrer gliedweise inte- 
grierten Reihen auszudriicken. Dies ist in der Tat méglich, und wir erhalten 
auf diese Weise verschiedene (aquivalente) Gruppen von notwendigen und 
zugleich hinreichenden Bedingungen fiir die gliedweise Integrierbarkeit un- 
serer trigonometrischen Reihen. 

Der Beweisgang besteht im Nachweis, daB die zu integrierende trigono- 
metrische Reihe eine lokale Fourier-Reihe ist, und folgerichtig sind die Sitze 
der Arbeit in ihrer allgemeinsten Form als lokale Einzigkeitssatze formuliert. 

*) Vorgetragen auf dem Intern. Math. KongreB in Amsterdam (Sept. 1954). 

1) Vgl. z. B. M. Rresz [6], Versiunsky [7, 8], Woxr [9], Zyamunp [11, 12}. 

*) Vgl. z. B. Hopson [1], p. 686—692. 
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An Hilfsmitteln aus der ,,globalen‘‘ Einzigkeitstheorie benutzen wir nur einen 
Satz iiber die verallgemeinerte zweite Ableitung und einfache Folgerungen 
aus den Ungleichungen von RaJcuMaN-ZyemuND*). Durch Anwendung un- 
serer lokalen Betrachtungsweise (vor allem Satz 4) entstehen dann unmittelbar 
die ersten interessanten Ergebnisse (§ 4.2), die sich weiter durch Induktion 
noch erheblich verfeinern lassen (§ 5). Die fiir uns wichtigen Anwendungen 
auf das Integrationsproblem sind in § 5.2 enthalten. In der Arbeit wird 
durchweg der Lebesguesche Integralbegriff verwendet, was auf einen Verzicht 
auf gewisse iibliche Verallgemeinerungen‘) zugunsten der LEinfachheit 
hinauslauft. 
§ 1. Die Fragestellung 

1.1. Wir schreiben eine trigonometrische Reihe in der Form 

(1) xX Ra,e (a, komplex; z reell, mod2 2) 

n=0 
und werden zur technischen Vereinfachung immer a,= 0 setzen. Die zu (1) 
konjugierte Reihe entsteht durch Ubergang vom Real- zum Imaginirteil. 
Die Abel-Summe von (1) ist definiert durch 
(2) 2, Ra, e"* = lim ZRa, e”™ r*, 

r—1-—0 

wobei stillschweigend vorausgesetzt wird, daB die Reihe auf der rechten Seite 
fir 0 <r <1 konvergiert. Des haufigen Auftretens wegen wollen wir noch 
die Abkirzung .,j.a.T.v.“ fiir ,,jedes(m) abgeschlossene(n) Teilintervall von" 
einfiihren. 

Definition 1: Die Reihe (1) hei®t gliedweise integrierbar in einem offenen 
Intervall J, wenn 2% a,,e'"* = f(x) fast tiberall in J vorhanden und in j.a.T.v. 
I integrierbar ist und wenn ferner fiir g = 1, 2,3, ... tiberall in J die glied- 
weisen Integrale 2, Ra,,e"*/(in)* = F(x) vorhanden sind und zu f(x) in der 
Relation stehen 


¥ — {j@-1 
(3) P(x) =([ dz) p2)= | <9 pats Peale, 
T 
wobei x, ¢ J ist und P,_, Polynome sind mit Grad < q— 1. 

Gliedweise Integrierbarkeit in dem hier eingefiihrten Sinne bedeutet die 
Méglichkeit, beliebig oft unbestimmt zu integrieren. Man sieht aber sofort, 
daB sich hierdurch auch die Méglichkeit ergibt, beliebig oft bestimmt zu inte- 
grieren. Als Integrationsproblem bezeichnen wir die Frage nach den genauen 
Bedingungen, unter welchen eine trigonometrische Reihe in J gliedweise 
integrierbar ist. 

1.2. Da Fourier-Reihen iiberall gliedweise integrierbar sind, so liegt es 
nahe, fiir unser lokales Integrationsproblem trigonometrische Reihen zu be- 
trachten, die sich lokal wie eine Fourier-Reihe verhalten. Zwei trigonometrische 
Reihen 2 Ra, ec" und YR b,,e"* heiBen gleichmaBig aqui-(Abel-)summierbar 
3) RaJCHMAN-ZYGMUND [4]. 

4) Vgl. z. B. Versiunsky [7], Wotr [9]. 
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in einem abgeschlossenen Intervall J, wenn 2X (a,,— b,)e* in I gleichmaBig 
(Abel-)summierbar zur Summe 0 ist. Wir sprechen dann auch von Aqui- 
Summierbarkeit in engerem Sinne im Gegensatz zu der im weiteren Sinne, 
wo die Abel-Summe von 2X (a,, — b,,)e* nicht gleich 0 zu sein braucht. 

Definition 2: Die Reihe (1) heiBt lokale Fourier-Reihe einer (reellen) 
Funktion f(x) in einem offenen Intervall J, in Zeichen 


(4) f(z)~ 2Ra,em* (I), 


wenn (1) in j.a.T.v. J mit einer gewdhnlichen Fourier-Reihe gleichmaBig 
aqui-(Abel-)summierbar ist und wenn fast iiberall in J die (dort vorhandene) 
Abel-Summe von (1) gleich f(z) ist. 

Eine gewohnliche Fourier-Reihe einer Funktion / (2) ist iiberall eine lokale 
Fourier-Reihe von / (x). Die Umkehrung gilt nicht, wie z. B. 2 cosn x, J sinnz 
fiir 0 < x < 2 a zeigen. Es braucht nicht einmal eine einheitliche gewéhnliche 
Fourier-Reihe zu geben, mit der die lokale Fourier-Reihe in j.a.T.v. J gleich- 
maBig aqui-summierbar ist, sondern die in der Definition vorkommende ge- 
wohnliche Fourier-Reihe kann von dem betrachteten abgeschlossenen Teil- 
intervall abhaingen. In diesem Teilintervall muB jedoch ihre erzeugende 
Funktion fast iiberall gleich f(x) sein. Daraus folgt, daB die ,,erzeugende“ 
Funktion /(x) einer lokalen Fourier-Reihe notwendig in j.a.T.v. J integrierbar 
sein muB. AuBerdem folgt, daB zwei lokale Fourier-Reihen in J genau dann 
in j.a.T.v. I gleichmaBig aqui-summierbar sind, wenn ihre erzeugenden 
Funktionen fast iiberall in J tibereinstimmen. In diesem Sinne sind also 
lokale Fourier-Reihe und erzeugende Funktion eindeutig durcheinander be- 
stimmt. Insbesondere ist eine lokale Fourier-Reihe in J dann und nur dann 
mit einer einheitlichen gew6hnlichen Fourier-Reihe in j.a.T.v. J gleichmabig 
aiqui-summierbar, wenn ihre erzeugende Funktion in ganz J integrierbar ist. 
Ist speziell die Lange des Intervalls J gréBer als 2 2, so ist die lokale Fourier- 
Reihe von f(z) in J sogar identisch mit der gewéhnlichen Fourier-Reihe von 
f(x). Die letzte Bemerkung erlaubt uns, die Frage nach Einzigkeitssitzen fiir 
trigonometrische Reihen zu verallgemeinern, d. h. nach Sitzen von dem Typ 
eine trigonometrische Reihe mit Summe 0 ist die Null-Reihe* oder allge- 
meiner ,,eine trigonometrische Reihe ist eine Fourier-Reihe“. Als lokales 
Einzigkeitsproblem bezeichnen wir die Frage nach den genauen Bedingungen, 
unter welchen eine trigonometrische Reihe eine lokale Fourier-Reihe ist. 


§ 2. Zusammenhang der Probleme 

2.1. Wir beginnen mit Siatzen iiber gliedweise Integration. 

Satz 1. Ist eine trigonometrische Reihe in j.a. T. v. einem offenen Intervall 1 
gleichmaBig Abelsummierbar zur Summe f (x), so gilt das gleiche fiir die gliedweise 
integrierte Reihe mit der Summe ({ dx) f(x). Insbesondere ist die gegebene trigo- 
nometrische Reihe gliedweise integrierbar in I. 

Der Beweis folgt durch Zuriickfiihrung auf den entsprechenden Satz bei 
gleichmaBiger Konvergenz. 
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Satz 2. Fiir jedes offene Intervall I folgt aus 
f(x) ~ DRa,e (1) stets (f dx) f(x) ~ LRa,e™/in (1), 


wobei XR a,,e'"*/in in ganz I vorhanden und gleich dem unbestimmten Integral 
von f(x) ist. Insbesondere ist eine lokale Fourier-Reihe in I dort auch gliedweise 
integrierbar. 

Der Beweis folgt mit Satz 1 aus dem entsprechenden Satz fiir gewéhnliche 
Fourier-Reihen. 

Zwischen Satz 1 und 2 besteht folgender Zusammenhang. 

Satz 3. Hine trigonometrische Reihe ist genau dann in j.a. Tv. einem 
offenen Intervall I gleichméfig Abel-summierbar, wenn sie in I eine lokale 
Fourier-Reihe einer dort stetigen Funktion ist. 

Der Beweis folgt aus dem entsprechenden Satz fiir gewéhnliche Fourier- 
Reihen. 

2.2. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Behandlung lokaler Fourier-Reihen 
ist der folgende Lokalisationssatz fiir (Abel-)summierbare trigonometrische 
Reihen. 

Satz 4. Wenn zwei trigonometrische Reihen DT Ra, e'™* und TRb, ei* 
in j.a.T.v. einem offenen Intervall I gleichmapig dqui-(Abel-)summierbar (im 
engeren Sinne) sind, so gilt das gleiche fiir die gliedweise differenzierten Reihen 
ZR in a, e'™* und LR in b,e™*; auferdem sind dann die konjugierten Reihen 
2 Ba,,e"* und XY Sb, e** in j.a.T.v. I gleichmiBig dqui-(Abel)summierbar im 
weiteren Sinne. 

Zusatz. Ist a, — b, = o(n*), « > —1, 80 folgt aus der vorausgesetzten Aqui- 
Abel-Summierbarkeit sogar die gleichmépige Aqui-Cesaro-Summierbarkeit der 
Ordnung « inj.a.T .v.I,und zwar in engerem Sinne fiir die gegebenen Reihen und 
im weiteren Sinne fiir die dazu konjugierten Reihen. Fiir die differenzierten 
Reihen muf die Ordnung der Summierbarkeit um 1 erhéht werden. 

Zum Beweis betrachten wir die fiir 0 < r < 1 harmonischen Funktionen 


u(r,z) = LR(a,— b,)e™r™ und v(r,x) = LT(a, — b,)e™r". 


Da u(r,x) fiir « ¢ J und r = 1 noch stetig ist und dort die Randwerte 0 hat, 
so folgt nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip, daB u(r,x) auch dort 
noch harmonisch ist und daher ebenfalls ihre konjugierte Funktion v(r, x). 
Infolgedessen ist dort auch u,(r,z) stetig mit Randwerten 0 und ebenfalls 
v(r,z2) mit Randwerten, die vielleicht nicht Null sind. Hieraus folgt direkt 
die Behauptung des Satzes, wihrend man fiir den Zusatz noch den bekannten 
Satz von Fatou-Rresz*) anzuwenden hat. 

DaB es sich bei Satz 4 um einen Lokalisationssatz handelt, wird durch die 
folgende Bemerkung deutlich: Wenn zwei trigonometrische Reihen nach 
q-maliger gliedweiser Integration zu Fourier-Reihen werden mit in einem 
offenen Intervall J itibereinstimmenden erzeugenden Funktionen — so dab 
also diese Fourier-Reihen in j.a.T.v. J gleichmaBig aqui-summierbar sind —. 
so sind die gegebenen trigonometrischen Reihen (und ihre konjugierten Reihen) 
in j.a.T.v. J gleichmaBig aqui-summierbar (im engeren bzw. weiteren Sinne), 

5) M. Riesz [5], Zyemunp [10]. 
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d.h. ihr Summierbarkeitsverhalten in J hangt nur ab von dem ihrer glied- 
weisen Integrale oder deren erzeugenden Funktionen in J. Lokalisationssitze 
dieser Art sind bekannt fiir andere Konvergenzarten an Stelle von Abel- 
Summierbarkeit, so z. B. fiir gewéhnliche Konvergenz oder allgemeiner fiir 
Cesaro-Summierbarkeit*). 

Eine weitere Folgerung aus Satz 4 ist, daB die konjugierte Reihe zu einer 
lokalen Fourier-Reihe in I dort fast iiberall Abel-summierbar ist. SchlieBlich 
zeigt der Zusatz von Satz 4, daB man unter der Voraussetzung a, = 0(n*), 
x20, bei der Definition 2 einer lokalen Fourier-Reihe ohne Anderung des 
Sinnes Aqui-Abel-Summierbarkeit durch Aqui-Cesiro-Summierbarkeit der 
Ordnung « ersetzen darf. Hierauf beruhen eine Reihe von interessanten 
Anwendungen. 

2.3. Ein Zusammenhang zwischen Integrations- und Einzigkeitssitzen 
wird sich aus der folgenden Umkehrung von Satz 2 ergeben. 

Satz 5. Ist f(x) totalstetig in j. a. T. v. einem offenen Intervall I, so folgt aus 


f(x) ~ LRa,e" (1) stets f(x) ~ LRina,e (1). 


Der Beweis ergibt sich mit Satz 4 aus dem entsprechenden Satz fiir ge- 
wohnliche Fourier-Reihen, wenn man die zu 2 Xa, e"* gleichmaBig aqui- 
summierbaren gewoéhnlichen Fourier-Reihen so wahlt, daB ihre erzeugenden 
Funktionen iiberall totalstetig sind. 

Durch Kombination von Satz 2 und 5 ergibt sich, daB die Relationen 

f(x)~ LZRa,e"™ (1) und (fdzx)* f(x) ~ DRa,e/(in)* (1) 

vollig gleichbedeutend sind. Gilt z. B. a, = o(n*) fiir ein « > 0, so kann man q 
so groB wihlen, daB die gliedweise integrierte Reihe eine gewéhnliche Fourier- 
Reihe ist. Ist deren erzeugende Funktion ein g-faches Integral in J, so ist dic 
urspriingliche Reihe eine lokale Fourier-Reihe in 7 und umgekehrt. So er- 
kennt man, daB der Begriff der lokalen Fourier-Reihe eine Verallgemeinerung 
des von W. H. YouneG?) eingefiihrten Begriffes der “restricted Fourier series”’ 
ist. 

Weiter folgt durch Kombination von Satz 2 und 5 der grundlegende 

Satz 6. Ist a, =0o(n*) fiir irgendein « = 0 oder allgemeiner 2 Ra,,e'"*/(in)* 
fiir irgendeine natiirliche Zahl k eine lokale Fourier-Reihe in dem offenen Inter- 
vali I, so ist die trigonometrische Reihe 2 Ra,, e* genau dann gliedweise inte- 
grierbar in I, wenn sie eine lokale Fourier-Reihe in I ist. 

Wir sehen also, daB fiir eine weite Klasse von trigonometrischen Reihen 
das Integrations- und das Einzigkeitsproblem zusammenfallen. Ohne Ein- 
schrankungen folgte nur, daB Einzigkeit stets Integrierbarkeit zur Folge hat. 


§ 3. Hilfssitze 
Wir stellen hier die fiir das folgende wichtigen Hilfsmittel zusammen, die 
aus der Darstellung der Einzigkeitstheorie bei Zycmunp [12, Chapter XI) 
herausgezogen sind. Auf diese Darstellung wird im folgenden kurz mit ,,Zyc- 
MUND*“ verwiesen, und der Leser wird dort auch weitere Zitate finden. 
*) Vgl. Zyemunp [12, § 11.46], [10], Jurkat-Peyermuorr [2, 3]. 
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Hilfssatz 1. In einem offenen Intervall I gelte D® F(x) = f(x), wobei F(x) 
oberhalb-stetig in I sei und { (x) integrierbar in j.a.T.v. I. Weiter gelte D*F (x) > 
> — oo in I abgesehen von einer abziihlbaren Menge E, wo jedoch F (x) glatt sei. 
Dann ist F(x) — ({ dx)*f(x) konvex in I’). 

Bemerkung: Es geniigt offenbar, wenn D?F (x) => f(x) nur fast iiberall in J 
erfiillt ist, wie man durch Abanderung von f(x) auf einer Nullmenge erkennt. 
Man kann auch die vorausgesetzten Ungleichungen durch D?F (x) > f(x) > —oo 
in I — E ersetzen. 

Der Beweis folgt durch Kombination der Methoden von ZyGMuND § 11.31 (1) 
und (iv). Man vgl. auch Zyemunp § 11.603 und VerBLunsky [8, Lemma 14]. 

Wir fiihren die untere und obere Abel-Summe einer trigonometrischen 
Reihe ein durch 


(5) fy (x) lim f(r, x), f*(x) lim f(r, x), f(r, 2) = LRa, er”. 
r->1—0 r—1-—0 

wobei stillschweigend die Konvergenz der Reihe von f(r,x) fir 0<r< 1 

vorausgesetzt wird. 

Hilfssatz 2. Fiir die trigonometrische Reihe Ra, e"* gelte fy(x) = z(x) 
in einem offenen Intervall I, wobei (x) in j.a.T.v. I integrierbar sei; auBerdem 
sei fy (x) > — eo in I abgesehen von einer abzihlbaren Menge E. Weiter sei die 
zweifach integrierte Reithe Ra, e'"*/(in)® eine in I — E Abel-summierbare Fou- 
rier-Reihe, und ihre Abel-Summe F(x) sei (nach geeigneter Definition in E) 
oberhalb-stetig in I und glatt in E. Unter diesen Voraussetzungen ist F (x) — 

(fdx) (x) konvex in I. 

Der Beweis folgt mit Zyamunp § 11.601 und Hilfssatz 1 (vgl. Zyemunp 
§ 11.604). 

Hilfssatz 3. Ist neben den Voraussetzungen von Hilfssatz 2 noch fy(x) < % 
in I— E, so gilt sogar F(x) = (f dx)?f(x) in I, wobei f(x) in j.a.T.v. I inte- 
grierbar ist und in I der Ungleichung f, (x) < f(x) < {* (x) geniigt. 

Der Beweis folgt mit Hilfssatz 2 und der SchluBweise des letzten Ab- 
satzes von ZYGMUND §-11.606. 


§ 4. Uberall summierbare Reihen 
4.1. Wir setzen im folgenden stets 


(6) F(x) = 2L4Ra,, e”*/(in)? fir g=1,2,.... 


soweit die Abel-Summen vorhanden sind. Auf Grund von Satz 6 fihren wir 
folgende (fiir das Einzigkeitsproblem notwendige) ,,GréBenordnungsbedingung” 
ein: 





*) Dabei ist D® F(x) = lim A2F(x,h)/h? mit A2F(x,h) = F(x + h) + F(x —h) —2 F(x): 
h—0 


oberhalb-stetig an der Stelle xz bedeutet F(x) > lim F(x + h); glatt an der Stelle x be- 
0 

deutet .F(2,h) = o(h) fiir h-> 0. Statt der Glattheit wiirde bei Hilfssatz 1 geniigen 

lim F(x. h)/h = O fiir x € EB. 


h 0 
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(G) Fir eine natiirliche Zahl k sei 2 a,,e'"*/(in)* eine lokale Fourier- 
Reihe in (dem offenen Intervall) J. 

Wir k6énnen uns dann vdllig auf die Behandlung des Einzigkeitsproblems 
beschrinken oder nach den Bemerkungen im Anschlu8 an Satz 5 auf die 
Untersuchung, ob F(x) ein k-faches Integral in J ist. Mit den Hilfsmitteln 
von §3 ist es méglich, dies auf wesentlich einfachere Bedingungen zuriick- 
zufiihren, falls man etwa annimmt, daB die gegebene trigonometrische Reihe 
nicht nur fast iiberall, sondern iiberall in J Abel-summierbar ist. Etwas all- 
gemeiner ist die folgende ,,Summierbarkeitsbedingung*: 

(S,) f(z) und f*(x) seien beide endlich in (dem offenen Intervall) J ab- 
gesehen von einer abzaihlbaren Menge £. 

Aus (S,) folgt nach Zyemunp § 11.605, daB F,,(x) fir p= 1,2,... in 
I — E vorhanden ist. Um auch die (fiir das Einzigkeitsproblem notwendige) 
Existenz von F,,- , (2) in J — E zu sichern, geniigt es zu fordern: 

(S,) F,(x) sei vorhanden in J — EZ. 

Satz 7. Eine trigonometrische Reihe © R a,, e'"* ist eine lokale Fourier-Reihe 
in dem offenen Intervall I, wenn neben (G) mit k = 2 und (S,) noch die folgenden, 
zugleich notwendigen Voraussetzungen erfiillt sind: 

(1°) fy(x) => x(x) in I, x(x) integrierbar in j.a.T v. I; 

(2°) F,(x) (nach geeigneter Definition®) in E) glatt in BE; 

(3°) F,(x) oberhalb-stetig in I. 

Bemerkung: Die Behauptung von Satz 7 zieht insbesondere nach sich, dab 
in J fast iiberall f(x) = f, (x) = /*(x) ist mit in j.a.T.v. J integrierbarem / (zx) 
und daB weiter dort F,(x) = (/ dx)? f(z) ist. 

Beweis. Die Notwendigkeit von (1°), (2°), (3°) folgt aus der Bemerkung. 
Fiir den hinreichenden Teil geniigt es zu zeigen, daB F,(x) ein zweifaches 
Integral ist in jedem offenen Intervall J’, dessen Endpunkte in J liegen. 
Zwischen J’ und J kann man ein abgeschlossenes Intervall einschalten, in 
dem nach (G) die Reihe 2M a,,e'"*/(in)® gleichmaBig aiqui-summierbar ist mit 
einer gewohnlichen Fourier-Reihe 2X b,,e'"*/(in)?. Dann ist nach Satz 4 


(7) 2, R(a,, — b,,) e*/( in)? = L, Ria, — b,) e™* = 0 in I’, 


so daB man Hilfssatz 3 auf 2X b,,e’"* und das Intervall J’ anwenden kann. 
Der RiickschluB mit (7) ergibt die Behauptung. 

4.2. Satz 7 ist sozusagen der lokalisierte Hilfssatz 3, bei dem wir durch 
die Einfiihrung der adaquaten lokalen Betrachtungsweise die Voraussetzungen 
abschwichen und die Behauptung verschirfen konnten. Durch Kombination 
von Satz 7 mit den Satzen von §2 entstehen eine Reihe von spezielleren 
Resultaten. Nehmen wir zur Vereinfachung £ als leer an, ersetzen Abel- 
Beschranktheit durch Abel-Summierbarkeit und benutzen vor allem Satz 3, 
so ergibt sich 

Satz 8. Die trigonometrische Reihe XR a,,e'"* sei in dem offenen Intervall I 
iiberall Abel-summierbar zu einer in j.a.T.v. I integrierbaren Funktion. Damit 


*) Die Abel-Summe 24% a,e*/(in)*, die nach (S,) in J — E vorhanden ist, existiert 
wegen (@) mit k = 2 und (2°) auch in Z und ist gleich F,(z). 
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ZR a,, e*"* eine lokale Fourier-Rethe in I darstellt, ist notwendig und hinreichend. 
dag die zweifach integrierte Reihe XY Ra, e'"*|(in)* in j.a.T.v. I gleichmipig 
Abel-summierbar ist. Diese Bedingung ist zugleich hinreichend fiir die gliedweise 
Integrierbarkeit von XRa,,e"* in I und, unter der zusiitzlichen Voraussetzung 
a, = 0(n%) fiir ein a > 0, auch notwendig dafiir. 

Ist die Linge von J gréBer als 2 z, so sind lokale und gewohnliche Fourier- 
Reihen dasselbe, und Satz 8 wird dann zu einer Verallgemeinerung eines 
Satzes von M. Riesz [6] iiber Cesaro-summierbare trigonometrische Reihen. 

Auf die gleiche Weise wie Satz 8 ergibt sich fiir den Fall von abziahlbar 
vielen Ausnahmestellen 

Satz 9. Die trigonometrische Reihe XR a, e'"* sei in dem offenen Intervall I 
mit vielleicht abzihlbar vielen Ausnahmen Abel-summierbar zu einer in j.a.T.v. I 
integrierbaren Funktion. Damit XR a,,e*"* eine lokale Fourier-Reihe in I darstellt. 
ist notwendig und hinreichend, daB die (einfach) integrierte Reihe XR a,, e!"*/in 
in j.a.T.v. I gleichmipig Abel-summierbar ist. Diese Bedingung ist zugleich 
hinreichend fiir die gliedweise Integrierbarkeit von Y Ra, e'"* in I und, unter 
der zusitzlichen Voraussetzung a, = 0(n*) fiir ein a => 0, auch notwendig dafiir. 


§ 5. Allgemeine Einzigkeits- und Integrationssitze 

5.1. Bei Satz 7 wirkt es noch unbefriedigend, daB (G) in der speziellen 
Form mit k = 2 vorausgesetzt wird. Von dieser Einschrankung kénnen wir 
uns jedoch durch ein Induktionsverfahren auf mehrere Weisen befreien. 

Satz 10. Hine trigonometrische Reihe Ra, e™* mit der Eigenschaft (S,) 
ist genau dann eine lokale Fourier-Reihe in dem offenen Intervall I, wenn 
neben (G) noch die folgenden Bedingungen fiir p = 1, 2, . . . erfiillt sind: 

(1’) f(z) = x(x) in I, x(x) integrierbar in j.a.T.v. 1; 

(2’) Fy, (x) (nach geeigneter Definition in E) glatt in E; 

(3’) (— 1)?*! F,,, (x) oberhalb-stetig in I. 

Beweis. Der notwendige Teil folgt aus §2. Fiir den hinreichenden Teil 
kann man nach Satz 7 annehmen, daB 2X a,,e'"*/(in)? keine lokale Fourier- 
Reihe in J ist. Wegen (G) und Satz 2 gibt es dann eine kleinste gerade Zahl 
k-2p>2, so daB XY Ra,e'*/(in)* eine lokale Fourier-Reihe in J ist. 
Die Reihe 2 R(—1)’*!a,e"*/(in)*-? hat als Abel-Summe die Funktion 

(— 1)’ F,,-~», die wegen (3’) in j.a.T.v. J nach unten beschrankt ist. Also 
sind fiir diese Reihe die Voraussetzungen von Satz 7 erfiillt, d. h. diese Reihe 
ist eine lokale Fourier-Reihe im Widerspruch zu unserer Wahl von k = 2 p. 

Satz 11. Hine trigonometrische Reihe 2 Ra,,e™* mit der Eigenschaft (Sy) 
ist genau dann eine lokale Fourier-Reihe in dem offenen Intervall I, wenn neben 
(S,) und (G) noch die folgenden Bedingungen fiir q = 1, 2, . . . erfiillt sind: 

(1) fy (2) => x(x) in I, x(x) integrierbar in j.a.T .v. I; 

(2) F(x) (nach geeigneter Definition in E) stetig in E; 

(3) Fy (2) = yq(x) in I, x(x) integrierbar in j.a.T.v. I. 

Beweis. Wie bei Satz 10 kénnen wir uns sofort dem hinreichenden Teil 
zuwenden. Ist (G) mit k= 1 erfiillt, so ist F,(x) = ({ dx) F,(x), und die 
Behauptung folgt aus Satz 7. Wir kénnen also annehmen, daB (G) nicht mit 
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k = 1 erfiillt ist, so daB es eine kleinste natiirliche Zahl k = q + 1 > 1 gibt, 
fiir die (G) erfillt ist. Die Reihe 2X a,e'"*/(in)* mit der Abel-Summe F, (x) 
erfiillt aber wegen F,, (x) = (f dx) F,,,(x) die Voraussetzungen von Satz 7, 
d. h. diese Reihe ist eine lokale Fourier-Reihe in J im Widerspruch zu unserer 
Wahl vonk=q+1. 

5.2. In den Satzen 10 und 11 sind eine Reihe von interessanten Spezial- 
fillen enthalten, die man naturgem&B als Verallgemeinerungen der Sitze 8 
und 9 auffassen kann. Wir geben im folgenden einige Anwendungen auf das 
Integrationsproblem und werden uns in Anbetracht der friiheren Beispiele 
kurzfassen. Auf Grund von Satz 2 und 3 kann man der Voraussetzung (G) 
die folgende, aquivalente Gestalt geben: 

(G) Fiir eine natirliche Zahl k sei 2X a,,e*"*/(in)* in j.a.T.v. dem offenen 
Intervall J gleichmaBig Abel-summierbar. — In § 5.2 wollen wir dies durchweg 
als erfillt ansehen, so da das Einzigkeits- und das Integrationsproblem 
gleichbedeutend werden. Wenn wir weiter vereinfachen wollen, kénnen wir 
a, = o(n*) fiir ein « > 0 verlangen. 

Satz 12. Hine trigonometrische Reihe, die iiberall in I Abel-summierbar ist 
zu einer in j.a.T.v. I integrierbaren Funktion, ist genau dann gliedweise inte- 
grierbar in I, wenn alle Abel-Summen F, , (x) stetig in I sind. 

Satz 13. Hine trigonometrische Reihe, die iiberall in I Abel-summierbar ist 
zu einer in j.a.T .v. I integrierbaren Funktion, ist genau dann gliedweise integrier- 
bar in I, wenn alle Abel-Summen F(x) in I vorhanden und in j.a.T.v. I inte- 
grierbar sind. 


Satz 14. Eine trigonometrische Reihe, die in I—E (E abzihlbar) Abel- 
summierbar ist zu einer in j.a.T.v. I integrierbaren Funktion, ist genau dann 
gliedweise integrierbar in I, wenn alle Abel-Summen F(x) in I — E vorhanden 
und in I stetig sind. 

5.3. Wenn die Ausnahmemenge E£ endlich ist, so laBt sich in Verbesserung 
der bisherigen Satze das ,,singulire“ Verhalten der trigonometrischen Reihe 
genau beschreiben unter Verwendung der Methode von ZyGmunpD § 11.61 bzw. 
Wo tr. [9]. 

Satz 15. Fiir die trigonometrische Reihe 2 Ra, e'"* seien f,(x) und f* (x) 
beide endlich in einem offenen Intervall I abgesehen von der endlichen Menge 
E = {x,},u@=1,...,m. Wenn neben (G) noch f, (x) in j.a.T.v. I integrierbar® ) 
und (—1)"*! F,,(x) in I — E oberhalbstetig ist (p = 1,2, .. .), 80 unterscheidet 
sich SRa,,e"* von einer lokalen Fourier-Reihe in I nur durch eine endliche 
Linearkombination der Reithen XR e-*"*» - e'™* und ihrer (mehrfach) gliedweise 
differenzierten Reihen. 

Beweis. Die Menge 1—E zerfallt in endlich viele offene Intervalle, auf 
die Satz 10 anwendbar ist. Also sind J— E alle F,(x) (q=1,2,...) vor- 
handen und stetig, auBerdem existieren die (endlichen) Grenzwerte F, (x, + 0). 


) Die bisherige Bedingung /,(z) > x(x) ist bei Satz 15 nicht ausreichend, wie das 
Beispiel — z(" t r } cos nzmit 0 < y= 1 zeigt. Dies ist anscheinend bei Zyamunp, 
§ 11.61 tibersehen worden. 
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Subtrahiert man von 2 Xa, e'"* eine der in Satz 15 beschriebenen Linear- 
kombinationen, so erfiillt die neue Reihe dieselben Voraussetzungen. Man 
kann aber durch passende Wahl der Linearkombination erreichen, daB die 
Abel-Summen aller gliedweisen Integrale stetig in J sind. Nach Satz 11 
handelt es sich dann um eine lokale Fourier-Reihe in J, q.e.d. 

Mit der gleichen Methode folgt aus Satz 11 der folgende 

Satz 16. Fiir die trigonometrische Reihe © Ra, e'"* seien f,(x) und f* (x) 
beide endlich in einem offenen Intervall I abgesehen von der endlichen Menge 
E = {x,},4=1,...,m. Wenn neben (G) noch f,(x) in j.a.T.v. I integrierbar 
ist und wenn alle F,(x) in I — E vorhanden und > 7,(x) sind mit in j.a.T.v. 
I—E _ integrierbaren Funktionen yz, (q=1.2,...), 80 wunterscheidet sich 
ZR a, e*™* von einer lokalen Fourier-Reihe in I nur durch eine endliche Linear- 
kombination der Reihen Re imu - ei” und ihrer (mehrfach) gliedweise 
differenzierten Reihen. 
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Zur Stabilitat der Lésungen von linearen Differential- 
Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten 


Von 
Worreane Haan in Braunschweig 


1. Bekanntlich besitzt eine lineare Differentialgleichung 


n 
(1.1) » a, Y(z) =0 (ao, . . .. @, konstant) 
i=0 
endlich viele Partiallésungen der Gestalt 
(1.2) Y¥.(z) = x*ers*, 


wobei r;(j = 1, 2, . . .) die Nullstellen der zu (1.1) gehérenden charakteristischen 
Funktion 


n 
(1.3) A(s) = >» a,s* 
i=0 
durchlauft. Sind alle Re r; < 0, so gilt fiir alle Partiallésungen 
(1.4) lim Y,,(z)=0 (x + oo), 


und die gleiche ,,Stabilitatsbeziehung‘‘ besteht fiir jede Liésung der Diffe- 
rentialgleichung (1.1) und der entsprechenden inhomogenen Gleichung, sofern 
deren rechte Seite gewissen Wachstumsvoraussetzungen geniigt. 
Bei linearen Differential-Differenzengleichungen 
k Px 

(1.5) SY 4, ¥O(2—h,) = F(z) (x reell), 

x=O0i=0 
wie sie z. B. in der Theorie der automatischen Regler mit Totzeit auftreten’), 
liegen die Verhiltnisse etwas anders. Die charakteristische Funktion 


k x 
(1.6) A(s)= ¥ < Q;,,8'e~ x* 
x=0i=0 
hat unendlich viele Nullstellen r;. Daher besitzt die homogene Gleichung un- 
endlich viele Partiallésungen vom Typ (1.2), und wenn auch unter der Vor- 
aussetzung Re r;< 0(j = 1, 2, . . .) die Beziehung (1.4) fiir alle Partiallésungen 
richtig bleibt, so kann man daraus nicht ohne weiteres das Entsprechende 
fiir jede Lésung Y (x) behaupten. Man muB dazu vielmehr erst zeigen, daB 1) 
jede Lésung als konvergente, nach den Partiallésungen fortschreitende Reihe 
dargestellt werden kann und daB 2) diese Reihen fiir alle hinreichend groBen 
positiven x gleichmapig konvergieren; denn nur dann ist es statthaft, den 
Grenziibergang gliedweise zu vollziehen. 
1) Vgl. dazu z. B. Hann [4] im Schriftenverzeichnis. 
Math. Ann. 131 ll 
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Obwohl das Stabilitatskriterium etwa in der Form ,,Fiir die Stabilitat des 
durch die Gleichung (1.5) beschriebenen Vorgangs ist die Bedingung, daB die 
charakteristische Funktion (1.6) ausschlieBlich Nullstellen mit negativen 
Realteilen hat, notwendig und hinreichend“ vielfach bedenkenlos verwandt 
wird, ist ein Beweis dafiir erst kiirzlich von Herrn E. M. Wricut?) erbracht 
worden; er benutzt die Darstellung der Lésung durch ein komplexes Integral. 
Wrient hat auch gezeigt, daB jede Lésung von (1.5) durch eine bedingt kon- 
vergente Reihe darstellbar ist, die in jedem endlichen Intervall der positiven 
x-Achse gleichmaBig konvergiert’*). 

In der nachstehenden Arbeit begriinde ich das Stabilitatskriterium aus der 
Reihendarstellung der Lésung und benutze dabei nur die einfachsten Sitze 
aus der Theorie der Laplace-Transformation, also z. B. nicht die komplexe 
Umkehrformel. Im einzelnen beweise ich die folgenden Siatze: 

1) Es sei die Gleichung (1.5) mit reellen Koeffizienten vorgelegt. Fiir die 
Spannen h,, gelte die Ungleichung 
(1.7) 0 = hy< hy< --- < hy. 


Ist k > 1, 8o sollen gewisse (unten niiher gekennzeichnete) Ausnahmewerte der 
Spannen ausgeschlossen sein. Ist dann 


(1.8) Po> Max (p,, eee Px); 


so ist jede Lésung der homogenen Gleichung durch eine nach den Partiallésungen 
(1.4) fortschreitende absolut konvergente Reihe darstellbar. Ist 


(1.9) Po= Max(p,, . . ., Px), 


so konvergiert die Reihe nur absolut, wenn p,> 1 ist; im Fall p,= 1 konvergiert 
sie dagegen nicht absolut. 

Der Begriff ,,Lésung“ wird unten in 5 genauer definiert. Die ,,Ausnahme- 
werte“ fiir die Spannen liegen bestimmt nicht vor, wenn je drei der Zahlen h, 
inkommensurabel sind. Reine Differenzengleichungen (p,= 0) sind aus der 
Betrachtung ausgeschlossen. 

2) Ist Re r;> 0 fiir alle r;, so konvergieren die Reihen im Falle (1.8) fiir alle 
hinreichend groBen x gleichméBig, und fiir jede Lésung gilt 


(1.10) lim Y (x) = 0 (x > + oo). 
Im Fall (i.9) muB man hierfiir die schirfere Bedingung 
Rer;<—«a (a > 0) 


fordern. Ausnahmswerte der Spannen brauchen dabei nicht ausgeschlossen zu 
werden. 

3) Die Sétze 1) und 2) gelten auch fiir die inhomogene Gleichung (1.5), falls 
die rechte Seite einer Abschitzung der Form F(x) < Ke-’* mit positivem y 
geniigt. 

4) Die Sétze 1) bis 3) bleiben fiir Systeme von Gleichungen der Form (1.5) rich- 
tig. An die Stelle von (1.6) tritt dann die charakteristische Funktion des Systems. 

2) Wricut [11]. 

3) Vgl. dazu auch LEonTeEv [6]. 
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5) Da man ein System mit komplexen Koeffizienten durch Zerlegung in 
Real- und Imaginéirteile in ein reelles System iiberfiihren kann, gelten alle Sétze 
auch fiir Systeme mit komplexen Koeffizienten. 

Im §2 sind Hilfssitze tiber die Nullstellen der ganzen Funktion A (s) 
zusammengestelit. Im §3 wird gezeigt, daB die Partialbruchzerlegung der 
Funktion 1/A (s) die gleiche Form hat wie die Zerlegung einer echt gebrochenen 
rationalen Funktion, daB also keine additive ganze Funktion auftritt. Der 
Ubersichtlichkeit halber wird der Spezialfall k = 1 zuerst behandelt. Der § 4 
enthalt eine Konvergenzbetrachtung. §5 bringt die Lésung der Gleichung 
(1.5) mit Hilfe der Laplace-Transformation, und zwar ebenfalls zunichst fiir 
k= 1 und unter der Voraussetzung, daB alle Koeffizienten reell sind. Die 
Lésung wird als Reihe dargestellt, und aus dieser Darstellung wird das Sta- 
bilitatskriterium abgeleitet. Im §6 werden die Ergebnisse auf Gleichungen 
mit mehreren Spannen (zunichst unter AusschluB der Ausnahmewerte), auf 
Systeme von Gleichungen und schlieBlich auf den Fall iibertragen, daB die 
Koeffizienten komplex sind. Im §7 werden die ,,Ausnahmefille naher 
untersucht, bei denen die Reihen fiir die Lésungen méglicherweise ein kom- 
plizierteres Konvergenzverhalten zeigen. Die Stabilititsaussage bleibt da- 
gegen unverandert giiltig. § 8 bringt einige abschlieBende Bemerkungen. 

2. a) Es seien 
P(8) = ag+ a,8 + +--+ 4,8” (a, + 0), 


(2.1) Q(s) = by+ bs +--+ + b,s* (6,+ 0) 


zwei Polynome mit reellen Koeffizienten und den genauen Graden p und gq. 
Es sei p > 1 und p2=q. Ferner seih > 0. Wir betrachten die ganze Funktion 


(2.2) A(s) = P(s) + Q(s) e-**, 


deren Nullstellen stets durch den Buchstaben r mit oder ohne Index, in kom- 
plexer Schreibweise durch u + iv, bezeichnet werden. Uber die Nullstellen 
gilt der folgende Satz: 

Es gibt eine positive Zahl R, zwei Zahlen C,=0 und C,>0 und eine kom- 
plexe Zahl D derart, daB die Nullstellen fiir |r| > R in der Gestalt 


(2.3) r=—C,logni C,ni+D+@(n) (n=N,N+1,...) 
dargestellt werden kinnen, wobei das Fehlerglied einer Abschiitzung der Gestalt 
(2.4) @(n) < konst. n~* (A > 0) 


geniigt. Im Fall p > q ist C,> 0, im Fall p = q ist C,= 0 zu setzen. 
Die Konstanten kann man berechnen. Es ist 

=, 4 

(2.5) 0,= 2, o,= =. 

Der Satz ist fiir beliebiges p und g von WiLDER*) bewiesen worden. Der 

Beweis beruht auf der Uberlegung, daB fiir groBe Betriige |s| die Funktion (2.2 


4) WitpeEr [10]. Eine Abschatzung fiir das Fehlerglied ist dort nicht angegeben, kann 
aber aus dem Beweisgang entnommen werden. 


11* 
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mit beliebiger Genauigkeit durch eine Vergleichsfunktion 


b, 8? (fe e-« + e-*) 


ersetzt werden kann, deren Nullstellen in der (u, v)-Ebene durch die Schnitt- 
punkte der Kurven 
e-** = 2 (u? + v8)"3~ 
hv = —(p— q) arg (u + tv) 
bestimmt werden. Man kann auch sagen, daB die Nullstellen von (2.5) zwei 
Scharen bilden, die asymptotisch lings den beiden Teilen der Kurve 


(p > 4) 


- As| — by | 
(2.6) |s?—« ere! — a] 
gelegen sind. 
Aus (2.3) gewinnt man leicht folgende Aussagen: 
a’) Alle Nullstellen liegen in einer ,,linken“‘ Halbebene, d.h. es gibt eine 
reelle Zahl U derart, dap 
Rer<U fiir aller 


a”) Ist p> q, 8o liegen in jedem Vertikalstreifen von endlicher Breite nur 
endlich viele Nullstellen. 

a’”’) Ist p= q, 80 liegen alle Nullstellen in einem Vertikalstreifen von end- 
licher Breite. 

Die simtlichen Aussagen bleiben richtig, wenn die Koeffizienten a,, 6; 
in (2.1) komplex sind. Man mu8 dann nur in (2.3) fiir die Nullstellen mit 
positiven bzw. negativen Imaginirteilen verschiedene Konstanten C, und D 
wiahlen. 

b) Es sei k > 1. Wir betrachten die ganze Funktion (1.6), die wir in der 
Form 


k 
(2.7) A(s)= > P,,(8)e-™* 
x=0 


schreiben wollen. Man nennt derartige Funktionen bisweilen auch ,, Quasi- 
polynome“. Die Nullstellen zerfallen in mehrere, aber endlich viele Scharen, 
fiir die im einzelnen eine Abschaitzung der Form (2.3) gilt, oder, anders aus- 
gedriickt, die asymptotisch lings gewissen Kurven der Gestalt 

(2.8) |s¢e**| = konst. 

gelegen sind. Dies ist ebenfalls von WILDER bewiesen; der Beweis laiBt sich 
im Anschlu8 an Lancer®) in folgender Weise fiihren. 

Nullstellen kénnen offenbar nur auf solchen Wegen liegen, auf denen ge- 
wisse Summanden in (2.7) konstant bleiben oder von gleicher GréBenordnung 
iiber alle Grenzen wachsen, wihrend die iibrigen Summanden in geringerem 
MaBe anwachsen oder gegen Null gehen. Wenn mehr als zwei Summanden 
von gleicher GréBenordnung sein sollen, so miissen zwischen den Zahlen p,; 


5) Lancer [5]. Die Aussage iiber die Verteilung der Nullstellen ist dort etwas anders 
formuliert. 
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und h, gewisse Beziehungen bestehen. Wenn z. B. die drei ersten Glieder die 
gleiche GréBenordnung haben, so sind die Quotienten 

s 

P, elhe = Ai)s # ere —h,)s 
asymptotisch konstant. Dasselbe gilt dann fiir die GréBen 


Pi~ Po Ps— Po 


ehh es, ghimh o-s, 
Es muB also 
Pi— Po _ Ps— Po 
ho a hy ho — hy 

sein. Wir wollen solche ,,Ausnahmefille‘ zunachst ausschlieBen, also voraus- 
setzen, daB jeweils immer nur zwei Summanden in (2.7) die gleiche GréBen- 
ordnung haben. Man kann dann, wenn man auf einer geeigneten Kurve der 
Form (2.8) fortschreitet, die Funktion ,,zuletzt‘‘ durch eine Vergleichsfunktion 
asi e~ i* + 8?j e~*j* ersetzt denken, wenn némlich gerade die Summanden mit 
der Nummer i und j vergleichbar sind. Die Vergleichsfunktion ist zwei- 
gliedrig, so daB sie unter den in a) behandelten Typ fallt. Man kann daher die 
dort gewonnenen Ergebnisse anwenden. Wenn p,> Max(p,,..., p,) ist, 
liefern zwei Summanden mit p;= p;+ p, keine Schar von Nullstellen, denn 
auf einem Wege, auf dem sich zwei solche Summanden gleich verhalten, 
d. h. auf einer Vertikalen, wiichst P, iiber alle Grenzen. 

Wir kénnen zusammenfassend die Verteilung der Nullstellen folgendermaBen 
beschreiben: 

b’) Alle Nullstellen liegen in einer linken Halbebene. 

b’’) Ist po > Max(p,,..., py), 80 liegen in jedem Streifen von endlicher Breite 
nur endlich viele Nullstellen. 

b’”’) Die Nulistellen zerfallen in endlich viele Scharen, die asymptotisch 
lings gewissen, durch Gleichungen der Form 


|s¢e? *| = konst.(0 = 0, o > 0) 


charakterisierten Kurven gelegen sind; dabei kanno=0O nur im Fall 
Po= Max(p,, . . ., p,) auftreten. 

c) Ein Quasipolynom mit k Spannen hat héchstens endlich viele Nullstellen 
von der Vielfachheit k + 1. Liegt kein Ausnahmefall vor — vgl. oben in b) 
so treten iiberhaupt nur endlich viele Mehrfachnullstellen auf. 

Beweis. Eine (k + 1)-fache Nullstelle r” erfiillt die k + 1 Gleichungen A (r’’) 

0, A’(r’)=0, ..., A(®(r’’) = 0, aus denen man durch Elimination der 
ExponentialgréBen eine algebraische Gleichung fiir r’’ gewinnt, die nicht 
identisch erfillt ist (sie enthalt genau einen Summanden des Grades py + 
+ p,+-+-*+ p,) und daher nur fiir endlich viele Werte erfillt sein kann. 
Damit ist die erste Aussage des Satzes_bewiesen. 

Es sei r’ eine Nullstelle, deren Vielfachheit mindestens zwei betrigt. Es 
muB8 dann A (r’) = 0, A’(r’) = 0 sein. Nun ist die Ableitung A’(s) ein Quasi- 
polynom k 
(2.9) A'(s) = Po + XQ, (8) e-**. 


x= 1 
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Dabei sind die Grade der Polynome Q,(s) genau gleich denen der entspre- 
chenden Polynome P,(s). Jede hinreichend groBe Nullstelle r liegt an einer 
Kurve, auf der sich genau zwei Terme von A (s) gleich verhalten, d. h. einen 
asymptotisch konstanten Quotienten haben. Ist P, einer dieser beiden Terme, 
so ist (fir geniigend groBes r) A’(r) + 0; denn die entsprechenden Terme in 
A'(s) wachsen nicht mehr gleichartig, weil der Grad von P% kleiner als p, 
ist. Handelt es sich aber um zwei Exponentialglieder mit den Nummern i 
und j, so unterscheiden sich die Konstanten, denen sich die Quotienten 


Pie Qiei® = (P—hi PN * 
~~ ke Und ae —h,s 
Pye i Qje i (Pi —hj Pj)e j 
nihern, um den von eins verschiedenen Faktor h,/h;, der infolge der Diffe- 
rentiation dazugekommen ist. Die durch die Quotienten bestimmten Null- 
stellen liegen also auf verschiedenen Kurven; fiir groBe |r| ist daher A’ (r) + 0. 
und ¢ ist keine Mehrfachnullstelle. 
d) Wenn kein Ausnahmefall vorliegt, gilt fiir groBe r 


(2.10) A’ (r) = grt? + o(r?s*?) (6 = 0). 


Dabei sind g und 6 Konstanten, die von der Schar abhiingen, zu der die Null- 
stelle r gehért. 

Beweis. Ist k = 1, so ist 

A(r) = Pot+ Pye*"=0, 

‘5 . hP,—F 
A'(r) = Po+(Pi—h P,)e-**'= Po + ~?P, 
und daraus folgt (2.10) mit 6 = 0. Da nun fiir k > 1 auf den Wegen, an denen 
die Nullstellen liegen, die Funktion A (s) durch eine zweigliedrige Vergleichs- 
funktion ersetzt werden kann, gilt (2.10) auch fiir diesen Fall. Wenn die 
beiden Terme der Vergleichsfunktion von P, verschieden sind, ist 6 > 0. 

e) Zu jedem 1; > 0 gibt es ein von » abhiingendes € > 0 mit folgender Eigen- 
schaft: Wenn s von allen Nullstellen wm mindestens den Betrag © entfernt bleibt, 
d.h. wenn |\s — r| < € fiir alle r gilt, dann ist |A(s)| > °). 


3. Die Funktion 7 7m besitzt, wenn nicht ein Ausnahmefall vorliegt, die ab- 
solut konvergente Partialbruchzerlegung 


< 
Py. 


t 
1 ’ 1 a] me “ir 


on Ae) ~ 3 Pene—n 7H ,2, Cy 

Dabei ist die erste Summe iiber alle einfachen Nullstellen r; zu erstrecken. 

Der zweite Bestandteil riihrt von den endlich vielen Mehrfachnullstellen her. 

Mit der inneren Summe ist der zum Pol s = r’ gehérende Hauptteil bezeichnet. 
Beweis. Wir denken uns die meromorphe Funktion 1/A(s) nach der 

Caucuyschen Residuenmethode, also durch Berechnung der Integrale 


J /[ a 
2ni_ J z(s—z) A(z) 
Cc. 


*) Wiper [10]. 
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in eine Partialbruchreihe entwickelt’); die Wege C, sind Kreise mit den 
Radien R,,, die so verlaufen, daB ihre Mindestabstiinde von den Nullstellen 
nicht kleiner als eine feste Zah] € sind. Nach (2.3) ist eine solche Wahl der 
Integrationswege méglich, und nach 2 e) ist auf C,, 


1 
Aw =? (R,), 

wenn R,, tiber alle Grenzen wichst. Die entstehende Reihe hat die Gestalt 

1 1 1 1 

9 ctognaguaty ‘dime = oS eS - ei 4 4 

(3.2) AG) ~ = ae (— ao --) + rationale Funktion. 
Die Reihe 
(3.3) ay : 


7 A’(rj)(s —rj) 


konvergiert bei festem s absolut. Denn nach (2.10) nimmt ihr allgemeines 
Glied mindestens wie r;-?*-1 ab. Weil aber A(s) eine ganze Funktion der 
Ordnung eins ist, konvergiert jede iiber die Nullstellen laufende Reihe der 
Form 3’ r;-1-*(e > 0) absolut. Man darf daher die rechte Seite von (3.2) 


emesdamn und erhalt bis auf eine Konstante, die mit A bezeichnet sei, die 
rechte Seite von (3.1). Jetzt lassen wir s durch positive Werte gegen Unendlich 
gehen. Dabei ist lim A a = 0, und der zweite Bestandteil hat ebenfalls den 
Grenzwert Null. Wegen 2 b’ ist fiir fast alle j 

ls—r,|>s8. 
Die Reihe (3.3) wird somit von einem gewissen Glied an durch 
ly 1 


as |A’(r5) 


(3.4) 


majorisiert. Wenn p,> 1 ist, konvergiert diese Reihe, und der Ausdruck 
geht mit wachsendem s auch gegen Null. Die Konstante A ist daher gleich 
Null, und (3.1) ist bewiesen. 

Wenn p,= | ist, laBt sich diese SchluBweise nicht durchfiihren, weil dann 
méglicherweise die Reihe (3.4) nicht konvergiert. Man kommt aber zum Ziel, 
wenn man die konjugiert komplexen Glieder der Reihe (3.3) zusammenfaBt. 
Denkt man sich j so groB, daB man (2.10) anwenden kann, so kommt es auf 
die Reihe 
(3.5) a. 


; rj(8—1j) 





an. Durch Zusammenfassung der konjugiert komplexen Glieder entsteht 
Rerj 


9v- 
22 ila—nP ’ 


j 
wobei iiber alle hinreichend groBen Nullstellen r; mit positivem Imaginarteil 
zu summieren ist. Beachtet man (2.3), so ergibt sich sofort die gleichmaBige 
Konvergenz der Reihe beziiglich s. Man darf daher den Grenziibergang 

1) Vgi. z. B. Trrcumanrsn [9], IT, 3,2. 
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8->co gliedweise vornehmen und erkennt wie oben, daB die Konstante A 
den Wert Null hat. 

Damit ist die Darstellung (3.1), die wir spiater in der Form 

i: 
1 7 Bj, 

(3.6) A(s) - a2 (s— rj) 
verwenden werden, vollstindig bewiesen. In (3.6) durchlaiuft r; jetzt alle 
Nullstellen. Von den B;, mit t > 1 sind nur endlich viele von Null verschieden. 

4. Wir kehren zur Funktion (2.2), also zum Fall k = 1 zuriick und bilden 
die unendliche Reihe 


ei” 

(4.1) BZ) = ae’ 
wobei iiber alle einfachen Nullstellen summiert wird. Es gilt 

a) Die Reihe B(x) konvergiert im Fall p > q absolut fiir alle x, die der Un- 
gleichung 
(4.2) p+; (p—g)>1 
geniigen. 

Aus A (r) = 0 folgt unter der Annahme Q (r) + 0 


m=(-BB) Fol) 
i sar. , 
Sh did 


so daB wegen (2.10) das allgemeine Glied der Reihe gleich O (, 
ist. Daraus folgt die Behauptung, und ebenso ergibt sich 

b) Die t-mal gliedweise differenzierte Rethe konvergiert absolut, wenn p — t + 
~ = (p—q) > list. Ist p > q + 1,80 konvergieren die Reihen B(x), B’(z),..., 
Bi?-» (x) absolut fir z > 0. 

c) Wenn p = q ist, kann man die absolute Konvergenz nur fiir die Reihen 
BO (xz) mit t < p— 2 feststellen, und zwar hangt die Giite der Konvergenz 
nicht von z ab. Im Fall p = q = 1 konvergiert die Reihe (4.1) nicht absolut. 
Dieser Fall muB bei der folgenden Uberlegung ausgeschlossen werden”*). 

d) Wenn u,; = Rer,; < 0 fiir alle j ist, dann ist im Fall p > q 





(4.3) lim BO (xz) = 0 (¢=0,1,...,p—1). 
z—@o 
Wenn p = q ist, gilt die gleiche Aussage fiir die Reihe B+ (xz) und die glied- 
weise differenzierten Reihen. Man muB aber jetzt zusitzlich fordern, daB alle 
Rer;<—a<Osind. (Wenn p > q ist, folgt das aus 2 a’’).) 
Beweis. Es sei x > x, > 0. Wenn p > q ist, gibt es wegen 2 a’) einen gréBten 
Realteil, den wir mit — « bezeichnen wollen. Es ist dann 


let" 4 


I" - 





(uj + a) %, 





7) Vgl. die Bemerkung am SchluB der Arbeit. 
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da alle Exponenten negativ sind. Die Reihe ist konvergent, und es ist 
lim e~** = 0. Der Beweis zeigt zugleich, daB die Reihe B(x) und ihre p— 2 
ersten Ableitungen fiir z > 0 gleichmafig konvergieren. Ist p>gq+ 1, 80 
gilt das auch fiir die (p—1)-te Ableitung; im Fall p= q+ 1 konvergiert 
diese erst fiir x > h. 

Die gleichen Uberlegungen lassen sich auch fiir p = g > 1 durchfihren. 

5. Wir gehen nun zur Betrachtung der Differential-Differenzengleichung 


(5.1) L(Y) = 3 a, YO(2) + Jd, ¥O(2—h) = F(z) 
i=0 i=0 


iiber. Die Konstanten sind dieselben wie in (2.1) und (2.2); iber F(x) werden 
spiter noch Voraussetzungen formuliert. Die Polynome P(x) und Q(z) sollen 
keinen (nichttrivialen) gemeinsamen Teiler haben. Das bedeutet, daB der 
Operator L keine ,,Zerlegung L = L,L, zulaBt, wobei L,(Y) = 0 eine ge- 
wohnliche Differentialgleichung (ohne Verzégerungsglieder) darstellt. (Wenn 
eine solche Zerlegung existiert, kann die Auflésung von (5.1) auf die einer 
Differential-Differenzengleichung zuriickgefiihrt werden, deren Ordnung 
kleiner als p ist.) Wir suchen eine Funktion Y(z) mit den folgenden Eigen- 
schaften : 

a) Y(x) ist mitsamt den p—1 ersten Ableitungen fiir x > 0 definiert 
und stetig. 

b) Die Grenzwerte 
(5.2) lim Y( (x) = Yio (¢=0,1,...,p—1) 
bei Annaherung von z > 0 gegen Null sind vorhanden; die Y,, sind gegebene 
reelle Zahlen. 

ce) Y(x) geniigt der Funktionalgleichung (5.1) fir z>h und r=h+, 
d. h. bei Annaherung von rechts her. 

d) Y (zx) geniigt der Funktionalgleichung auch im Intervall 0 < x < h und 
fiir «= h— mit folgender Bestimmung: Es sind gewisse Funktionen Z,(zx) 
(i = 0,1,...,q) gegeben, die im Intervall —A < x < 0 definiert und stiick- 
weise stetig sind. Jedesmal wenn eine der Funktionen Y‘‘) in der zweiten 
Summe von (5.1) ein nichtpositives Argument bekommt, ist sie durch die 
entsprechende Funktion Z; zu ersetzen: 


(5.3) YO(z—h)=Z,(x—h) (O< rsh, i=0,1,...,q). 


(Die Funktionen Z,(x) sind zunichst ganz unabhingig voneinander, und es 
ist nicht notwendig Z;(0) = Y,, vorausgesetzt.) 

Eine den Bedingungen a) bis d) geniigende Funktion Y (x) heiBt eine durch 
die Anfangsbedingungen (5.2) bzw. (5.3) festgelegte Lésung der Funktionalglei- 
chung. Es besteht folgender Satz: Die Funktionalgleichung (5.1) hat genau eine 
durch die Anfangsbedingungen (5.2) und (5.3) bestimmte Lésung. In jedem endlichen 
Intervall, in dem F(x) integrabel ist, wéchst die Lésung Y (x) nicht stirker als 
eine Exponentialfunktion e°”. 

Dieser Satz wird ganz analog wie bei gew6hnlichen Differentialgleichungen 
mittels sukzessiver Approximation bewiesen; man mu dazu (5.1) in ein 
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System von Gleichungen erster Ordnung umschreiben. Wegen der Einzel- 
heiten der Durchfiihrung sei auf die Monographie von MySkis und die Ar- 
beiten von WRIGHT verwiesen®). 

Aus dem genannten Satz folgt, daB die Lésung gewi8 eine Laplacetrans- 
formierte besitzt, wenn dies fiir F(x) gilt. (Fiir die spiiteren Anwendungen 
ist besonders der Fall von Interesse, da F(x) = O(e-”*) mit positivem y ist 
oder fiir x > 2, verschwindet.) Es habe also F(x) eine Laplacetransformierte 
f(s). Die Funktion 
(5.4) Dy b,Z;(% — h) = G(x) (G(x) =0, wenn z > h) 

i=0 
hat auch eine Laplace-Transformierte g(s). Transformiert man die Ausgangs- 
gleichung, so erhalt man die Bildgleichung 


Pp 7 
(5.5) y(s) A(s) = f(s) —g(s) + ~ (a;+ eM) 2 st-* Y,_1 9. 
i= =1 


(b; mit i > qist Null.) A(s) ist die Funktion (2.2), y(s) die Bildfunktion 
von Y (x). Das in (5.5) rechts auftretende Quasipolynom werden wir mit 


(5.6) A(s) = P(s) + e-**Q(s) 


bezeichnen ; die Grade der Polynome P und Q sind mindestens um eins kleiner 
als p bzw. q. 

Wir betrachten zunichst den Spezialfall F(x)=0, G(x) =0, Yyo= 0 
(k= 0,...,p—2), Y,-1,9= 1. Dann ist A(s) = 1. Die entsprechende Lésung 
heiBe Y (x); ihre Bildfunktion geniigt der Gleichung 


A 1 
(Die Funktion Y (x) ist die in der Regelungstechnik haufig benutzte Lésung, 


die die Wirkung des ,,EinheitsstoBes“ auf den ungestérten Regelkreis be- 
schreibt.) Aus (3.1) schlieBen wir, daB fiir z > 0 


“ r.2 t 
(5.7) Y (x)= dy Fa +3 x aan gt—letz 
j ig=1 


ist. Die Summation im ersten Glied ist wieder iiber alle einfachen Nullstellen 
zu erstrecken; der zweite Bestandteil riihrt von den Mehrfachnullstellen her. 
Man kann (5.7) unmittelbar verifizieren; denn die Reihe, die mit der in 4. 
betrachteten Reihe B(x) tibereinstimmt, konvergiert nach Absonderung der 
endlich vielen Glieder mit Rer = 0 auf der ganzen positiven Achse absolut 
und gleichmaBig und darf daher gliedweise transformiert werden. Man braucht 
also die komplexe Umkehrformel nicht heranzuziehen. 

Wir denken uns der durch (5.6) definierten Funktion A (s) einen Operator L 
zugeordnet. Nach bekannten Regeln der Laplace-Transformation entspricht 
dann die Bildfunktion 
Ai (s) 

a en ‘A(s) 
*) MySxis [6] § 2, Wricur [10]. 


a it SCO 
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(daB diese Funktion tiberhaupt Bildfunktion ist, folgt aus der Bemerkung 
iiber die Grade der in A(s) und A(s) auftretenden Polynome) der Original- 
funktion L(Y), und man kann unter Verwendung des Faltungssymbols * 


die zu (5.5) gehérende Originalfunktion, also die gesuchte Lésung, in ge- 
schlossener Form aufschreiben : 


(5.8) Y (x) = (F—G@)* Y(x) + L(Y (z)). 

Es sei nun Re r; < 0 (bzw. im Fall p = q Re r; < — « < 0) fiir alle j. Wenn x 
tiber alle Grenzen wichst, wird der zweite Summand in (5.8) beliebig klein ; 
denn er setzt sich, von endlich vielen Gliedern z¢e’j* abgesehen, linear aus 
der Reihe B(x) (bzw. B*(x)) und ihren p— 1 ersten Ableitungen zusammen, 
und fiir diese Funktionen gilt der Satz in 4d. Da man wegen der absoluten 
Konvergenz gliedweise falten darf, geht G * ¥ (x) ebenfalls gegen Null, und 
das gleiche gilt fiir F + Y (2), wenn F(z) fiir groBe x verschwindet oder nicht 
gréBer als konst. e~”* wird. Damit sind die in 1 formulierten Sitze fiir den 
reellen Fall und k = 1 bewiesen. 

Man kann die Gleichung (4.1) noch auf einem anderen Wege auflésen, 
da sich die Funktionalgleichung in jedem Intervall nh < r<(n + 1)h wie 
eine gewohnliche Differentialgleichung verhalt, deren rechte Seite fiir n = 0 
durch die Anfangswerte, fiir n > 0 durch die vorhergegangenen Integrations- 
schritte bekannt ist. Z. B. ergibt sich fiir die Lésung Y (x) der Gleichung 
Y’(x) = Y(x— 1) auf diesem Wege die Darstellung 


~ xz a” 
¥(2)=1+ 2+ 47+ °°'+> (n<zsn+1,n=1,2,...), 
die man mit der Reihendarstellung 
a r.2 
Tina ¥ .— ; 
( ) ~ 4 1+r; 


summiert iiber alle Nullstellen r; der Funktion s — e~*, vergleichen kann. Ein 
derartiger Vergleich zeigt auch, wie ohne Beweis erwahnt sein soll, daB die p-te 
Ableitung von (5.7) an der Stelle z= A einen Sprung von der GréBe b,_, 
macht, bzw. im Fall p — q > 1 stetig ist. 

6. Die Theorie der allgemeinen Gleichungen (1.5) mit mehreren Spannen 
bringt, wenn keine Ausnahmefille vorliegen, keine neuen Gesichtspunkte. Wir 
schreiben die Gleichung, zunichst unter Beschrinkung auf reelle Koeffizien- 
ten, in der Form 

e Pr 
L(Y)= Say YO (2) + Lay YO (2—h) +--+ 4+ 
j=0 i=0 


(6.1) “d 
+ Say, Y (x—hy) = F(z) 

i=0 
auf. Fiir die Spannen gelte wie stets (1.7); die Ausnahmewerte seien aus- 
geschlossen. ,,Lésung“ und ,,Anfangswerte“ sind ebenso wie in 5 erklirt. Die 
Funktionen Z;(x) sind im Intervall —h,< x <0 erklirt, auBerhalb dieses 
Intervalls sind sie gleich Null. Der in 5 ausgesprochene Existenzsatz bleibt 
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in der gleichen Form giiltig*). Die Laplace-Transformation fihrt (6.1) in 
eine Bildgleichung der Gestalt 


(6.2) y(s) A(s) = f(s) —g(s) + A(s) 


iiber. A(s) ist die charakteristische Funktion der Gleichung, namlich das 
Quasipolynom (1.6) bzw. (2.7). Der Grad p, des von Exponentialgliedern 
freien Polynoms wird im folgenden auch die ,,Ordnung“ des Quasipolynoms 
genannt. 

Die weiteren Schritte verlaufen wie in 5. Man erklirt eine Funktion Y (2), 
deren Laplace-Transformierte die Funktion 1/A(s) ist, und folgert aus (3.4) 
die Darstellung 


“ 5 Bjt ’ 
(6.4) ¥(z)=5 ay gt—1¢7i*. 
jt= 
Die Reihe konvergiert im Fall p,> Max(p,, . . ., p,) mitsamt ihren p, ersten 


Ableitungen fir alle x absolut, die gréBer als ein gewisses x, sind; das ergibt 
sich wie in 4. (Von der genauen Bestimmung von 2, wollen wir absehen.) 
Ist py>= Max(p,,..., p,) > 1, so konvergiert die Reihe mitsamt ihren p,— 2 
ersten Ableitungen fiir z > 0 absolut. Ebenso wie oben ergibt sich, daB 


(6.5) lim ¥ (x) = 0 (x > co) 


ist, wenn alle r; negative Realteile haben bzw. kleiner als —« sind. 

Das durch (6.2) erklirte Quasipolynom A(s) ist von kleinerer Ordnung 
als A(s) (d.h. der Grad des von Exponentialfaktoren freien Polynoms ist 
kleiner als der bei A(s)), so daB wie in 5. die Funktion A(s)/A (s) als Bild- 
funktion angesehen werden kann. Durch Riicktransformation der aus (6.2) 
folgenden Bildgleichung 

(a) — L—9) A(s) 
A(s) ' A(s) 
gelangt man zu einer Darstellung der Gestalt (5.8) fiir die Lésung. Aus (6.5) 
folgt dann die in 7. formulierte Aussage 2). 

Der Beweis des Stabilitatskriteriums, also der Aussage (6.5), fiir die bisher 
ausgeschlossenen Ausnahmefille kann sehr leicht erbracht werden, wenn man 
beachtet, daB die Lésungen von den Spannen h, stetig abhingen®). Wéahlt 
mane © beschriinkte Folge {h} von Spannenkonstellationen, die gegen eine 
Ausnahmekonstellation {h®} konvergiert, und bezeichnet man die ent- 
sprechenden Lésungen Y (zx) mit Y, (x) bzw. Y,(z), so ist nach (6.5) fiir hin- 
reichend groBes x > X’ sicher \Y, (x)! <e, und zwar laéBt sich diese Ab- 
schitzung gleichmaBig fiir die Konstellationen der genannten Folge wihlen; 
denn da die Nullstellen 7; stetig von den Spannen abhangen, kann man die 
rechte Seite der Abschatzung (4.4) durch einen Ausdruck ersetzen, der fiir 
alle Funktionen A(s) gilt, die zu den Konstellationen der Folge gehéren. 
Andererscits ist bei festem x lim y, (x)=Y, (x). Man darf also die Grenz- 


*) MySxis [7]. Der Existenzsatz gilt auch fiir die Ausnahmewerte der Spannen. 
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iibergiinge beziiglich x und beziiglich {h”} vertauschen, und (6.5) ist damit 
auch fiir die Ausnahmefille bewiesen. 
Es bleibt noch die Behandlung eines Systems von m Funktionalgleichungen 


(6.6) 2 L,,(Y,(z)) = F(z) (u=1,...,m) 


iibrig, in dem die mit L,,(¥Y) bezeichneten Operatoren von der Gestalt (6.1) 
sind. Fir jede der unbekannten Funktionen Y,(z) besteht ein System von 
Anfangsbedingungen wie (5.2) und (5.3). Der Lésungsvorgang verliuft formal 
wie bei einer einzigen Gleichung. Durch Laplace-Transformation entsteht 
aus (6.6) ein Gleichungssystem 


(6.7) & Aye(8) ¥o(8) = ful) — 94(8) + A,(8) (u=1,...,m). 


Die Bezeichnungen sind sinngeméBe Verallgemeinerungen der in (6.2) einge- 
fihrten. Die GréBen A,,(s) sind Quasipolynome wie (2.7); die Grade der 
darin erscheinenden Polynome miissen mit drei Indizes gekennzeichnet 
werden. Wir wollen voraussetzen, daB sich unter den gréBten in ein und der- 
selben Zeile auftretenden Graden pi’ (i= 0,1,...,4; v=1,...,m) min- 
destens einer mit dem unteren Index Null befindet (d.h. in jeder Gleichung 
von (6.6) befindet sich unter den auftretenden héchsten Ableitungen eine, 
die von Verzégerungen frei ist). Dieser Maximalgrad heiBe Pe Die GréBen 
A, (s) sind dann Quasipolynome, in denen kein Polynomfaktor mit einem 
Grade gréBer als g,— 1 vorhanden ist. Wir bilden die charakteristische Funktion 
des Systems, nimlich die Determinante A (s) = |A,,(s)|; von ihr wollen wir 
annehmen, daB sie die genaue Ordnung gq = g,+ --- + 4» hat. Unter dieser 
Annahme ist A(s) ein Quasipolynom, fiir das die in 2b abgeleiteten Sitze 
gelten. 

Die zu dem Element A,, gehérende Unterdeterminante von |A,,| heiBe A’; 
sie ist ein Quasipolynom, in dem kein Polynomfaktor einen héheren Grad 
als q—q, hat. Lést man nun (6.7) nach den y,(s) auf, so erscheinen auf der 
rechten Seite Quotienten der Gestalt A »A**/A. Beachtet man das iiber die 
Polynomgrade Gesagte, so erkennt man, da8 der héchste im Zahler auf- 
tretende Grad héchstens gleich g,—1+q—q,=q—1 ist. Da also der 
Nennergrad iiberwiegt, besitzen die Quotienten Originalfunktionen. Die 
weiteren Schliisse verlaufen wie in 5. bzw. wie oben in 6. Nennt man die zu 
1/A(s) gehérende Originalfunktion wieder Yy (x) und fiihrt die zu den Quasi- 
polynomen A , (8) und A#*(s) gehdrenden Operatoren L,, und L“’ ein, so findet 
man analog zu (5.8) die Darstellung 


(68) Y¥,(z)= Y(F,—G,)*L,(¥(2))+ SL, L(¥(2)) (v=1,...,m). 
a=1 w=l 
Wir wollen unsere Ergebnisse noch auf Gleichungen mit komplexen Koeffi- 


zienten iibertragen. Wenn die Spannen und die Variable z reell sind, miissen 
Realteile und Imaginarteile der Lésungsfunktionen einzeln Lésungsfunktionen 
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eines neuen Systems sein, das aus dem urspriinglichen durch Trennung von Reai- 
und Imaginirteilen hervorgeht. Hat die urspriingliche Gleichung bzw. das 
urspriingliche System die charakteristische Funktion A (s) von der Ordnung p, 
— diese hat jetzt komplexe Koeffizienten — so ist die charakteristische Funk- 
tion des neuen Systems gleich dem ,,reellen‘’ Quasipolynom A (s) A (s) von 
der genauen Ordnung 2 p). Man kann das in den einfachsten Fallen, z. B. 
bei einer Gleichung, leicht unmittelbar nachpriifen. Wenn ein System vor- 
liegt, tiberlegt man sich, daB das zu der in (6.7) erscheinenden Matrix (A ,,,(s)) 
gehérende homogene algebraische Gleichungssystem 


(6.9) ¥ A,,(s)2, =0 (gs = 1,...m) 
v=1 


nichttriviale Lésungen {z,} besitzt, wenn s eine Nullstelle der Funktion A (s) 
ist. Jeder Lésung entspricht eine Lésung desjenigen homogenen Systems, das 
durch Trennung der Real- und Imaginirteile entsteht. Fiir dieses System 
bekommt man aber auch eine Lésung, wenn man zu dem zu (6.9) formal 
konjugiert komplexen System itibergeht. Umgekehrt kann man aus jeder 
Lésung des neuen Systems je eine Lésung von (6.9) und dem dazu konjugiert 
komplexen System zusammensetzen. Die Nullstellen der charakteristischen 
Funktion des neuen Systems verteilen sich ebenso auf die Halbebenen wie 
die von A(s). Die Stabilitatsaussagen und die Entwicklungssitze gelten daher 
einzeln fiir Real- und Imaginarteile der Lésungen und somit fiir die Lésungen 
selbst. 

7. Wir wollen noch auf die Ausnahmefille etwas niher eingehen. Wir 
hatten diese bisher dadurch charakterisiert, daB gewisse Bildungen der Form 
(7.1) aoe = 1,...,8,6+9) 
einander gleich wurden. Diese Gleichheiten sind aber nur notwendig und 
keineswegs hinreichend fiir diejenigen Fille, bei denen die SchluBweisen der 
bisherigen Betrachtungen méglicherweise versagen. Derartige Gleichheiten 
haben ja zunachst nur zur Folge, daB in der Bildung (2.7) mehr als zwei 
Glieder auf gewissen Wegen die gleiche GréBenordnung haben. Zur Be- 
schreibung der Lage der Nullstellen wird man auf eine mehrgliedrige Ver- 
gleichsfunktion gefiihrt, die man auf die Gestalt 





(7.2) 8?r ehis [C, (87 e*)% + C,(8” e*)%2+ --- + C,, (87 €8)%m] (m =< k) 


bringen kann. Darin sind die Zahlen «, von der Form h;—h,;, und zwar 
miissen sie kommensurabel sein, weil diese Bedingung fiir einen Ausnahme- 
fall notwendig ist. Setzt man jetzt eine geeignete Potenz von s’e~* gleich z, 
so kann man die Klammer in (7.2) als Polynom in z schreiben und in Linear- 
faktoren zerlegen. Wenn diese Linearfaktoren voneinander verschieden sind, 
so entspricht jedem von ihnen eine Schar von Nullstellen des friiher behan- 
delten Typs mit der Gleichung z = konst. (Etwaige Faktoren z = 0 sind ohne 
Bedeutung.) In diesem Fall bleiben die Betrachtungen unverindert giiltig. 
(Fir eine zweigliedrige Vergleichsfunktion sind die Polynome vom Typ 
z’ + A.) 





fa 


Si 


st 
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Die Verhiltnisse liegen anders, wenn in der Zerlegung einzelne Linear- 
faktoren mehrfach auftreten. Hier bestehen zwei Méglichkeiten: 

a) Ein t-facher Linearfaktor der Vergleichsfunktionen entspricht einer 
Schar von ft-fachen Nullstellen der Ausgangsfunktion. 

b) Zu einem t-fachen Linearfaktor gehéren mehrere Scharen, deren Null- 
stellen dann natiirlich von geringerer Vielfachheit sind. 

Die Méglichkeit a) bringt keine grundsitzlich neuen Gesichtspunkte. Der 
zweite Term von (3.1) enthalt jetzt ebenso wie der erste unendlich viele 
Glieder. Nun sind aber die mit «,, bezeichneten Koeffizienten rationale 
Funktionen der Ableitungen von A (s) an der Stelle r” (das soll eine Mehrfach- 
nullstelle sein), und der Nenner der rationalen Funktion ist beziiglich r’’ von 
héherem Grade als der Zihler. Ist z. B. r’’ eine t-fache Nullstelle, also A (s) 
= (s — r’’)'A,(s) mit A(r’’) + 0, so lehrt eine kurze Rechnung, dab 
t! th Aet Dip 


Me AO)? MEA FET (Oye 


ist usw. Im Fall a) bleibt nun — das ist das Entscheidende — die Betrachtung 
in 2 d) giiltig. Die Formel (2.10) ist dann auch fiir Mehrfachnullstellen richtig, 
weil ja jede Mehrfachnullstelle zugleich Nullstelle eines Quasipolynoms mit 
weniger Spannen ist. Die Koeffizienten «,, haben daher in r’’ die gleiche 
GréBenordnung wie die Koeffizienten der Reihe (3.3), und die fiir diese Reihe 
durchgefiihrten Konvergenzbetrachtungen kénnen ebenso iibertragen werden 
wie die Untersuchungen in 4. Fir die Funktion 1/A(s) gilt die Partialbruch- 
zerlegung (3.6); die Aussage iiber die B, , ist so zu formulieren, daB von den B,, 
mit t > k nur endlich viele von Null verschieden sind. 

In dem oben mit b) bezeichneten Fall ist dagegen die Formel (2.10) und 
die entsprechende Formel fiir Mehrfachnullstellen nicht unbedingt richtig. 
Das zeigt beispielsweise die Funktion 


(7.3) A(s) = (s —e-*)?—1. 
Hier ist 

A’(s) = 2(s—e-*) (1+ e-*), 
und fiir eine Nullstelle r von A (s) ist 
(7.4) A'(r)=2r bzw. =—2(2+71), also sicher A’(r) = O(r), 
wihrend nach (2.10) A’(r) = O(r*) sein miiBte. In diesem Beispiel wiirde die 
durch (7.4) gegebene GréBenordnung fiir den Konvergenzbeweis noch aus- 
reichen ; es sind aber Funktionen méglich, bei denen der ,,Abfall‘ der GréBen- 
ordnung noch stirker ist — insbesondere bei Mehrfachnullstellen —, so dab 


man mit den oben gegebenen einfachen Summationsvorschriften fiir die 
Reihen nicht mehr auskommt?®). 


Man erkennt jedenfalls, daB die urspriingliche Kennzeichnung der Aus- 
nahmefille sehr verfeinert werden kann. Es brauchen nur solche Quasi- 
polynome ausgeschlossen zu werden, die unter den Fall b) unterzuordnen sind. 





1°) Vgl. die ziemlich komplizierten Summationsvorschriften bei Wrient [11] und 
Lerontev [6}. 











166 Wotrcanec Hann: Lineare Differential-Differ leich mit Koeffizienten 


“Ss “Ss 





DaB das Stabilitatskriterium keine Ausnahmen erforderlich macht, wurde 
schon oben gezeigt. 

8. Wenn nicht alle Nullstellen der charakteristischen Funktion negative 
Realteile haben, so besitzt die Gleichung (5.1) bzw. das System (6.6) gewiB 
Lésungen, die mit wachsendem z nicht gegen Null gehen. Das System ist dann 
also nicht mehr ,,stabil“‘ zu nennen. 

Auf Methoden, wie man die Bedingung Re r;< 0 nachpriift, wollen wir 
hier nicht eingehen. Es sei auf die Berichte von BELLMAN und DaNsKIN ") 
sowie auf die Arbeit von Ex’scou’c!) verwiesen. 

Zum AbschluB sei noch bemerkt, daB das dargestellte Lésungsverfahren 
bei Gleichungen (1.5), in denen einzelne Spannen negativ sind, versagt. Das 
gleiche gilt, wenn py < Max(p,,..., p,) ist. Die charakteristische Funktion 
besitzt dann Nullstellen mit beliebig groBen Realteilen, und die Laplace- 
Transformation laBt sich nicht anwenden. 


Bemerkung bei der Korrektur. Die Aussage (4.3) bleibt auch fiir die Lé- 
sungen von L(Y) = 0 richtig, wenn der auf 8. 158 und 162 ausgeschlossene 
Fall py= Max(p,, ..., p,) = 1 vorliegt. Y befriedigt naimlich auch die Glei- 
chung L(L(Y)) = 0, und fiir diese ist p»= 2, mithin (4.3) gesichert. 
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Uber einen Satz von L. E. Dickson 


Von 


Hans-Joacuim Kanoip in Braunschweig 


In einer Arbeit [1] aus dem Jahre 1913 zeigte L. E. Dickson, daB es zu 
einer vorgegebenen Anzahl von verschiedenen ungeraden Primfaktoren und 
einer vorgegebenen Potenz von 2 nur endlich viele primitive nichtdefiziente 
Zahlen geben kann. Dabei heiBt eine Zahl nichtdefizient, wenn die Summe 
aller ihrer (positiven) Teiler nicht kleiner als das Doppelte der Zahl selbst ist; 
ist jeder echte Teiler der Zahl defizient, so heiBt sie insbesondere eine primi- 
tive nichtdefiziente Zahl. In diesem Ergebnis ist enthalten, daB es héchstens 
endlich viele ungerade vollkommene Zahlen mit vorgegebener Anzahl von 
verschiedenen Primfaktoren geben kann. Wir wollen in der vorliegenden Ar- 
beit nicht nur vollkommene, sondern auch mehrfach vollkommene Zahlen 
betrachten und fiir diese ahnliche Ergebnisse wie den Dicksonschen Satz 
herleiten. Die Beweismethoden sind von denjenigen, die Dickson verwendete, 
verschieden. 


§l 
Es bezeichne a(n) wie iiblich die Summe aller (positiven) Teiler der 
natiirlichen Zahl n. Wir denken uns diese in der Primzahlpotenzzerlegung 


k 
(1) n= IT Px 


gegeben. Die Anzahl der verschiedenen Primteiler von n bezeichnen wir auch 
mit V (n), also 


(2) k=V(n). 
Wenn fiir eine natiirliche Zahl s die Gleichung 
(3) a(n)=s-n 


erfullt ist, nennen wir n eine (s —1)-fach vollkommene Zahl. Die ,,einfach 
vollkommenen“ Zahlen (s = 2) heiBen dann auch einfach _ ,,vollkommene“ 
Zahlen. Nach (1) und (3) ist eine (s — 1)-fach vollkommene Zahl auch definiert 
durch 


= my ee er oe: 8 
(4) ‘=— - (+2454 +e): 
Wir setzen zur Abkiirzung 

1 l 
(5) t+" @4,. 


Sind p, und «, gegeben, so ist danach /, eindeutig bestimmt. Es gilt aber auch 
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die Umkehrung: Ist /, gegeben, so sind dadurch p, und «, eindeutig bestimmt. 
Denn es ist 


1 1 
(6) vy . aes ee ot: 


§ 2 
Wir nehmen jetzt an, es gibe unendlich viele verschiedene (s — 1)-fach voll- 
kommene Zahlen mit einer festen Anzahl k von verschiedenen Primfaktoren. 
Wir denken uns jetzt zunichst diese Zahlen in einer Folge (z. B. der GréBe 
nach) angeordnet 
(7) {n,} = Ny, Mg, Ng,... « 
Wir kénnen nach (4) und (5) schreiben 

k 

(8) s= J] f,, @= 6,3,8). . 


x=} 








Dabei haben wir die Bezeichungen 


k 
(9) m= IT views fox =1+ 


x=1 


1 l 
as eee hte 
Pox Pog* 


ox 





eingefihrt. Wir greifen jetzt ein festes x (1 < x < k) heraus und betrachten 
die Folge 
(10) {fons = hie fens +++ 


Nach (6) ist bestimmt 1 < /,, < 2. Also besitzt die Folge (10) einen Haufungs- 
wert h,. Wir wihlen nun aus der Folge (7) eine Teilfolge {n{} so aus, daB 


(11) f)—> hy 
gilt. Dann wahlen wir aus {n{"} eine Teilfolge {n®} so, daB auch 
(12) f> > he. 


Dieses Verfahren denken wir uns fortgesetzt. SchlieBlich erhalten wir eine 
Folge {n\®} derart, daB 


(13) ‘ {)—h, fir x=—1,...,k. 
Ks ist nun fir alle n und x = 1,...,k 

(14) f =h,+ Sons 
wobei ; 

(15) lim ¢,, = 0 


gilt. Ferner erhalten wir aus (8) und (14) 


k 
(16) s= J] (h, + &,)- 


x=1 
Wir kénnen durch passende Wahl von o immer erreichen, da’ bei beliebig 
vorgegebenem e > 0 


(17) le,,,<€ fir x=1,....k und o02=R 


ox! 
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wird. Aus (16) folgt dann 
(18) |e —Ayhy...h,| < €- A, 


wobei A eine positive Zah] bedeutet, die unterhalb einer festen Schranke liegt. 
Das liefert schlieBlich 


(19) 8 = hh... hy. 


§3 
Wir betrachten im folgenden die Menge der Zahlen {n\*)}, wobei wir auch 
noch @ = R voraussetzen. Der Einfachheit halber lassen wir die oberen In- 
dizes (k) weg. Wir wollen uns in diesem Paragraphen etwas niher mit der 
Gestalt der Hiaufungswerte bzw. Grenzwerte h, befassen. Wir werden zu 
einer Einteilung in mehrere Klassen gelangen. 
In die Klasse I sollen alle h, kommen, fiir die 


(20) A= 1 

gilt. Die Bedingung (20) bedeutet genauer 

. = “ | 

(21) fen = Rat en bt tt eed, 
ist also gleichbedeutend mit 

(22) Pox Site ad 

auBerdem sehen wir sogleich, daB fiir ein beliebiges 9 

(23) &, > 9 

sein muB. 


In die Klasse IT, a) sollen alle die h, kommen, fiir die 


. _ l “*-. _ 1 

(24) Amt o+--- +5 

ist, wobei p eine feste ungerade Primzahl und « ein fester Exponent bedeuten 

(p, « hiingen also insbesondere nicht von 9 ab). Die Bedingung (24) fiihrt zu 
l 1 1 1 

(25) lemitet tothe i tgct + ae: 

Wegen o = R, also (17) und (6), liefert dies fiir ein beliebiges 0 


(26) Pon =P, %y=%, &, =O. 
. 1 
so ist einerseits 1 + = Shea <i+— 


Denn sei etwa |e,,| < i 
Pox —_— 


pte? 
Pp 


andererseits aber auch 1 + “> oe 1+ - - - < fan <it =i , dh. 
PSP,, p+ 1. Weil p eine wngerade Primzahl sein soll, kann p + 1 keine 
Primzahl sein. Daraus ergibt sich leicht (26). Aus (26) entnehmen wir, daB 
die Haufungswerte aus Klasse II, a) genau dann auftreten, wenn alle n, (mit 
o = R) ein und dieselbe Primzahl p > 2 in genau ein und derselben Potenz « 
enthalten. 


12* 
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In die Klasse II, b) sollen die h,, fiir die 


(27) h=ltgte tee 

mit festem « > 1 gilt. Das fihrt zu 

(28) Pen = 2, Gy, =&, &, =O. 
SchlieBlich nehmen wir in Klasse II, c) den Haufungswert 
(29) h=1+5, 

wenn er als Grenzwert von 

(30) Pox = 2, %&, = 1 

entsteht. Auch hier ist fiir jedes 9 

(31) &,, = 0. 


Wir fassen II, a) b) c) zu der Klasse II zusammen. Allen A, aus Klasse II 
ist gemeinsam, daB fiir ein beliebiges 9 stets (31) gilt und daB sie genau dann 
auftreten, wenn alle n, ein und dieselbe Primzahl in ein und derselben Potenz 
enthalten. 

In die Klasse III kommen jetzt die noch méglichen h,. Sie haben die 
Gestalt 


(32) h,=1+ 





pet” 
wobei p eine feste Primzahl bedeutet. Ist p + 3, so liefert die Gleichung (32) 

















1 1 1 
=i 4+—~ = 1 +—-+---+- 1 ; 
(33) fox + p—1 : “ex + Pox + 3 Pox.” bi Pox — 1 
Nehmen wir |e,,| <2; , 80 wird 
ek ioe eS eo 
(a4) Peet” Went TF ~ tex ~ p—T pT” IP 
1 1 1 hee a 
er) et HS Pex [P=P,, +1. 
Daraus folgt 
(35) Pox = Pi Xx 
und fiir ein beliebiges 9 stets 
(36) En < 0. 


Ist p = 3, also h, = 1 +>, 80 soll dieses h, genau dann in Klasse III gehéren, 
wenn es als Grenzwert von 

(37) Pox = 3; &,,> 00 

auftritt. Auch hier ist fiir ein beliebiges 9 die Ungleichung (36) erfiillt. 


§4 
Es soll in diesem Paragraphen gezeigt werden, daB keine der Klassen I, II, 
III leer ist, wenn wir gewisse einfach zu iibersehende Fille ausschlieBen. Wir 
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gehen aus von (16) und (19). Diese beiden Beziehungen ergeben 


a k 
(38) 8s= I (h, + box) _ IT h, al 
x=1 x=1 


Nun kennzeichnen wir die h, bzw. e,, aus den Klassen I, II, III mit einer 
entsprechenden Anzahl von oberen Strichen und bezeichnen die Anzahlen 
in den einzelnen Klassen mit a bzw. b bzw. c. Das liefert 


a a+b a+b+c=Hk 
(39) s= ]] (h.+e.)° TT (hi + e,)- IT (hy + en). 
x=1 x=—a+i1 x=a+b04+1 
Wir beachten, daB nach § 3 gilt 
(40) &.>0, AL=1, 6 =0, ey <9. 
Das fiihrt zu 
a a+b+e a+b+e 
(41) Wt+ed: DT itend= IT hy. 
x=1 x=a+b+1 x=at+b+1 
Die Bedingungen (40) und (41) ergeben sogleich: 
(42) aus a=0 folgt auch c=0 und umgekehrt. 
Es sei jetzt 
(43) a=0 
angenommen. Dann liefert (39), (40) und (42) 
k 
(44) s= J] hy. 
x=1 


Das bedeutet, daB alle n,(= n{ mit g = R) einander gleich sind. Diesen 
trivialen Fall kénnen wir wegen der Annahme am Beginn von § 2 von unseren 
Betrachtungen ausschlieBen. Also kénnen wir von nun an 


(45) ac>0 
voraussetzen. Wird jetzt 
(46) b=0 
angenommen, so erhalten wir aus (32), (38), (39) und (40) 
a a+c=k a+e c Pp 
(47) s=JJ(l+e.)> WT al +o= TT w= a ; 
x=] x=a+l x=a+l1 x=I1 * 


wobei p, feste Primzahlen bedeuten, die von 9 unabhingig sind. Ist c > 2, so 
folgt aus (47) ein Widerspruch, weil der Nenner der rechten Seite durch 4 
teilbar ist, wihrend der Zahler die Primzahl 2 héchstens in der ersten Potenz 
enthalt. Ein Widerspruch folgt ebenfalls, wenn der Zahler ungerade ist. Wir 
kénnen also p,= 2 annehmen. Die Gleichung (47) fiihrt schlieBlich auf 


2 2 3 
mn <- on & on aa 9 oe om 
(48) s=7=2 oder s= - = 3. 


Aus p,= 2 kénnen wir sofort schlieBen, daB alle n, gerade Zahlen sind; im 
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Fall s = 2(c = 1) erhalten wir fiir die Menge {n,} eine Menge, die nur aus 
geraden vollkommenen Zahlen besteht. Es ist dann bekanntlich n, von der 
Gestalt 


(49) %, = 29-1(27? — 1) = 2°-1-p,, d.h. k=2. 


e 


Ob es unendlich viele gerade vollkommene Zahlen gibt, ist noch eine offene 
Frage, die beim augenblicklichen Stand der Kenntnisse ziemlich unangreifbar 
zu sein scheint. Wir wollen uns in dieser Arbeit nicht weiter damit befassen 
und somit 


(50) k>2 
von jetzt ab voraussetzen. Im Fall s = 3 (c = 2) leiten wir nun einen Wider- 
spruch her. Wir haben dann 
(51) P,=2, pe=3, somit 6 | 2,; a= 3. 
Nach (35) und (37) kénnen wir sogar annehmen, daf n, die Primteiler 2 und 3 
je in einer hohen Potenz enthalt, also daB z. B. 
(52) 2? - 3? | 2, 
gilt. Dann folgt der Widerspruch sofort aus einem kiirzlich veréffentlichten 
Satz von Herrn R. STEVERWALD [4]. Wir fassen das Ergebnis dieses Para- 
graphen zusammen: 

Abgesehen von dem Fall, da alle n, einander gleich sind, oder von dem Fall, 
daf alle n, gerade vollkommene Zahlen sind, kinnen wir annehmen 
(53) abe>0O, 
d.h. keine der Klassen I, II, III ist leer. 


§5 
Wir wollen jetzt eine Folgerung aus b > 0 herleiten. Nach (32), (38), (39) 
und (40) ist 


a+b a+b+e a+b 


(54)s= JT hee TT hy’ = TT 


x=a+l x=a+b+1 x=a+l 


at+b-+e 


TT Px 


onnt6+4 fe *’ 


1+ p,+-+:+ pe 





~~ 


wobei alle auftretenden p, gegebene feste Primzahlen bedeuten, die in allen n, 
als Primteiler enthalten sind. Die «, sind ebenfalls von o unabhingige feste 
Exponenten. Der Einfachheit halber andern wir etwas die Bezeichnungen 
ab. Wir setzen 


statt Pa+1.---; Paro jetzt p,...., Po; 
(55) statt a,4).---, Gee jetzt a,...., a; 
statt Paioii,-- +> Patote jetzt qy..--.d- 


In der neuen Bezeichnungsweise sieht (54) so aus: 


b 


(56) s= [7 


x=1 


i+ et +e q 
| ia q—1° 


7 
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Wir beachten, daB 
b ¢e 
(57) ( IT Pp, I a») = l 


ist und erhalten aus (56) 


b € 
(58) IT pes =m; s= Dn —=-<- 0 — 
x= 1 = 


% —1 vai, & —1° 
Dabei ist wesentlich, daB s’ eine ganze Zahl ist, d. h. m ist eine (s’— 1)-fach 
vollkommene Zahl; alle n, haben also die Gestalt 
(59) Nn, = m- ne, 
wobei m von v unabhangig ist und 
*) 4; RC te_g, SEh «ep SSS 

(60) (m,nt)= 1; 1< — me <8; e =¢=— na 
gilt. Aus s — 2 folgt s’= 1, also 6 = 0, d. h. nach dem vorigen Paragraphen, 
daB nx, eine gerade vollkommene Zahl sein muB. Wir kénnen dieses Ergebnis, 
welches dasjenige von Dickson iiber ungerade vollkommene Zahlen enthiilt, 
auch in Form eines Satzes so aussprechen: 

Satz 1. Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen n, die die folgenden Be- 
dingungen erfiillen : 

a) a(n) = 2n, 

b) V(n) s K, wobei K eine beliebige, feste Zahl bedeutet. Dann enthilt X, 
abgesehen von héchstens endlich vielen Ausnahmen, nur gerade vollkommene 
Zahlen. 


§6 
Wir wollen in diesem Paragraphen den Fall 


(61) s'\s 


untersuchen. Nach (58) folgt aus s = s’- t, daB 


c 


(62) ==! 


y=1 
eine ganze Zahl sein muB. Wie im AnschluB an (47) liefert dies wieder ent- 
weder 





(63) t=, dh. c=1, q=2 
oder 
2 3 
(64) =7' 97 ah. ec=2, gq =2, @=3. 
Aus (60), (63) und (64) folgt in unserem Fall 
* 
(65) cue) =t=2 bzew.. =3; 2|nf bzw. 2-3| nf. 


Genau wie in § 4 fiihrt (65) entweder wieder zu den geraden vollkommenen 
Zahlen n* = 2”~1(2”— 1) oder zu einem Widerspruch. Nun folgt allgemein 
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aus (58), wenn wir noch o.B.d.A. 


(66) h<%<*"* <4 
annehmen, daB 
(67) q.|8 


sein mu8. Ist s = 2 mit einem positiven ganzen Exponenten &, so ergeben 
(66) und (67) sogleich 


(68) c=1, q=2. 
Nach (58) ist dann s = 2 s’, also 
(69) ao’ = 2-1/6 = 2. 


Wir erhalten daraus und aus den Folgerungen aus (61) den 

Satz 2. Es gibt dann und nur dann unendlich viele (2°— 1)-fach vollkommene 
Zahlen mit genau k verschiedenen Primfaktoren, wenn es mindestens eine un- 
gerade (2*-1— 1).fach vollkommene Zahl mit k — 2 verschiedenen Primfaktoren 
gibt und auBerdem unendlich viele gerade vollkommene Zahlen. 

Dieser Satz umfaBt den Satz 1, denn als einzige 0-fach vollkommene Zahl 
k6énnen wir die Zah] 1 ansehen; fiir sie ist auch V (1) = 0. 


§7 
Wir beachten jetzt zunichst, daB nach (40), (54), (55), (56) und (58) gilt 
a+b a+b a+b 1 oo * ‘ 
7 7 O+ed= TT w= TT TT ae. 
x=a+1 x=a+1 x=a+l1 
Nach (39), (40) und (41) folgt damit 
a a+bt+e a+b+e 
(71) 8 = JT (l+ end 8's TT (hn +eny=s’> JT hy. 
x=1 x=a+b+1 x=a+b+1 


Nach (20), (21) sowie (32)ff. kénnen wir schreiben 


a 1 1 a+bie 1 l 
s= I (i+ 5-40 + )-a ai (t+ +--+) 








(72) x=] Pox pee" x=a+b+1 Px - 
“7 (1 1 
=e’: + ) 
x=a+b+1 Px — 
Dabei gilt 
(73) lim p,,, = °; lim Boy, = 0. 
songs a+b+lousatbte 


Wir benutzen nun wieder die Bezeichnungsweise (55), setzen ferner statt «,, 
mit x > a + 6 den Exponenten #,,, und erhalten damit 
e= TT (M+ goto + Gree) 8 HD (14 t+ ger) 
amt Pex poe* y=1 VY ghey 
(74) 
, Vy 
yo1 &— mA 











=8 
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Wir beachten, daB statt (73) jetzt 
(75) lim By = co 


er wo 
gilt. Die g,, sind feste, von g urlabhingige Primzahlen. Aus (74) kénnen wir 
auch die Gleichung 


a ce a ¢ 
(76) TT (1 + Pye + ** + weet) > TT (gyer** —1)= TT ees > TD er! 
x= Y= x=1 yell 
herleiten. Daraus sehen wir sofort: Ist c > 1, so ist die linke Seite von (76) 
durch 2 teilbar, also muB auch die rechte Seite von (76) gerade sein. Die 
P,, kénnen wir aber wegen (73) als groB voraussetzen. Dann kénnen wir 
o.B.d.A. 


(77) q= 2 


annehmen. Ist c = 1 und q, > 2, so wire die linke Seite von (76) wieder ge- 
rade, die rechte aber ungerade. Also muB (77) auch im Fall c = 1 gelten. 
Nun ist 
(78) qiel = 2%e1|n,; lim B,, = 0. 

er ~ 


Nach (59) und (60) ist also m ungerade, d. h. 
(79) m ist eine ungerade (s’— 1)-fach vollkommene Zahl. 


Wir kénnen unsere Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammenfassen. 

Satz 3. Hs sei N die Menge der natiirlichen Zahlen n, die die folgenden 
Eigenschaften besitzen : 

a) a(n) =s-n (s fest), 

b) V(n) S K, wobei K eine beliebige, feste Zahl bedeutet, 

c) Es gibt eine feste natiirliche Zahl A so, daB 24 + n gilt. Dann ist N eine 
endliche Menge. 


§8 
Aus (74) und (77) erhalten wir fiir s’ die Abschitzung 
, : Vy ¢ , 
(80) 8 ht a 237. 


Wir bezeichnen nun 
. ee 
(81) min p,, =p; ming?” 
x=1 y=1 


re g?*}, 
Diese beiden Minima hingen zwar von @ ab, wir wollen aber als Vereinfachung 
der Schreibweise im Augenblick die Indizes 9 weglassen. Aus (76) folgt damit 
= l 1 . 2 1 
9 — - ., ae @ = - = ~ + . 
(82) 1+ > SI(1+ PP + =z) i gr) <(1 + al 


* =] 


1 
Wir beachten, daB wir wegen (75) annehmen kénnen, dab gui sehr klein 














176 


Hans-JOacHIm KANno.p: 


ist. Dann wird 


1 \ e+1 
(83) (1 +a) < 1+aTT - 
Aus (82) und (83) folgt 
f q'*} ast 
(84) p> 


Wir bezeichnen mit F,(x) das l-te Kreisteilungspolynom, dessen Wurzeln 
genau die primitiven /-ten Einheitswurzeln sind, und beachten, daB fiir | > 6, 
x > 1 stets F,(x) mindestens einen Primteiler der Restklasse 1 (mod/) ent- 
halt'). Es ist 


(85) Fy,+1(4y) gar"! — 1. 
Nach (75) kénnen wir annehmen, daB fiir y = 1,..., ¢ immer go" — 1 min- 
destens eine der Primzahlen p, (x = 1,..., a) als Teiler enthalt. Wegen (81) 


und (84) muB g’+! — 1 genau einen der Primteiler p, in genau der ersten Potenz 
enthalten. Wir wollen jetzt zeigen, daB 


(86) B+i=l 


eine Primzahl sein muB. Ware naimlich / = f +- 1 = 1,1,; 1, >/,> 1, wobei 1, 
und /, keine Primzahlen zu sein brauchen, so enthielte q+! — 1 die Kreis- 
teilungspolynome F,(q) und F, (q), also enthielte dann g’*! — 1 mindestens 
einen Primteiler = 1 (mod/) und mindestens einen Primteiler = 1 (mod1,), die 
wir als verschieden annehmen diirfen®?). Nun kénnen wir / und J, als sehr 
groB voraussetzen. Das wiirde zu g°*! — 1 > p? fiihren und nach (84) zu dem 


2 
Widerspruch p > Pe ;¢+1>p. Damit ist (86) als richtig erwiesen. Wir 
haben also 
a q?*! — ‘ c+1 
(87) pS Foi) "soy tat te <soy 


Wie frither gezeigt wurde?), enthalt F,,,(q) nur Primteiler 2 f+ 1. Das 
fiihrt nach (75), (81) und (87) zu 





P- 


(38) Fy) =lt+q+-:-+@ =p,, (<a'<<«. 
Weiterhin ergibt (87) 
(89) qactl. 

§9 


Wir wollen jetzt fiir s die speziellen Werte 
(90) s=3? bzw. s=55 (€ => 1, ganz) 


annehmen. Nach (67) und (77) ist 


A 


e338. 


(91) q-.=3, c=2 baw. ¢g,=5, 2 


") Das folgt aus fritheren Uberlegungen. Vgl. a. a. O. |2}. 
2) A.a. O. [2]. 
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Nach (74) folgt 





ae’ 55H 38; a’ = 3*-1/¢ o(nf) _ 3. 

. Ne 

— wae. Sad 2S cae Paw -2.3.5 
w. =8 1 7 er =8 i a 4 


Nach § 6 ergibt sich im ersten Fall der 

Satz 4. Es sei & eine natiirliche Zahl. Dann gibt es héchstens endlich viele 
(3*— 1)-fach vollkommene Zahlen mit genau k verschiedenen Primfaktoren. 

Im zweiten Fall, den wir von jetzt an allein betrachten, liefert die Be- 
dingung (92) 
(93) s = 2-51 oder s' = 2-51, 
Die zweite Méglichkeit fallt sofort weg, da ja s’ eine ganze Zahl ist. Also 
haben wir 
(94) h=2; d= =5. 
Die Beziehung (76) nimmt jetzt die folgende Gestalt an 

a S . 

(95) JJ (1+ p,,.4°°°+ prex) + (2For*1 — 1) - (oat? — 1) = TT peer + Bort] « Bhost1, 

x=1 


x=l1 
Wir lassen jetzt wieder die Indizes 9 weg. Nach (81), (87), (88), (89) und (94) 
kénnen wir 


(96) q=2; MWtl—-l=p, < ¥s+!—1 
annehmen. Nach (81) und (84) ist 
a B.+1 _ 
(97) min p, = p>-—z—. 
x=1 


Ist nun 5’:*! — ] durch eine der Primzahlen p, mit x > 1 teilbar, z. B. durch p,, 
so erhalten wir den Widerspruch 


98) (1+ 5)(—apea)-(+ a(t + p(t pea) (apa) S?- 
Wir kénnen also voraussetzen 


(99) (L4+ 5+ +++ + 5s) | Qa +1. pm, 


Da aber 2 |\(1+ 5+ ---+ 5%) zu 3| [Ip fiihrt, bleibt nur noch die Még- 
lichkeit = 

(100) 14+5+--++5%=p? mit ganzem x21 

iibrig. Aus (95) erhalten wir dann 


4(1+ p. +--+ + p,*") 
(101) 1+ pit 4 pi + 4 ptt 


1 l l 1 
= (145, +--+ +9) (1-51) (!— appa) Ss? 


Diese Ungleichung stellt fiir 2 > 1 einen Widerspruci dar. 
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Fir x = 1 schlieBen wir nun so: Nach (96) und (100) gilt dann 2° *!—1 
B,+1 Ei 
: r z. . Das fiihrt zu 


(102) Q+8 — FArt1 4 3g. 


Nach (75) und einem bekannten Satz [3] stellt auch (102) einen Widerspruch 
dar. Wir erhalten damit das folgende Ergebnis: 

Satz 5. Es sei & eine natiirliche Zahl. Dann gibt es héchstens endlich viele 
(5° — 1)-fach vollkommene Zahlen mit genau k verschiedenen Primfaktoren. 





§ 10 

Wir wollen in diesem abschlieBenden Paragraphen eine Vermutung aus- 
sprechen und daran einige Bemerkungen kniipfen. Als Verallgemeinerung 
der Satze 2, 3, 4 und 5 vermuten wir die Giiltigkeit von 

Satz 6. Es gibt dann und nur dann unendlich viele natiirliche Zahlen n, die 

a) a(n) = 8-n (s fest) 
und 

b) V(n) =k (fest) 
erfiillen, wenn 

a) s=0 (mod 2), 

8) es mindestens eine ungerade Zahl m gibt, die den Bedingungen a(m) 


= sm und V(m) = k — 2 geniigt, 


y) es unendlich viele gerade vollkommene Zahlen gibt. 
In der einen Richtung ist der Beweis fast trivial. Denn sei 


(48) m= ps... pt; = 1 (mod2); o(m) = +m. 


Gibt es nun unendlich viele gerade vollkommene Zahlen, so gibt es darunter 
auch unendlich viele, fiir die 


(104) v,=2e-qg; g@=2%e —l>me>*' > 

gilt. Dann besitzt aber m v, genau k verschiedene Primteiler, und es ist ferner 
8 

(105) a(m v,) = o(m) a(v,) => m-2v,=s-mr,. 

In der anderen Richtung kénnen wir wenigstens sagen: Wenn es unendlich 


viele n gibt, die die Bedingungen a) und b) aus Satz 6 erfiillen, so gibt es nach 
(59), (60), (78) und (79) jedenfalls eine Zahl m so, daB 


a(m) 8 
a 5 


(106) m= 1(mod2); 1< f< (s’ ganz) 


gilt und unendlich viele n, dargestellt werden kénnen in der Gestalt 


(107) n,=m-ne; (m,n¥)=1; 2%| nF; lim By = 00. 
er 


= ; fiihrt jedenfalls zu o(n*) = 2. Dann ist nf eine gerade vollkommene 


Zahl und der Satz 6 richtig. Es bleibt also noch iibrig zu zeigen, da® aus der 
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Annahme 
(108) s< 


ein Widerspruch folgt. 
Zusatz bei der Korrektur. Man kann mit den obigen Methoden leicht zeigen, 
daB Satz 6 richtig ist fiir alle s < 25. 


2. 
2 
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Einige differentialgeometrische Kongruenzsatze 
fiir geschlossene Flachen und Hyperflichen 


Von 
K. Voss in Ziirich 


Einleitung 
In dieser Arbeit werden n-dimensionale Flachen im (n + 1)-dimensionalen 
euklidischen Raum untersucht. Die Flaichen sollen mehrmals differenzierbar 
und regular im Sinne der Differentialgeometrie sein. Es wird sich besonders 
darum handeln, Aussagen iiber geschlossene Flichen zu gewinnen. Zum Teil 
wird nur der Fall n = 2 durchgefiihrt werden, jedoch lassen sich die Ergebnisse 
ausnahmslos auf beliebige Dimensionen verallgemeinern. 


1. Den Ausgangspunkt unserer Untersuchung bildet die Frage, ob zwischen 
den Hauptkriimmungen k,, k, einer geschlossenen (2-dimensionalen) Fliche 
eine monoton abnehmende Relation k, = /(k,) bestehen kann. Dies ist ein 
Teil der allgemeineren Frage nach geschlossenen Flichen mit einer Relation 


W (ky, ke) = 0 


zwischen den Hauptkriimmungen, die von H. Hopr [1]!) untersucht worden 
ist. Wir erwahnen in diesem Zusammenhang zunichst folgenden Satz: 

Satz A. Zwischen den Hauptkriimmungen einer Eifliche kann keine monoton 
abnehmende Relation k,= {(k,) bestehen, es sei denn, die Fliiche ist eine Kugel. 

Darin sind z. B. die bekannten — zuerst von H. Lr—EBMANN bewiesenen — 
Spezialfaille H = § (k,+ k,) =c und K = k,k, = ¢ enthalten. 

Der Satz A folgt aus einem allgemeineren Satze von A. D. ALEXANDROV [2]. 
auf den wir noch zuriickkommen werden”). Unabhangig davon ist der Satz A 
von 8. 8S. CERN [5] in der obenstehenden Form ausgesprochen worden. Der 
Beweis wird mit der gleichen Methode gefiihrt, wie sie H1iLBert fiir den Fall 
K=c angegeben hat, etwa in der Fassung, die in dem Lehrbuch von 
W. B: scuKeE [6] dargestellt ist*). Diese Methode besteht darin, daB man den- 
jenigen Punkt der Flaiche betrachtet, in dem die gréBere Hauptkriimmung 
ihr Maximum erreicht. Dann ist der Satz A ein Korollar des folgenden lokalen 
Satzes : 

Satz B. Auf einem positiv gekriimmten Flichenstiick, welches nicht Teil einer 
Kugel ist, kann nicht in einem Punkt die gréBere Hauptkriimmung ein Maximum 
und gleichzeitig die kleinere ein Minimum haben. 


1) Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 
?) Man vgl. auch die Arbeiten von PoGoREeLov [3] und Hartman und WINTNER [4]. 
wo die Voraussetzung der Analytizitat in [2] wesentlich abgeschwacht wird. 


3) Vgl. die Ausfiihrungen in [1], Einleitung, Nr. 5. 





a a ll 
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Dieser Satz hat wesentlich allgemeineren Charakter als der Satz A, da 
jetzt von einer Relation zwischen den Hauptkriimmungen nicht die Rede ist. 

Der Beweis des Satzes B sei hier im Anschlu8 an BLascuke kurz wieder- 
gegeben‘): Wir betrachten ein beliebig gekriimmtes Flachenstiick, auf dem 
die gréBere Hauptkriimmung in einem Punkte o ein Maximum und die kleinere 
ein Minimum erreicht. Dann wird behauptet: Hntweder ist die Fliiche ein 
Kugelstiick, oder die GauBsche Kriimmung in o ist nicht positiv. Falls o ein 
Nabelpunkt ist, so sind wir fertig, denn dann stimmt das Maximum der gréBeren 
Hauptkriimmung mit dem Minimum der kleineren iiberein, und somit sind 
die Hauptkriimmungen iiberall gleich, und die Fliche ist Teil einer Kugel 
oder Ebene. Sei also o kein Nabelpunkt. Dann lassen sich in der Umgebung 
von o Kriimmungslinien-Parameter u,v so einfiihren, daB auf den beiden 
Kriimmungslinien durch o auBerdem noch u bzw. v die Bogenlinge ist. Die 
ersten FundamentalgréBen seien mit HL, F, G(F = 0) und die zu den u- bzw. 
v-Linien gehérigen Hauptkriimmungen mit k’ bzw. k’’ bezeichnet. Driickt 
man nun in der Gleichung des GauBschen theorema egregium die Ableitungen 
E,, E.,, G,, Gy, waf Grund der Codazzischen Gleichungen durch k’, k’’ und 
ihre Ableitungen aus und beachtet noch, daB in o EF = G.= 1 ist, so erhilt 
man fiir die GauBsche Kriimmung im Punkte o einen Ausdruck der Form 

K =“ 4 AR + BR. 

Haben nun k’ und k” in o die vorausgesetzte Extremaleigenschaft, so liest 
man ab: in o ist K < 0, q.e.d. Ubrigens sieht man an Beispielen, da® diese 


Situation tatsachlich vorkommt. 


Man kénnte nun vermuten, da8 auf nicht-konvexen geschlossenen Flachen 
— etwa vom Geschlecht 0 — monoton abnehmende Relationen méglich sind. 
Dies ist jedoch nicht der Fall. Beschranken wir uns auf differenzierbare Funk- 
tionen /(k,) mit negativer Ableitung. Dann folgt aus Satzen von H. Hopr: 

Satz C. Zwischen den Hauptkriimmungen einer analytischen geschlossenen 
Fliiche vom Geschlecht 0 kann keine monoton abnehmende Relation k, = f (k,) be- 
stehen, es sei denn, die Fliche ist eine Kugel®). 

Damit ist unsere Frage (unter gewissen zusiitzlichen Voraussetzungen) fiir 
Flichen vom Geschlecht 0 beantwortet; dagegen ist — soviel ich weiB — 
die Frage offen, ob es Flichen vom Geschlecht g => 1 mit einer Relation der 
genannten Art gibt. Einzig fiir die spezielle Relation H = c existieren Teil- 
ergebnisse, denen zufolge es unter allen geschlossenen Flachen mit g => 1 einer 
gewissen Flachenklasse keine Flichen mit H = c gibt. Diese noch zu erliu- 
ternden Sitze, die sich auch auf nicht-konstantes H beziehen, sind in einer 


*) W. Biascuke [6], S. 195—197. Ubrigens ist das am SchluB des dortigen § 91 for- 
mulierte Ergebnis falsch: Z. B. auf den bekannten Rotationsflachen mit K = 1 werden 
die Hauptkriimmungen in den Punkten des griéBten Parallelkreises extremal, ohne daB 
diese Punkte Nabelpunkte sind (die gréBere Hauptkriimmung hat ein Minimum). 

5) Vgl. [1], 8. 237, Satz B’. Dort braucht die Relation nur in der Umgebung der 
Nabelpunkte zu existieren und monoton zu sein. Vgl. auch den Satz C auf 8. 238 und dazu 
die Bemerkung in [7], 8. 53, tiber die Voraussetzung der Analytizitat. 
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gemeinsamen Note von H. Horr und mir [8] dargestellt worden. (Vgl. auch 
den Vortrag [7], wo die Anwendung auf Flichen mit konstantem H ausfiihr- 
lich diskutiert wird.) 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht in einer Ausarbeitung und Er- 
weiterung der Ideen von [8]. Erstens werden den in [8] abgeleiteten Integral- 
formeln fiir H, aus denen sich die dortigen Satze ergeben, Integralformeln 
und Satze fiir K — allgemeiner: fiir die elementarsymmetrischen Funktionen 
der Hauptkriimmungen einer n-dimensionalen Flaiche — an die Seite gestellt. 
Zweitens wird noch eine andersartige Methode entwickelt, mit deren Hilfe 
sich die entsprechenden Siatze folgern lassen, wenn man H bzw. K durch eine 
symmetrische Funktion W (k,, k,) ersetzt, die in beiden Variablen monoton 
ist, und zwar gleichsinnig monoton, d.h. etwa monoton wachsend in beiden 
Variablen; dies wird allerdings nur unter Beschrinkung auf analytische 
Flachen geschehen. Wir werden beweisen (Satze IV und IV’): 

Auf einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht g => 1 mit ,,geniigend vielen’ 
Konvexititsrichtungen (in einem noch zu prazisierenden Sinne) kann keine 
monoton abnehmende Relation k, = f(k,) bestehen (insbesondere keine derartige 
symmetrische Relation W (k,, k,) = 0)°). 

Dabei heiBe die geschlossene Fliche F konvex in einer Richtung, wenn 
jede Gerade dieser Richtung héchstens zwei Punkte mit F gemeinsam hat 
(genaue Definition im § 2). Eine Eiflache ist in jeder Richtung konvex; aber 
es gibt auch nicht-konvexe Flachen von beliebigem Geschlecht, welche Kon- 
vexititsrichtungen besitzen. Zum Beispiel ist die gewéhnliche Torusflache 
in der Richtung der Rotationsachse und in allen benachbarten Richtungen 
konvex. 

Beim obenstehenden Satz sind also nur Flaichen von verhaltnismaBig ein- 
facher Gestalt zugelassen, und die Frage bleibt offen, wie die Verhialtnisse 
fiir beliebige geschlossene Flachen sind. 


2. Die in Nr. 1 angedeuteten Satze IV und IV’ werden sich aus einem all- 
gemeineren Satze ergeben, den wir den Symmetriesatz nennen (Satz II; ge- 
naue Formulierung im § 5): 

F sei eine in der Richtung e konvexe Flaiche und W (i, k,) eine symmetrische 
Funktion, die in beiden Variablen gleichsinnig monoton ist. Falls dann fiir 
jede Schnittgerade der Richtung e die Funktion W in den beiden Schnittpunkten 
den gl “shen Wert hat, so besitzt F eine Symmetrieebene senkrecht zu e. 

Von der Funktion W wird hier nicht vorausgesetzt, daB sie auf F konstant 
sei; ist dies aber der Fall, so folgt, daB es zu jeder Konvexitiatsrichtung eine 
Symmetrieebene gibt. Eine Flache mit geniigend vielen Symmetrieebenen 
muB aber eine Kugel sein. 


3. Um den Symmetriesatz zu beweisen, leiten wir folgenden allgemeineren 
Satz her, den wir den T'ranslationssatz nennen wollen (Satz I): 

Zwischen den Flichen F und F bestehe eine ,,Parallelabbildung’’, d.h. eine 
Abbildung, bei der die Verbindungsgeraden von Punkt und Bildpunkt eine feste 


*) Fiir die Relation H = c siehe [7], Satz II. 
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Richtung haben. Wir setzen voraus, eine Funktion W (k,,k,) der in Nr. 2 be- 
trachteten Art habe in einander entsprechenden Punkten von F und F den gleichen 
Wert, und zeigen: dann ist die Abbildung eine Translation. 

Daraus, daB die beiden Flaichen die Funktion W im Sinne der Parallel- 
abbildung gemeinsam haben, folgt also ihre Kongruenz. 

Man kann den Translationssatz mit dem Satz von ALEXANDROV [2] ver- 
gleichen, der im Zusammenhang mit dem Satz A genannt wurde: Dort werden 
zwei Ejiflichen betrachtet, die so aufeinander abgebildet sind, daB die Nor- 
malen parallel und eine gleichsinnig monotone Funktion der Hauptkriimmungen 
invariant ist. Daraus folgt, daB die Abbildung eine Translation ist. Unserm 
Symmetriesatz entspricht folgendes Korollar aus dem ALEXANDROvVschen 
Satze: Die Eifliiche F habe die Eigenschaft, daB in antipodischen Punktepaaren, 
d.h. in Punkten mit parallelen Tangentialebenen, eine gleichsinnig monotone 
Funktion der Hauptkriimmungen den gleichen Wert hat. Dann ist F zentral- 
symmetrisch. 


4. Die Paragraphen 1—4 haben vorbereitenden Charakter. Im §1 sind 
Bezeichnungen und Formeln der Flachentheorie zusammengestellt. Im § 2 
werden die Parallelabbildungen definiert und ihre Eigenschaften diskutiert. 
§3 enthalt Hilfssitze iiber symmetrische Funktionen von zwei Variablen, 
§4 Formeln fiir die Variation der elementarsymmetrischen Funktionen der 
Hauptkriimmungen einer n-dimensionalen Flaiche. AnschlieBend werden in 
§ 5 und 6 die Siatze I und II bewiesen und im §7 auf Flaichen mit einer Re- 
lation zwischen den Hauptkriimmungen angewandt. 

Das beim Translationssatz vorliegende Problem la8t sich, wie sich zeigen 
wird, durch eine Funktion charakterisieren, welche einer elliptischen Diffe- 
rentialgleichung geniigt. Daher kann man das Maximumprinzip anwenden. 
Jedoch erfordern gewisse Punkte, in denen die Differentialgleichung ausartet, 
eine besondere Betrachtung. Diese Verfeinerung des Maximumprinzips wird 
im § 5 geliefert (Satz 1), und zwar fiir analytische Flaichen. 

Untersucht man, wann die erwahnte Differentialgleichung selbstadjungiert 
ist, so zeigt sich, daB dies (bei 2-dimensionalen Fliachen) fiir die Funktionen 
W = H und W = K zutrifft, und in gewissem Sinne nur fiir diese Funktionen. 
In diesen beiden Fallen werden im §8 die angekiindigten Integralformeln 
hergeleitet, aus denen sich der Translationssatz unter den iiblichen Differen- 
zierbarkeitsvoraussetzungen ergibt. Zur Herleitung der Integralformeln wird 
ein besonderer Kalkiil verwendet, der sich auch sonst als niitzlich erweist. 
Ubrigens sind die Integralformeln vom gleichen Typus wie die Greensche 
Formel, mit der man zeigt, daB die einzigen harmonischen Funktionen auf 
einer geschlossenen Flaiche die Konstanten sind. 

AnschlieBend werden die Integralformeln im § 9 auf n-dimensionale Flachen 
im R,,,, mit beliebigem n verallgemeinert. Man erhalt Kongruenzsitze von 
folgender Art (Saitze V und VI): Wenn bei einer Parallelabbildung einer ge- 
schlossenen Fliche auf eine andere eine der elementarsymmetrischen Funktionen 
der n Hauptkriimmungen k, invariant ist, so sind die Flichen kongruent. Daraus 
ergibt sich dann: Falls in je zwei Punkten, in denen eine Eijliche von den 
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Geraden einer Parallelenschar getroffen wird, eine der obigen Kriimmungsfunktionen 
den gleichen Wert hat, so ist die Fliche symmetrisch. Dies ist eine Verschirfung 
der Siatze von W. Siiss [9], daB die Kugel die einzige Eifliche ist, auf der eine 
der genannten Kriimmungsfunktionen konstant ist’). Ubrigens laBt sich 
dieser Satz auf Linearkombinationen der Kriimmungsfunktionen mit posi- 
tiven Koeffizienten erweitern (Satz VII). 

Die Tatsache, daB eine gewisse Differentialgleichung selbstadjungiert ist, 
hangt mit Variationsproblemen zusammen. Um den Integralformeln — und 
damit auch den Kongruenzsitzen — eine entsprechende Deutung zu geben, 
werden im § 10 die Flachenintegrale der elementarsymmetrischen Funktionen der 
Hauptkriimmungen betrachtet*). Dann zeigt sich, da8 diese Kriimmungs- 
integrale bei einer linearen Parallelvariation (Variation in konstanter Richtung) 
konvexe Funktionen des Variationsparameters sind (Satz IX). Im Falle des 
Symmetriesatzes liefert der betrachtete VariationsprozeB die Steinersche 
Symmetrisierung an einer Ebene und damit die Tatsache, daB die Kriimmungs- 
integrale monoton abnehmen, es sei denn, die Fliche ist bereits symmetrisch 
(Satz X). Wiéahrend diese Tatsache fiir die Oberfliche wohlbekannt ist. 
scheint sie fir den allgemeinen Fall noch nicht bewiesen worden zu sein’). 

SchlieBlich werden im § 11 berandete Flachen betrachtet, denen an Stelle 
der Bedingung der Geschlossenheit geeignete Randbedingungen auferlegt 
werden. Dann gelten zum Translationssatz analoge Kongruenzsitze. Nimmt 
man speziell etwa 2-dimensionale Flachen, die sich eineindeutig in die x, y- 
Ebene projizieren lassen, so erhalt man Einzigkeitssitze fiir die Lésungen 
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus, 
die sich z. T. mit bekannten Satzen iiberdecken, z. B. (im Falle der GauBschen 
Kriimmung K) mit einem Satz von F. REtxIcH [11] iiber das erste Randwert - 
problem bei Monge-Ampéreschen Differentialgleichungen. (AuBer dem ersten 
Randwertproblem wird im § 11 noch eine andersartige Randwertaufgabe vor- 
kommen [Randbedingung (11.2)j, bei der die ersten Ableitungen am Rande 
gegen co gehen.) Unsere Methode ergibt somit fiir gewisse spezielle Differential- 
gleichungen neuartige Beweise von Unititssitzen mit Hilfe von Integral- 
formeln. 

Zum SchluB wird im § 12 mit der Methode des § 5 ein allgemeiner Einzig- 
keitssatz fiir elliptische Differentialgleichungen bewiesen, der den zitierten 
Satz von RELLIcH umfaBt: Die Differentialgleichung 


D(x, y, p,q, 7, 8, t) = 0, 


wo p,q und r, 8, t erste bzw. zweite Ableitungen einer Funktion sind, enthalte 
die unbekannte Funktion u(z, y) nicht. Dann wird unter gewissen Annahmen 
iiber die Konvexitat der beiden Gebiete, in denen der Differentialausdruck ® 
positiv bzw. negativ elliptisch ist, bewiesen (Satz XI): 


7) In [9] wird der Satz gleich fiir die relativgeometrischen Kriimmungsfunktionen 
bewiesen. 

’) Bei konvexen Flachen sind diese bis auf einen Faktor gleich QuermaBintegralen. 

*) Pétya und Szxec6é [10], S. 168—170, zeigen, daB das (nm — 1)-te Kriimmungs- 
integral fiir die symmetrisierte Flache nicht gréBer ist als fiir die Ausgangsflache. 
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Dus erste Randwertproblem der Differentialgleichung ® =- 0 besitzt héchstens 
zwei Lésungen, fiir welche @ elliptisch ist, und zwar héchstens je eine positiv 
bzw. negativ elliptische Lésung. 

Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich Herrn Professor H. Hopr. 
Ihm, meinem verehrten Lehrer, sei an dieser Stelle mein herzlichster Dank 
zum Ausdruck gebracht. 


§ 1. Bezeichnungen und Formeln 


Die n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit § sei h-mal stetig diffe- 
renzierbar (h > 2) oder auch analytisch, d. h. die beim Ubergang von einem 
lokalen Parametersystem u',...,u" zu einem anderen entstehenden Para- 
metertransformationen werden durch A-mal stetig differenzierbare bzw. reell 
analytische Funktionen mit positiver Funktionaldeterminante vermittelt. 
Wir nennen § die Parameterflache. 

Eine n-dimensionale Fliche F im euklidischen Raum R,,,, ist gegeben 
durch eine Vektorfunktion x(p), p €%, wobei r als Funktion lokaler Para- 
meter h-mal stetig differenzierbar bzw. analytisch sein soll. Partielle Ab- 
leitung nach uw‘ sei durch Anhingen des Index u‘ angedeutet. Wir setzen 
voraus, daB die Vektoren r,; = x; linear unabhingig sind. Demzufolge ist die 
Abbildung von F in den Raum lokal eineindeutig; dagegen kann F Selbst- 
durchdringungen haben, d.h. es kénnen mehrere Punkte p von § auf einen 
Punkt des Raumes abgebildet werden. Die Punkte von F (also Punkte des 
Raumes) werden wir ebenfalls mit p bezeichnen; unter einer Umgebung eines 
Flichenpunktes ist dann das Bild einer Umgebung auf § zu verstehen. 

Sei g,;= x,x; der metrische Fundamentaltensor der Fliche F, |g,,| = g 
seine Determinante, g‘ der zu g,; inverse Tensor und d A V9 du‘. ..du" das 
Flichenelement von F. Wir benutzen die Schreibweise der Tensorrechnung, 
wobei mit Hilfe der g‘’ bzw. g,; Indizes herauf- und heruntergezogen werden. 
Die zu den g,; gehérigen Christoffelschen Symbole werden mit °%, bezeichnet, 
die kovarianten Ableitungen einer Funktion / beziiglich der J’ durch An- 
hiangen eines Index, insbesondere also 


fi= fair fu=hew—Thh- 


Die aus n + 1 réumlichen Vektoren a, gebildete Determinante bezeichnen wir 
mit (a,,...,4,,,). Da F orientiert ist und die rx, linear unabhangig sind, 
1aBt sich der Einheitsvektor n der Flachennormalen eindeutig definieren durch 
die Forderungen 


nz,=0, (n,%,...%) = +VQg- 
Weiter setzen wir 
(1.1) Ej,...in = Vo sen(t,--- tn), 
wobei unter sgn (i, .. . ¢,,) das Signum der Indexpermutation i, ... i, zu ver- 


stehen ist bzw. die Zahl 0, falls zwei Indizes gleich sind. ¢ ist ein Tensor bei 
Beschrinkung auf Parametertransformationen mit positiver Funktional- 
13* 
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determinante. Man kann dies aus der Darstellung 
Ei, ...in _ (n, Xi,> ar | ¥i,,) 


ablesen. Fiir das n-fache Vektorprodukt der Vektoren ¢,,,..., 1, erhilt 
man also 


(1.2) ¥i,X - + X Bag = &,...4, 0 


Zieht man in (1.1) alle n Indizes nach oben, so findet ‘man unter Beachtung 
von Determinanteneigenschaften : 


(1.3) elim — g-t agn(i, ...t,). 
Bezeichnet man das alternierende Produkt der Differentiale du‘ mit du‘ \ du’: 


(1.4) dut \ dw =— dw A dut, 
so folgt 
(1.5) duw A... Adum= eh---ing A, 


Auf Grund der Definition der J**; ist x,; parallel zu n: 
(1.6) Key = Un, 
und durch diese Gleichung ist der zweite Fundamentaltensor 1,, der Flache 
definiert. Fiir die Ableitungen von n gilt: 


(1.7) n, =—Ur,. 


Der gemischte zweite Fundamentaltensor 1) hat — da er in jedem Flachen- 
punkt durch eine symmetrische Matrix reprisentiert werden kann — reelle 
Eigenwerte k;, die Hauptkriimmungen der Filache. 

Bei Anderung der Orientierung der Flache wechseln n, J,;, 2 und die k, 
das Vorzeichen. 

Die elementarsymmetrischen Funktionen der k; — dividiert durch die 
Anzahl der Summanden — werden mit H, bezeichnet: 
(1.8) (*) Ht, =...B,+..., v=1,....”, Hy=1. 


v 


Die H, geniigen der Gleichung 
(1.9) glist oul = 2 a9) A, 


wo A eine Unbestimmte ist. 

Ist A eine quadratische Matrix, so sei A* die aus den algebraischen Kom- 
plementen der a;; gebildete Matrix, also A - A*= (Determinante von A) - Ein- 
heitsmatrix. Die Elemente der Matrix (A 1,;+ 9,;)* sind Polynome in 2 vom 
Grade n — 1. Wir setzen 


- n—1l)\ ;; 
(1.10) g*(Alis+ 9i,)* “2 ~ (’ = i) Ce): 
Dadurch werden Tensoren ci, fir »=1,..., definiert. Speziell ist 


(1.11) ei=9%, fy = gli =e. 
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Durch eine affine Parametertransformation kann man stets erreichen, daB g,; 
in einem Punkt der Flache die Einheitsmatrix ist und 1,,; Diagonalform hat: 


0 fir i +), 0 fiir i+), 
—_ vs ded... wie dod 
In einem solchen Parametersystem wird nach (1.10) 
(1.13) oi, —0 far i+j, off," OM 10), 
J 


Wir behaupten, da8 fir c'/, auch die folgende Darstellung gilt: 


(rv) 


(1.14) (n—1)! d= 2a : l," ag te ae : 
Zum Beweis kann man etwa verifizieren, daB (1.14) in einem Parameter- 
system (1.12) mit (1.13) iibereinstimmt. 


Von jetzt an beschranken wir uns auf den Fall n = 2, also auf gewéhn- 
liche Flaichen im R,. Erst in §4 und §§ 9—11 wird wieder von Flachen be- 
liebiger Dimension die Rede sein. 

Fir n = 2 hat man in (1.8) die mittlere Kriimmung H = }(4, + &,) und 
die GauBsche Kriimmung K = k,k,. Zwischen den Tensoren (1.1) und (1.3) 
fiir n = 2 besteht die Beziehung 
(1.15) et*e i — 6% at 
l fir ¢ =j, 
und fiir die Tensoren (1.11) ergeben sich aus (1.14) die Darstellungen 
(1.16) g! = e*e5*q.., cl = ei gi* l.. 2 


Es sei noch erwahnt, daB man die Determinante eines gemischten Tensors a? 
in der Form 


(1.17) \a?| = } e'” €,, a} a? 


darstellen kann. 


§ 2. Parallelabbildungen einer Fliche auf eine andere 

Unter einer Parallelabbildung einer Fliche F auf eine Fliche F verstehen wir 
eine topologische Abbildung p =T p, bei der die Verbindungsgeraden entspre- 
chender Punkte p und p eine feste Richtung haben. Diese Richtung wird im 
folgenden immer durch einen festen Einheitsvektor ¢ festgelegt. 

Die Parallelabbildung heiBt regulédr, falls sie — ausgedriickt durch lokale 
Flichenparameter — stetig differenzierbar und falls ihre Funktionaldeterminante 
von Null verschieden ist. 

Das zx, y, z-Koordinatensystem des Raumes sei stets so gewahlt, dab e 
die z-Richtung ist. Falls dann T eine Parallelabbildung von F auf F in der 
Richtung ¢ ist und falls die Tangentialebenen in p und in j nicht parallel zu ¢ 
sind, so ist 7’ sicher regulir in der Umgebung von p, denn man kann auf 


1°) Dies sind die bei Weglassung von k; gebildeten H,_,. 
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beiden Flachen x und y als Parameter einfiihren, so dab die Abbildung durch 
Gleichheit der Parameterwerte gegeben ist. 

Die Menge der Punkte von F, in denen die T'angentialebene parallel zu ¢ 
ist, nennen wir die Schattengrenze von F. In den Punkten der Schattengrenze 
braucht eine Parallelabbildung nicht regular zu sein. Jedoch werden wir 
zeigen, daB folgende Bedingung hinreichend fiir Regularitat ist (daB man ohne 
die Bedingung nicht auskommt, wird weiter unten gezeigt) : 

(a) In Punkten, in denen F von einer Parallelen zu ¢ beriihrt wird, ist ¢ 
nicht Asymptotenrichtung. 

Zum Beispiel positiv gekriimmte Flichen haben diese Eigenschaft in jeder 
Richtung. An Stelle von (a) kann man auch sagen: 

(a’) In Punkten mit en =0 ist der Gradient der Funktion en von Null 

verschieden und die Tangente an die Kurve e n = 0 nicht parallel zu e. 
Die Schattengrenze besteht dann also aus glatten Kurven mit von e verschie- 
dener Tangente. Die Aquivalenz von (a) und (a’) folgt aus der Gleichung 
l‘(e x,) (¢ x;) = —g¥(en,) (e x;). Die Bedingung (a) besagt, daB die linke Seite 
dieser Gleichung von Null verschieden ist, (a’) das gleiche fiir die rechte Seite. 
Wir behaupten nun: 

Lemma 1. Die Flichen F und F seien (h + 1)-mal stetig differenzierbar 
(h = 1) bzw. analytisch, und es bestehe eine Parallelabbildung p =Tp in der 
Richtung ¢. Falls dann F und F in der Richtung ¢ die Bedingung (a) erfiillen, 
so ist T regulér, und zwar h-mal stetig differenzierbar bzw. analytisch"). 

Beweis: Gehéren p und p nicht zur Schattengrenze, so ist 7’ regular und 
sogar (h + 1)-mal differenzierbar bzw. analytisch. Sei also py ein Punkt auf F 
mit en = 0. Da die Funktion ¢ n in der Umgebung U von p, das Vorzeichen 
wechselt, wird U bei Projektion in die x, y-Ebene gefaltet, d.h. in der 
x, y-Ebene wird ein Gebiet, welches die Projektion der Schattengrenze am 
Rande enthilt, zweifach bedeckt. Das gleiche mu dann auch fir F gelten, 
d.h. T bildet die Schattengrenze von F auf diejenige von F ab. 

a) Zuerst sei der analytische Fall behandelt: py sei der Nullpunkt des 
raumlichen Koordinatensystems, die y,z-Ebene Tangentialebene in p, und 
die Flache F durch 


(2.1) x= ply.z), [p(0,0) = (0, 0) = p,(0, 0) = 0). 
mit einer reell analytischen Funktion gm der Parameter y,z dargestellt. Da 
die z-Richtung nicht Asymptotenrichtung ist, gilt ~,,.(0,0) = 2a+0. Man 
kann annehmen: a > 0. Die Schattengrenze ist durch 

p:(y,2) = 0 
gegeben, und wegen ~,,+ 0 ist dies gleichbedeutend mit 


(2.2) z= p(y), [ p(0) = 0), 
wo p(y) analytisch ist. Wir fiihren Parameter wu, v ein durch 
eget 
2.3 
sa v=2—yly) 


") Fir Eiflachen wurde ein ahnlicher Satz schon von A. Deicke ausgesprochen. 


Vgl. [12], S. 49. 





a= 


— ar 
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und setzen 

(2.4) f(u, v) = p(u,v + p(u))— eu, p(u)). 
Dann gilt 

(2.5) f(u, 0) = f,(u,0)=0, f,,(0,0) = 2a > 0, 
also 


f(u, v) = a v*(1 + g(u, »)), [g(0, 0) = 0), 


wobei g(u, v) analytisch ist. Fiihrt man noch A(u,v) ein durch 1 + h(u, v) 
V1 4 g(u, v) , A(O, 0) = 0, so ist 

H=u 

2.6 / 

Cm C=Va -v(l + A(u, v)) 


cine analytische Parametertransformation, und man findet 


x= p(n, p(n) +o 

y= 7 
Dadurch wird iibrigens in Evidenz gesetzt, daB die Projektion von F in die 
x, y-Ebene das Gebiet x > o(y, y(y)) zweifach bedeckt. Den Teilen z= p(y) 
der Fliche entspricht ¢ = 0. 

Ist nun F analog durch x = @(y, z) gegeben, so haben die Schattengrenzen 
von F und F die gleiche Projektion, d.h. es ist o(y, y(y)) = P(y. P(y)). 
AuBerdem ist sgn ~,,= sgn G,,. Da bei Parallelabbildung 7 = x und ¥ = y 
ist, erhalt man aus (2.7) die Gleichungen 7 = 7, €?= £2. Nimmt man etwa an, 
daB 5-- 0 auf f > 0 abgebildet wird, so folgt: Nach analytischen Parameter- 
transformationen lauten die Gleichungen der Parallelabbildung 7% = 9, & = ¢ 
(baw. f = — £) q.e.d. 

b) Im Falle (h + 1)-mal differenzierbarer Flachen verliuft der Beweis 
analog wie bei a): Die Funktion p(y) in (2.2) und damit die Transformation 
(2.3) sind jetzt A-mal stetig differenzierbar. Daher ist man fertig, sobald 
bewiesen ist, daB 


(2.7) 


y= U 


9A’ 
(2.6’) f= sgnv-|/f(u, v) 


eine A-mal stetig differenzierbare Parametertransformation ist. Dabei ist / 
durch (2.4) definiert, besitzt also stetige Ableitungen bis zur Ordnung h + | 
mit Ausnahme der (h + 1)-ten Ableitung nach u und erfiillt (2.5). Da f fiir 
» + 0 nicht verschwindet, ist ¢ fiir v + 0 differenzierbar. Wir werden zeigen. 
daB der Limes der Ableitungen von ¢ fiir uu, v> 0 existiert; daraus laBt 
sich auf Grund des Mittelwertsatzes die Existenz (und Stetigkeit) der Ab- 
leitungen fiir v = 0 folgern. 

Zunichst sei der Beweis fiir h = 1 und h = 2 ausfiihrlich dargestellt (nur 
diese beiden Fille werden spiter vorkommen). Wir bilden Taylor-Entwick- 
lungen nach Potenzen von v mit Restglied; o(v') bezeichne Funktionen mit 
der Eigenschaft, daB v-'o(v') fir w+ up, v->0 gegen 0 strebt. Fiir A = 1 gilt 
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wegen (2.5) 


f = a(u) v? + o(v*), fu= 0(v), f, = 2a(u) v + o(v), 


wobei a(u) stetig und positiv ist. Daraus folgt: ¢ = Va(u) v + o(v). Wegen 
f= Crist 
(2.8) C= 4h.04, 


wo fiir den Moment w', u? fiir u,v geschrieben ist. Setzt man die Entwick- 
lungen fiir f ; und ¢ in (2.8) ein, so ergibt sich 


C= (1), So= Valu) + ofl). 
Damit ist gezeigt, daB (2.6’) eine stetig differenzierbare Parametertrans- 


formation ist. 
Sei nun A = 2. Dann gilt 





(2.9) f = a(u)v? + b(u)v® + o(v'), 

wo jetzt a(u) stetig differenzierbar und b(u) stetig ist. Aus (2.9) folgt 
a! ae b(u) 2 

(2.10) C= Va(u)v ao 2 Vatu) v? + o(v). 


Fiir die ersten und zweiten Ableitungen von / gelten Taylor-Entwicklungen, 

die sich aus (2.9) durch formale Differentiation gewinnen lassen, d. h. man hat 

das auf der rechten Seite von (2.9) stekende Polynom in v nach u bzw. nach v 

zu differenzieren und zugleich bei jeder Differentiation den Grad der Ent- 

wicklung um | zu reduzieren. Damit erhalt man zunichst aus (2.8): 

— —— 4 

2.10) =WValu))'o+ 0), f= Valu) +7 o + oe). 
Va(u) 

Cotes = (FE heey — Sue Sys) Oo? 





Setzt man dies in 


ein, so folgt 

2.10") w= O(1), Sue=(Valu))'+ 000), So + 01), 
Va(u) 

und somit ist ¢ zweimal stetig differenzierbar nach u und v. 

Bei beliebigem A begniigen wir uns mit folgender Andeutung des Beweises : 
Man findet fiir ¢ eine Entwicklung nach v vom Grade h. Analog wie (2.10’) 
und (2.10’’) durch formale Differentiation aus (2.10) entstehen, zeigt man jetzt, 
daB die Ableitungen von ¢ bis zur Ordnung A gleich formalen Derivierten der 
Entwicklung von ¢ sind, und zwar laBt sich dies durch Induktion nach der 
Ordnung der Ableitungen beweisen, indem man durch Differentiation von 
f = @ Rekursionsformeln fiir die Ableitungen von ¢ aufstellt. 





Wir betrachten nun zwei Flachen F und F, zwischen denen eine regulire 
Parallelabbildung besteht. Wir werden stets annehmen, da® man auf F und F 
gemeinsame Parameter u‘ hat, so daB entsprechende Punkte gleiche Para- 
meterwerte haben. Ist x der Ortsvektor von F, so gilt fiir den Ortsvektor T 
von F: 


(2.11) T=r+w, w=we. 
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w ist eine stetig differenzierbare Funktion auf der Fliche. Aus (2.11) folgt: 
(e, Ti To) = (e, tT, Yo), also 


(2.12) (ei) dA = (en) dA. 


Fir en =0 ergibt sich daraus: Bei einer reguliéren Parallelabbildung ent- 
sprechen sich die Schattengrenzen von F und von F; auBerdem haben die beiden 
Flachen in solchen Punkten eine gemeinsame Tangentialebene, da die Vek- 
toren ¢, t;, tf, in einer Ebene Jiegen, also x,, r, die gleiche Ebene aufspannen 
wie ¥,,%- Fir en +0 sind iibrigens beide Seiten von (2.12) gleich dzdy. 

Bei gegebenem F ist die Fliche F durch die Funktion w gemaB (2.11) 
festgelegt. Im Falle einer reguliren Parallelabbildung kann man daher sagen: 
F entsteht aus F durch Abtragen einer Funktion w in der Richtung e, wobei w 
differenzierbar ist und in den Punkten der Schattengrenze einer Nebenbedingung 
geniigt. 

Tragt man namlich von F aus eine beliebige Funktion w ab, so erhilt 
man fiir e n + 0 eine regulire Fliche F; dagegen muB8 w in den Punkten mit 
en = 0 einer Bedingung geniigen, damit F regular wird. Um diese Bedingung 
zu finden, sei F in der Form (2.1) gegeben. Fiir F gilt 7 = y, Z = z + w(y. 2), 
und da ¥, z regulire Parameter auf F sind, muB 

= 1+ +40 
sein. Man kann diese Bedingung fiir w auch in beliebigen Flichenparametern u‘ 
ausdriicken. Sie lautet, da man w in der Richtung ¢ ableiten mu8 und da 
der Tangentialvektor e die Komponenten ¢ r;= z; hat: 


1 + g¥z,w;+ 0 fiiren = 0. 
Gelegentlich werden wir diese Annahme verschirfen zu: 
2.13) 1 + g¥z,w;> 0 fir en = 0. 


Das bedeutet, daB in den Punkten der Schattengrenze fi = n (nicht = — n) 
ist. In diesem Falle ist durch 


(2.14) F,: r(ié)=xrt+twe, Ostsl, 


eine Schar F, regularer Flachen gegeben, denn aus (2.13) folgt 1 + t gz,w; > 0 
fir O<t<1. F léB®t sich also durch eine stetige Schar von Parallelabbil- 
dungen in F iiberfiihren. 


Man kann auch Parallelabbildungen einer Fliche auf sich selbst betrachten. 
Wir erwahnen einen besonderen Fall, wo solche Abbildungen sicher existieren : 

Die Fliche F heiBe konvex in der Richtung e, wenn jede Gerade parallel zu ¢ 
entweder gar keinen Punkt oder einen Beriihrungspunkt oder zwei Punkte mit F 
gemeinsam hat*?). 


12) Wir weichen hier von [8] ab. Dort wurde zusitzlich angenommen, daB die beiden 
Punkte keine Beriihrungspunkte sind. Bei solchen Flaichen besteht die Schattengrenze 
aus stetigen, eineindeutig iiber der x, y-Ebene liegenden Kurven, an denen ¢n das Vor- 
zeichen wechselt. 
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Man erhilt eine Parallelabbildung p’= Ap von F auf sich, wenn man 
durch jeden Punkt p von F die Parallele zu e legt und den zweiten Schnitt- 
punkt p’ mit F bestimmt (falls die betreffende Parallele die Flache F nur in p 
beriihrt, sei Ap = p). A ist eine topologische Abbildung von F auf sich. 

Um die Regularitét dieser Abbildung sicherzustellen, setzen wir voraus, 
F habe in der Richtung ¢ die Eigenschajft (a). F heiBe dann konvex in der Rich- 
tung e im engeren Sinne. 

Gelegentlich wird die Voraussetzung (a) folgendermaBen abgeschwiacht 
werden (Konvexitat im weiteren Sinne) : 

(a,) Die Schattengrenze besteht aus endlich vielen stetigen reklifizierbaren 
Kurven und aus isolierten Punkten. 

Die Gestalt einer geschlossenen in der z-Richtung (im engeren Sinne) kon- 
vexen Fliche F vom Geschlecht g kann folgendermaBen beschrieben werden : 
F zerfallt in zwei zusammenhiangende Gebiete mit en >0 bzw. en <0, 
deren gemeinsamer Rand aus g + 1 geschlossenen Kurven besteht. Die beiden 
Gebiete besitzen die gleiche eineindeutige Projektion in die z, y-Ebene, 
wahrend lings der Randkurven (Schattengrenzen) die Tangentialebenen 
parallel zur z-Achse sind. 

Zum SchluB geben wir Beispiele von Flachen an, welche zeigen, daB man 
ohne die Bedingung (a) beim Lemma | nicht auskommt: 

1. F sei gemaB (2.1) durch x = (z*— y)* gegeben. F ist konvex in der z-Rich- 


tung, denn zu (2, y) gehéren zwei Werte z -(y + yz) und z = (y —- Vz)’. 
Die Schattengrenze besteht aus den Kurven z= 0 und y = z*. Der Null- 
punkt O des Koordinatensystems ist ein parabolischer Punkt und die 
z-Achse Asymptotenrichtung in 0. Die Parallelabbildung A von F auf sich 
wird durch 9 = y, Z=(2 y — 23)" beschrieben, ist also nicht differenzierbar. 
2.2=y2z+2*'. Hier ist K <0 in O, grad(en)+0, aber e¢ tangential 
an die Schattengrenze y+ 42°= 0. F ist konvex in der z-Richtung; bei 
Parallelabbildung in dieser Richtung geht die Kurve z = 0 iiber in ¥ + 2 0; 


somit ist Z(y,0) = (— »)*, also ist die Abbildung nicht differenzierbar. 


§ 3. Hilfssitze iiber symmetrische und monotone Funktionen 


Die Hauptkrimmungen einer Flache lassen sich als stetige Funktionen 

auf der Flache definieren durch 

k=H+V)H*—K, k,=H—\ H*—K. 
Es ist also k,>k,. Es wird sich darum handeln, Funktionen der Haupt- 
kriimmungen zu untersuchen, speziell symmetrische Funktionen von zwei 
Variablen, fiir welche dann die Hauptkriimmungen einer Flache einzusetzen 
sind. 

DemgemaB sei die Funktion V (k,,k,) fiir k,>k, definiert und besitze 
stetige partielle Ableitungen V,,V,. Durch Spiegelung an der Geraden k,= k, 
1aBt sich V (k,,k,) zu einer symmetrischen Funktion W (k,, k.): 

W (k. k,) = W (ky, ky) 
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in der ganzen k,, k,-Ebene erweitern. Offenbar ist W dann und nur dann 
iiberall stetig differenzierbar, wenn V,(k, k) = V,(k, k) ist. 

Spezielle symmetrische Funktionen erhilt man, wenn man von einer 
Funktion U (H, K) ausgeht, die fiir H?> K definiert und stetig differenzierbar 
ist, und 


(3.1) W (ky, ky) = U(E (ky + eq), ky ke) 


setzt. Die Reichweite dieser Funktionenklasse wird durch folgendes Lemma 
beleuchtet : 

Lemma 2. Die symmetrische Funktion W (k,, k,) sei in der Umgebung der 
freraden k,= ky zweimal stetig differenzierbar. Dann ist U(H, K) =W(H + 
~ V H?— K, H —\ H®— K) stetig differenzierbar nach H und K. 

Beweis: Fir H? > K ist U stetig differenzierbar. Sei also Hj = Ky. Wir 
zeigen, daB lim U,,(H, K) fir H+ Hy, K- Ky, H®> K existiert. Daraus folgt 
dann erstens durch Anwendung des Mittelwertsatzes, daB U an der Stelle H,, 
K, nach H differenzierbar ist, und zweitens die Stetigkeit der Ableitung U,. 
Man findet : 


(3.2) U,(H, K) = Wy+ We + H {Wy (ky eg) — Wo (kyoky)} - (H?— Ky. 


Aus der Symmetrie von W folgt W,(k,,k,) = W,(k,,k,). Setzt man dies in (3.2) 
ein, wendet auf die Differenz W,(k,,k.) —W,(k,,k,) den Mittelwertsatz an 
und laBt k,,k, gegen H,= k gehen, so erhalt man 


lim U,, (H, K) = 2W,(k,k) + 2 k[W,, (kk) — Wy (k, k)). 


Analog beweist man die Differenzierbarkeit nach K. 

Wir bemerken noch, daB es symmetrische einmal differenzierbare Funk- 
tionen W gibt, die als Funktionen von H und K nicht differenzierbar sind, 
z. B. W= |k,|* + |k_|* mit 1 < « < 2. 


Eine besondere Rolle werden solche Funktionen W spielen, die in beiden 
Variablen gleichsinnig monoton — etwa monoton wachsend — sind. Sei also 
W (x, y) fiir alle x= y definiert und eigentlich monoton wachsend in x (bei 
festem y) und in y (bei festem x). Man kann zur anschaulichen Darstellung 
solecher Funktionen die Fliche z = W(z,y) betrachten: sie steigt in der z- 
und y-Richtung monoton an. Die Niveaulinien W(z,y)=c bilden in der 
x, y-Ebene monoton abfallende Kurven. Wir werden spiter im Zusammenhang 
mit derartigen Funktionen W folgenden Hilfssatz bendtigen: 

Lemma 3. 1,; und 1,, seien symmetrische zweireihige Matrizen mit den Eigen- 
werten k, > k, bzw. ky => k,. Falls dann W(k,,k,) = W(k,,k,) gilt, so ist die 
quadratische Form Q = (i;;—1;;) x‘! entweder indefinit oder = 0. 

Beweis. Man kann annehmen, daB k,< &, ist. Wegen der Monotonie von W 
ist dann entweder k,< k, und k,> k, oder k,= &, und k,= k,. Fir 2(x‘)?= 1 
wird k, < I,;2‘ x’ < k,, wobei die Extrema fiir die Eigenvektoren angenommen 
werden. Wahlt man fiir die x‘ einen zu k, gehdrigen Eigenvektor, so wird 


Q = (I,;—U5) a2i=k,—l,z'2> k,—k, > 0. 
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Dabei ist entweder Q > 0, oder es steht an beiden Stellen das Gleichheits- 
zeichen; dann muB aber 1,; = 1,; sein. Ebenso folgt: falls Q nicht = 0 ist, 
so nimmt Q negative Werte an (fiir einen zu k, gehérigen Eigenvektor). 

Zum Lemma 3 ist noch folgendes zu bemerken: 

1. Erweitert man W zu einer symmetrischen Funktion, so bleibt die gleich- 
sinnige Monotonie erhalten; auf die Reihenfolge der Variablen kommt es 
dann nicht an (beim obigen Beweis ist aber wesentlich, daB man das gréBere k, 
mit dem gréBeren k, vergleicht). 

2. Sind die k; Hauptkriimmungen einer Flache, so ist der Funktionswert 
W (k,,k,) nicht eindeutig definiert, denn bei Anderung der Orientierung hat 
man an Stelle der k; die Werte k¥ = — k;. Geht man aber von W zu W* (k,,k,) 
= —W(— k,,—k,) iiber, so ist W* wieder monoton wachsend in beiden Va- 
riablen, und der Funktionswert W* (k¥, k,) = — W (k,,k,) andert nur das Vor- 
zeichen. Die Voraussetzung im Lemma 3 wird davon nicht tangiert. 

Wir beschranken uns jetzt auf stetig differenzierbare symmetrische Funk- 
tionen W und fordern die Monotonie in der Form 
(3.3) W,,>0, W,,> 0. 

Geht man von einer Funktion U aus und bildet W nach (3.1), so wird unter 
der Annahme (3.3) 

(3.4) Wy, W,y,= + U4, + HU,Uy+ K UZ > 0. 

Setzt man umgekehrt (3.4) fiir U voraus, so kann man einerseits annehmen. 
da8 auch (3.3) gilt, indem man allenfalls zu — U tibergeht; andererseits sind 
(3.3) und (3.4) invariant gegen den Ubergang von W zu W*. Somit hat es 
einen invarianten Sinn, von monoton wachsenden Funktionen W oder U der 
Hauptkriimmungen einer Flache zu sprechen. 


Gelegentlich wird nicht eine Funktion W(k,,k,) in der ganzen Ebene ge- 
geben sein, sondern nur eine Kurve. Wir nehmen an, die Funktion /(k,) sei 
stetig differenzierbar fiir alle k,, es sei f’(k,) < 0, und die Kurve k, = f{(k,) sei 
symmetrisch beziiglich der Geraden k, = k, (d. h. es ist f-! = /). Dann gilt: 

Lemma 4. Zu /(k,) gibt es eine symmetrische stetig differenzierbare Funktion 
W (k,,k,) mit (3.3), so dap k, = f(k,) gleichbedeutend ist mit W(k,.k,) = 9. Die 
Funktion W ist ebensooft differenzierbar wie f. 

Beweis: Wir definieren eine Kurvenschar C, in der k,, k,-Ebene durch 
k,= f{(h —t) +t. C, entsteht aus der Ausgangskurve C, durch Translation 
in der Kichtung der Geraden k,= k,. Da k,= f(k,) monoton abnimmt, hat C, 
mit jeder Geraden k,= k,+ a (a= const) genau einen Schnittpunkt. Die 
Kurven C, sind daher punktfremd zueinander und bedecken die ganze Ebene. 
Wir definieren : 

W (k,,k,) =t fiir (k,,k,) € C;. 

Wegen der Symmetrie der Kurven C ist W symmetrisch. Ordnet man dem 

Wertepaar k,,¢ das Paar k,, k, = f(k,—-t) +t zu, so erhailt man eine einein- 
deutige, differenzierbare Abbildung mit der Funktionaldeterminante 

0(ky, ks) 


“Ok, t) =] — f' (k,—t) > 0. 





r 


ae 
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Die Umkehrabbildung ordnet dem Punkt k,, k, das Paar k,,¢ = W (k,, k,) zu. 
Daraus folgt die Differenzierbarkeit von W sowie die Eigenschaft (3.3). 


§ 4. Variation der Kriimmungsfunktionen H,, 


Wir betrachten eine Flache F, gegeben durch den Ortsvektor x als Funktion 
lokaler Parameter u!,...,u". Vorliufig sei n beliebig => 2. Mit Hilfe einer 
Vektorfunktion w auf F definiert man eine lineare Variation von F durch 


(4.1) F,: ré=r+tw. 

In der Umgebung eines Punktes von F sind die Flaichen F, fir kleine ¢ sicher 
regular. Wir berechnen Ableitungen nach ¢ — bezeichnet durch einen Strich — 
fiir ¢ = 0 (oder allgemeiner fiir ¢ = t,). Man findet r’= w, also 

(4.2) Gis = Fis + F,W, . 

Aus n? = 1 und n x, = 0 folgt n’n = 0 und n’x, + nw, = 0, somit 

(4.3) n’= — g" (m,n) x, . 

Wegen (1.6) ist 1,;= x,,n und daher U;,= x3,n + x,,n’, also 

(4.4) Ui, = Wyn. 


Wir setzen nun Al,,+ 9;;= Lj, g-' L§, = M*, wo 2 eine reelle Variable ist. 
Nach den Regeln fiir die Differentiation von Determinanten ist 


(g-? |L,;|)’ = M*Li;—g-*g’ |L,|, 9-9’ = 9% Gis, 
also wegen (4.2) und (4.4): 
(4.5) (g-? |Z,;|)’ = 4 M4 (wn) + 2 {M4 —g |L,,| g} (x,,) 
Nun ist 

M!—G* |Lpl g = MY (8 — Lag") = — 2 M* Uh 


Setzt man dies in (4.5) ein, benutzt (1.7) und verwendet noch fiir die linke 
Seite von (4.5) den Ausdruck (1.9) und fiir M“ die Entwicklung (1.10), so folgt 


= a(*) a, -S% “ am i) cif, (wn + 2m, n,} . 


Durch Vergleich der Koeffizienten von 4” ergeben sich daraus fiir die Variation 
der H, folgende Formeln: 


n Hi = vl {wn + 2w,n,}, v= i n. 


Setzt man hier n = 2, » = 1, 2, so erhalt man fiir die Variation von H und K 
die Formeln: 

(A) 2 H’= g {wn + 2 w,n,;}, 

(K) K’= c4 {wn + 2 m,n} 3%), 


wobei gemaB (1.11) c= g~! If ist. 


13) Fiir w = un ergibt dies bekannte Variationsformeln. Vgl. [6], S. 257. 
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§ 5. Der Translationssatz 

In diesem Paragraphen werden die bisherigen Betrachtungen auf ge- 
scblossene Flachen angewandt. Wir beweisen folgenden Satz: 

Satz I. F und F seien orientierte geschlossene Flichen, die analytisch sind 
und zwischen denen eine die Orientierung erhaltende analytische regulire Parallel- 
abbildung p = T p besteht. (Definition im § 2.) AuBerdem sei in entsprechenden 
Punkten U(H,K) = U(H,K), wobei die Funktion U stetiq differenzierbar ist 
und der Ungleichung (3.4) geniigt. Dann ist T eine Translation. 

Der Satz I ist bewiesen, sobald wir folgenden lokalen Satz bewiesen haben: 

Satz 1. Zwischen den analytischen Flichenstiicken F und F, die nicht auf 
einem Zylinder mit Erzeugenden parallel zu e liegen sollen, bestehe eine die 
Orientierung erhaltende analytische regulére Parallelabbildung in der Richtung c. 
und in entsprechenden Punkten p und p sei U(H,K) = U(H,R), wo U der 
Bedingung (3.4) geniigt. Dann kann der Abstand w= pp in einem inneren 
Punkt kein relatives Extremum annehmen, es sei denn, w ist konstant. 

Beweis: Die Ortsvektoren von p und f sind nach (2.11) x und f = r+ we. 
Auf Grund der Voraussetzungen iiber 7’ kénnen wir auf F und F gemeinsame 
Parameter einfiihren, so daB w eine analytische Funktion dieser lokalen 
Parameter wird. 

Wir nehmen an, w sei nicht konstant, und es gebe auf F einen Punkt o, 
in dem w; = 0 ist. Dann zeigen wir: in o hat w kein relatives Extremum. o sei 
durch u‘ = 0 gegeben. In 0 ist 


B=% Ju=%; =n, 1;—1,=(en) Wyiyi- 
Durch eine affine Parametertransformation kénnen wir erreichen, daB (9;,), 
= (9i;)9 = 6;; wird, so daB die Matrizen (I;;), und (J;;), die Eigenwerte k; bzw. 
k, erhalten. Nach Lemma 3 (§ 3) ist daher die quadratische Form (I; ;— 1,;)yu‘w’ 
= (C N)o(w,:, out ws entweder indefinit oder = 0. 

Im ersten Fall ist der Satz 1 bewiesen. 

Im zweiten Fall, wo (i;;)9= (l;;)p ist, die Flachen also in o bis zur zweiten 
Ordnung iibereinstimmen, betrachten wir die Funktion w in der Umgebung 
von o. Wir definieren eine Flachenschar F, durch (2.14). Wegen (w,)) = 0 
sind alle Flachen F, in einer Umgebung von o regular, und wir kénnen die 
flachentheoretischen GréBen in Abhangigkeit von ¢ betrachten (die auf- 
tretenden GréBen hangen auBerdem noch von den Flaichenparametern wu‘ ab). 
Setzt man p(t) = U(H (t), K (t)), so ist 


1 ‘ 1 
(5.1) vil) — yO) =0= f y(t)dt = f (UyH'+ Ugk’)at, 


wobei der Strich Ableitung nach ¢ bedeutet. Auf Grund der Variations- 
formeln (H) und (K) im § 4 kann man dafiir schreiben: 


— F,(t) w,] + 2e n,(t) w,} dt = 0, 


u/ 


1 
(5.2) f a%(t) {en(t) [wy 


wobei zur Abkiirzung 
ad (t) = ¥ Uy(t) g(t) + Ux (he? @) 
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gesetzt ist. Nun gilt nach (2.12): 

(5.3) en(é)=en gy g(t)? 

und damit 

(5.4) ent)=gi gt)! fen,t+enUy,—M oy, 


wobei die Formel (V9): =V9 I, benutzt wurde. Setzt man (5.3) und (5.4) 
in (5.2) ein und fiihrt noch ein 


1 
(5.5) Ad = g? [ g(t)” 4 ati (t) dt, 
0 
1 
Bi = g* [ g(t) * a*&) W,— PO] — 4% t) PEO} at, 
0 


so erhalt man die Differentialgleichung 


(en) A%w,, 


u’u’ 


+2 A%(en,) w;+(en) Bw, =0 
oder nach Multiplikation mit ¢ n: 
(D) (enPAVw, i+ AV(en)*, w+ (en)? Bw, = 0: 


Wir behaupten nun: die quadratische Form A" x, x, ist positiv definit. Beweis: 
Fiihrt man in einem Punkt ein Parametersystem (1.12) ein, so kommt der 
Tensor a” auf Diagonalform, und zwar wird nach (1.13) 


(5.6) ati= U,,>0. 


a‘) x, x, ist also positiv definit, und daraus folgt nach (5.5) durch Mittelbildung 
iiber ¢ die Behauptung. 


Wegen der Analytizitét der Funktionen w und ¢n gelten Entwicklungen 
57 w= Ww) 4+wl™ + o(r™), w™+0, m= 2") 
ony en= f+ o(r’), f%40 120, 


wobei w\”, #( homogene Formen in den u‘ vom Grade »y sind und 7? = 2(u‘)* 
gesetzt ist. Fiihrt man (5.7) in (D) ein, dividiert durch r?'+™~-? und laBt r 
gegen 0 streben, so erhilt man fiir die Anfangsglieder w™, f(” folgende 
Differentialgleichung : 


(Dy) (AM) (KO wt), + (KO), uh! = 0. 
Um nun den Beweis des Satzes 1 zu beenden, bringen wir durch eine affine 
Parametertransformation (A‘’), auf die Gestalt 6;; und beweisen folgendes 


Lemma 5. Die reelle homogene Form w\™ +0, m2 2, der Variablen u‘ 
geniige der Differentialgleichung 


(Do) fO"- A wh + grad f(O": grad wi™ = 0 
mit einer reellen Form f(0 = 0,1=>0. Dann ist w\™ indefinit. 
4) Der Fall m = 2 wurde schon erledigt. 
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Beweis: Durch Integration der Gleichung (Dj) iiber eine Kreisscheibe 
r < R und Anwendung der Greenschen Formel folgt 


o= f 0S” Rdg =m F KY w™ dg. 
r=R r=R 
Da. die Nullstellen von f( auf einer Kreislinie isoliert sind, muB w(™ das Vor- 
zeichen wechseln. 

Ubrigens wird die Integration besonders einfach beim Ubergang zu Polar- 
koordinaten r, my: Ist f= r'F(), w™= r™W(), so geht (Do) iiber in die 
Gleichung 

(F?2 W’)'+ m(m + 21) F?W= 0, 


die man iiber eine Periode von @ zu integrieren hat. 


An den Beweis des Satzes I schlieBen wir noch folgende Bemerkungen: 

1. Die Funktion w geniigt der linearen Differentialgleichung (D). Fiir 
en-+ 0 ist diese elliptisch (und enthailt kein Glied mit w). Dann laBt sich 
auch fiir nicht-analytische Flaichen beweisen, daB die Funktion w, falls sie 
nicht konstant ist, in einem inneren Punkt kein Extremum haben kann"). 
Ob diese Eigenschaft in den Punkten mit en = 0 ohne die Voraussetzung der 
Analytizitat erhalten bleibt, ist mir nicht bekannt. 

2. Beim Satz I wurde angenommen, daB die Funktion U in der ganzen 
k,, k.-Ebene der Bedingung (3.4) geniigt. Diese Voraussetzung wurde beim 
obenstehenden Beweis aber nicht voll ausgenutzt. Daher kann man dem 
Satz I die folgende allgemeinere Fassung geben: Die Funktion U sei etwa in 
einem konvexen (offenen) Gebiet G der k,, k,-Ebene definiert und erfiille dort die 
Ungleichung (3.4)'*). F und F seien geschlossenen Flichen. deren Kriimmungs- 
bild in G enthalten ist. Dann gilt fiir F und F der Translationssatz I. 

Erstens ]éBt sich nimlich wegen der Konvexitaét von G das Lemma 3 
beweisen [etwa durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Differenz 
W (kk) — W (k,,k,)]. Zweitens gilt (3.4) im Punkte (k,),. (ky)) der k,,k.-Ebene. 
Da der Punkt o — beim Fall 2 des obigen Beweises — auf allen Flachen- 
stiicken F, dieselben Hauptkriimmungen hat, ist also (5.6) in o fiir alle ¢ 
erfillt und daher A” x; xz; in einer Umgebung von o positiv definit. 

Zum Beispiel liefert unser Beweis auch folgenden Satz: 

Satz I,. Die analytischen Eifléichen F und F seien gleichartig orientiert 
(z. B. Flachennormale nach innen), und es bestehe eine die Orientierung er- 
haltende Parallelabbildung p = T p von F auf F. Falls dann in entsprechenden 
Punkten U(H,K) = U(H,K) ist, wobei U fiir k,.k,~> 0 definiert ist und der 
Ungleichung (3.4) geniigt, so ist T eine Translation. 

Wir haben nur zu zeigen, daB die Abbildung 7 analytisch und regular ist. 
Dies folgt aber aus Lemma | (§ 2), da Eiflichen in jeder Richtung die Be- 
dingung (a), § 2, erfiillen. G ist hier der Quadrant k, > 0, k, > 0. Fiir U kann 
man z. B. ein symmetrisches Polynom (oder eine Potenzreihe) in k,. k, mit 

15) Vgl. E. Horr [13], 8. 147. . 

18) Allgemeiner: in einem in der k,-Richtung und iu der k,-Richtung konvexen Gebiet. 
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positiven Koeffizienten nehmen, aber z. B. auch die Funktion U = — 1/k,- 
— 1/k,= — 2 H/K. Bei Flachen mit der Eigenschaft (2) werden iibrigens nur 
die Spezialfille 1 — 0 und | = 1 des Lemma 5 bendtigt, in denen (Dg) in A w™ 
= 0 bzw. A(fw(™) = 0 iibergeht. 


§ 6. Der Symmetriesatz 

Aus dem Translationssatz I folgt: 

Satz LI. Die analytische geschlossene Fliche F sei konvex in der Richtung ¢ 
im engeren Sinne (Definition im § 2). Fiir jedes Punktepaar p, p’, das von 
einer Parallelen zu ¢ aus F geschnitten wird, habe die Funktion U(H,K) in p 
und p’ den gleichen Wert, wobei U der Bedingung (3.4) geniigt. Dann besitzt F 
eine Symmetrieebene senkrecht zu e. 

Bezeichnet man namlich mit p’= A p die Parallelabbildung in der Richtung ¢ 
von F auf sich (vgl. § 2) und mit S die Spiegelung an einer zu ¢ senkrechten 
Ebene, so erfiillt die Abbildung 7'= S A von F auf die Flache F = S(F) die 
Voraussetzungen des Satzes I: Erstens folgt nimlich aus Lemma 1 (§ 2), daB 
A analytisch und regular ist. Zweitens kehrt A die Orientierung um; orientiert 
man nun F derart, daB auch S die Orientierung umkehrt, so erhalt 7’ die 
Orientierung. AuBerdem bleiben dann bei S die Hauptkriimmungen unge- 
andert, und daraus resultiert die Invarianz von U(H,K). Somit ist nach 
Satz I die Abbildung SA = T eine Translation, also A = ST eine Spiegelung 
an einer zu ¢ senkrechten Ebene. 

Da Eiflichen in jeder Richtung konvex im engeren Sinne sind, darf F 
im Satz II insbesondere eine analytische Eifliche sein, wobei U dann nur fiir 
k, > 0, k, > 0 definiert zu sein braucht bzw. nur dort die Bedingung (3.4) 
erfillen muB (entsprechend zum Satz I,). 


§ 7. Geschlossene Flichen mit einer Relation zwischen den Hauptkriimmungen 

Die Funktion f(z) sei fir z = c definiert und zweimal stetig differenzierbar. 
Es sei {(c) = c und f’ (x) < 0 fiir alle x (daher also /(x) < zx fir x > c). 

Wir betrachten Flachen, zwischen deren Hauptkriimmungen die monoton 
abnehmende Relation k, = /(k,) besteht. Dabei ist k, die gréBere Haupt- 
kriimmung, also k,> k,. Aus dem Satze II ergibt sich nun: 

Satz III. Die geschlossene analytische Fliche F sei konvex in der Richtung e 
(im engeren Sinne), und es bestehe eine Relation k,= f (k,) der oben beschriebenen 
Art. Dann besitzt F eine Symmetrieebene senkrecht zu e. 

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille: 

1. Fall: f'(c) =x=—1. 

Durch Spiegelung an der Geraden k,= k, entsteht aus der Kurve k,= f(k,) 
eine symmetrische Kurve. Nach Lemma 4 (§3) kann diese Kurve durch 
eine symmetrische Relation W (k,,k,) = 0 gegeben werden, wobei die Funk- 
tion W in der ganzen Ebene definiert ist. Nach Lemma 2 (§ 3) ist U(H, K) 
=W(H +) H?— K, H—\ H*— K) stetig differenzierbar. Da U(H, K) in 
allen Punkten von F den gleichen Wert hat (nimlich den Wert Null), folgt 
der Satz III aus dem Symmetriesatz IT. 


Math. Ann. 131 14 
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2. Fall: f' (c) =x +—1. 

In diesem Falle ist unsere Methode nicht ausreichend; man kommt jedoch 
zum Ziel, wenn man Ergebnisse von H. Horr zu Hilfe nimmt: Auf einem 
analytischen Flachenstiick mit einer beliebigen Relation W (k,,k,) = 0 zwischen 
den Hauptkriimmungen, welches nicht Stiick einer Kugel oder Ebene ist, 


sei o ein Nabelpunkt. Der Kriimmungsdifferentialquotient ot in o werde 


mit x bezeichnet. Dann gelten folgende Sitze (vgl. [1j, 8S. 236): 

(H,) Falls x < 0 (und + co) ist, so ist x = —1. 

(H,) Falls x < 0 (also =—1) ist, so ist o ein isolierter Nabelpunkt, und 
der Index von o im Netz der Kriimmungslinien ist < 0. 

Wir betrachten nun zunichst Flichen vom Geschlecht g +1. Da es auf 
einer solchen Fliche einen Nabelpunkt geben muB, folgt aus (H,): Auf einer 
analytischen Fliche vom Geschlecht g + 1 kann keine Relation mit x < 0,x+—1 
bestehen. (Dariiber hinaus folgt aus (H,) der Satz C in der Einleitung, der im 
Falle g = 0 den Satz III entbehrlich macht.) 

Sei nun F eine Flaiche vom Geschlecht 1 mit einer Relation k, = f(k,). 
Auf Grund von (H,) kann es auf F keinen Nabelpunkt geben. Von der Kurve 
k, = {(k,) kommt daher nur ein Teil k, > c’ > c in Betracht, der von der Ge- 
raden k,= k, positiven Abstand hat. Eine Modifikation von Lemma 4 (§ 3) 
liefert dann eine Funktion W (k,,k,), die in einem konvexen Gebiet k,— k,> 


> > 0 definiert ist. Setzt man U(H, K) = W(H + / H#?— K, H—) H®—), 
so laBt sich der Satz II in der erweiterten Fassung anwenden, die im AnschluB 
an den Satz I gewonnen wurde (Bemerkung 2, § 5). Damit ist der Satz III 
bewiesen. Zusammenfassend léBt sich sagen, daB man sich auf Grund der 
Ergebnisse von H. Horr auf symmetrische Relationen beschrinken kann. 

Nun behaupten wir: 

Satz IV. Die geschlossene analytische Fliche F sei konvex (im engeren 
Sinne) in der Richtung e und in allen zu e benachbarten Richtungen. Dann kann, 
falls F keine Kugel ist, zwischen den Hauptkriimmungen von F keine monoton 
abnehmende Relation k, = f(k,) der oben beschriebenen Art bestehen. 

Beweis: Falls auf F eine Relation k,=/(k,) besteht, so besitzt F zu jeder 
Konvexitatsrichtung eine senkrechte Symmetrieebene. Mit zwei Symmetrie- 
ebenen E£, E’ ist auch die Ebene E’’, die durch Spiegelung von E’ an £ ent- 
steht, Symmetrieebene von F. Daher hat F in jeder Richtung eine Symmetrie- 
ebene, mu8 also eine Kugel sein. Wir werden diese Uberlegung sogleich 
prazisieren und gleichzeitig die Voraussetzung tiber Konvexititsrichtungen 
im Satz IV abschwichen. 

Zunichst bemerken wir, daB alle Symmetrieebenen einer beschrinkten 
Punktmenge F des Raumes durch einen festen Punkt O gehen; denn giibe es 
4 Ebenen, die nicht durch einen Punkt gehen, so erhielte man bei fortgesetzter 
Spiegelung der Konfiguration der Ebenen schlieBlich beliebig weit entfernte 
Symmetrieebenen, was der Beschrinktheit von F widerspricht. Die Symmetrie- 
ebenen von F (durch O) erzeugen eine Gruppe von Bewegungen, die F in sich 
transformieren. Man kann sich auf die Drehungen beschrinken. Die Gruppe 
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aller Drehungen von F in sich ist abgeschlossen, da F abgeschlossen ist. Nach 
Satzen der Lieschen Theorie hat die Gruppe aller Drehungen nur die folgenden 
echten abgeschlossenen Untergruppen: 1. Die endlichen Drehgruppen, 2. die 
Drehungen um eine Achse und 3. die Drehungen um eine Achse a und um 
Achsen senkrecht zu a mit dem Winkel z. Man kann nun offenbar den Satz IV 
folgendermaBen erweitern: 

Satz IV’. Die geschlossene analytische Fliche F sei keine Kugel, besitze aber 
drei linear unabhingige Konvexititrichtungen, von denen nicht zwei senkrecht 
auf der dritten stehen, derart, daB die zugehdrigen Spiegelungen eine unendliche 
Gruppe erzeugen. (Dafir ist z. B. hinreichend, daB die drei Winkel zwischen 
den Richtungen irrationale Vielfache von a sind.) Dann kann zwischen den 
Hauptkriimmungen von F keine Relation k,= f(k,) der betrachteten Art bestehen. 

Die Gruppe aller Drehungen von F in sich enthielte nimlich andernfalls 
alle Drehungen, und F wire eine Kugel. 

Der Satz IV enthalt tibrigens den Satz A in der Einleitung bei Beschriin- 
kung auf analytische Eiflachen. 

Als Beispiel fiir die Reichweite unserer Ergebnisse betrachten wir lineare 
Relationen k, = x k,+ ¢, wo x und ¢ Konstanten sind. Zuniichst sei x < 0. 
Nach dem Satz C in der Einleitung gibt es auBer der Kugel keine analytische 
Fliche vom Geschlecht 0 mit einer solchen linearen Relation. Wir kénnen 
nun neu hinzufiigen: Unter allen Flichen vom Geschlecht 1 von der in den 
Satzen IV und IV’ geschilderten Art gibt es keine Fliche mit einer derartigen 
linearen Relation. Das gleiche gilt fiir Flachen vom Geschlecht g = 2 (wobei 
nach (H,) zudem x = —1 sein miiBte, so daB héchstens die Relation k, + k, — 

c = 0 in Frage kame). 

Fiir x > 0 versagt unsere Methode. In diesen Fillen lassen sich Flichen 
angeben: Eine lineare Relation mit x = 0 besteht auf geschlossenen Roéhren- 
flichen (vom Geschlecht 1). Die einzigen analytischen geschlossenen Flichen 
vom Geschlecht g + 1 mit einer linearen Relation und mit x > 0 sind gewisse 
Rotationsflichen vom Geschlecht 0. Dies wird in einer spiteren Arbeit gezeigt 
werden. 

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob sich die bisherigen Satze auch fiir 
Flichen beweisen lassen, die mehrmals differenzierbar, aber nicht analytisch 
sind. Dies wird in zwei Fallen gelingen: Erstens werden im nichsten Para- 
graphen Integralformeln hergeleitet, aus denen sich der Translationssatz I — 
und damit auch die Saitze II—IV — im Falle der speziellen Funktionen U = H 
und U = K(K > 0) unter schwachen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen er- 
geben werden. Zweitens betrachten wir Flachen mit einer Relation W (k,,k,) 

0 und setzen voraus, daB diese Relation analytisch sei. Dann werden die 
Sitze dieses Paragraphen durch folgende Bemerkung ergiinzt?’) : 

Das Flichenstiick F sei dreimal stetig differenzierbar, aber nicht analytisch. 
Dann kann auf F keine symmetrische analytische Relation W (k,,k,) = 0 mit 
(3.3) bestehen. 


17) Vgl. auch [7], 8. 53. 
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Man kann nimlich die Potenzreihe W (k,,k,) durch H und K ausdriicken. 
Stellt man dann F durch z = z(z, y) dar und setzt fiir H und K die ent- 
sprechenden Ausdriicke ein, so erhailt man eine analytische Differential- 
gleichung U(H,K) = 0 fiir die Funktion z(z,y), die wegen (3.3) elliptisch ist. 
Nach einem Satz von S. BERNsTEIN laBt eine solche Differentialgleichung 
aber nur analytische Lésungen zu (vgl. etwa E. Horr [14}). 

Im Falle analytischer Relationen stellt es also keine Einschriinkung der 
Allgemeinheit dar, wenn wir bei den Saétzen III und IV nur analytische Flachen 
zulassen. 


§ 8. Integralformein im Falle von H und K 


Zunichst wird ein Kalkiil entwickelt, der zur Herleitung von Integral- 
formeln dient. 

pv sei eine Vektorfunktion auf einer Fliche F. Bei Festhaltung des rium- 
lichen Koordinatensystems bilden die Komponenten von p ein Tripel skalarer 
Funktionen auf der Flache. Ein T'ripel linearer Differentialformen w = a;(u)du' 
nennen wir eine vektorielle Differentialform; z.B. ist das Differential dp 
= v,du‘ eine solche. Sind « = a,du‘ und £ = 6,du‘ vektorielle Differential- 
formen, so definieren wir das vektorielle Produkt von « und f durch 


(8.1) a XB =(a; x b,) du A dw’. 


Dabei ist a; x 6; das gewdhnliche Vektorprodukt der riumlichen Vektoren a, 
und 6, und du‘ ( dw’ das alternierende Produkt (1.4) der Differentiale. Ab- 
weichend von den iiblichen Regeln des Vektorproduktes gilt jetzt 


ax B= Ba, 


und « X « braucht nicht gleich Null zu sein. Das skalare Produkt von pv mit 
a X B wird auch als Determinante geschrieben: 


(v, a, B) = v(aX B). 


Sind in einer Determinante zwei Zeilen vektorielle Differentialformen, so 
andert sich der Wert der Determinante bei Vertauschung dieser Zeilen nicht. 

Wahlt man speziell « = ai r,du‘ und f = dr, wobeir der Ortsvektor von F 
ist, so erhalt man 


(8.2) axdr=aindA, axa=2|ai|ndA. 


Man bestatigt dies entweder direkt oder mit Hilfe der Formeln (1.2), (1.5), 
(1.15) und (1.17). Setzt man « = dn, d. h. a? = —I!, so ergeben sich aus (8.2) 
die Formeln 

drXdr=2ndA, drXdn=—2HndA, 


Os dnXdn=2KndaA. 


Wir betrachten nun zwei Flachen F und F, zwischen denen eine Parallel- 
abbildung (2.11) besteht. 
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Wir bilden die lineare Differentialform (fi—n, f — r, dr) und behaupten, 
daB fiir ihre duBere Ableitung folgende Forme! gilt: 


(8.4) d(i—n,¥—4z,dzx) = 4(H—n)*(dA + dA) + 2(0 — A) (wn) dA. 


Der Beweis dieser bzw. einer allgemeineren Formel wird im § 9 gefiihrt werden 
(Formel (9.5) fiir n = 2). 

Integriert man nun (8.4) iiber F und wendet den Satz von SToxes an, 
so folgt 


(8.5) 2 ff (H—H)(wn)dA+4// (i—n)* (dA +d A) = ¢ (fi—n, F—x, dz). 


Dabei sind die beiden Integrale links iiber F und das Integral rechts iiber den 
Rand von F zu erstrecken. Speziell ist fiir geschlossene Flichen 


(8.5’) 2/f (H—H)(wn)dA+4/f (i—n)? (dA + dA) = 0. 


Mit Hilfe dieser Integralformeln laBt sich nun der Translationssatz I (§ 5) 
im Falle der mittleren Kriimmung H unter den folgenden schwiicheren Vor- 
aussetzungen beweisen : 

Satz I. F und F seien geschlossene orientierte zweimal stetig differenzierbare 
Flichen, zwischen denen eine regulire Parallelabbildung p = T p in der Richtung ¢ 
besteht. T' sei zweimal stetig differenzierbar und erhalte die Orientierung. Aufer- 
dem sei vorausgesetzt, daB die Flichen keine Zylinderstiicke mit Erzeugenden 
parallel zu e enthalten. Falls dann in entsprechenden Punkten p und p von F 
und F die mittlere Kriimmung H den gleichen Wert hat, so ist T eine Translation. 

Beweis: Da H = H ist, folgt aus (8.5’): 


Sf @i—nj(dA + dA) =0, 
und da der Integrand nicht negativ ist, muB 
i=n 


sein. Bei der Parallelabbildung 7 sind also in entsprechenden Punkten die 
Normalen parallel. Somit ist 


(F— Fr) n = 0 = wn = w, (en). 


In der Umgebung eines Punktes mit ¢n + 0 ist daher w,; = 0. Dasselbe gilt 
aber auch fiir die Umgebung eines Punktes der Schattengrenze, da die Punkte 
mit en = 0 nach Voraussetzung nirgends dicht liegen. Da also die partiellen 
Ableitungen von w nach lokalen Flachenparametern itiberall verschwinden, 
muB w konstant sein, q.e.d. 

Die Voraussetzung beim Satz I,, daB die Schattengrenzen der Flichen 
keine inneren Punkte enthalten, kann offenbar in folgender Weise abgeschwiicht 
werden: S, sei die Menge der inneren Punkte der Schattengrenze von F. Falls 
dann F — S, zusammenhiingend ist, so gibt es eine Translation, welche F in F 
iiberfiihrt. 
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Entsprechend zum Symmetriesatz II gilt nun folgender Satz: 

Satz II,,. Die geschlossene zweimal stetig differenzierbare Fliche F sei 
konvex in der Richtung e im weiteren Sinne [Bedingung (a,), § 2 18)]. Fiir 
jedes Punktepaar p, p', das von einer Parallelen zu e aus F geschnitten wird, 
habe die mittlere Kriimmung H in p und p’ den gleichen Wert. Dann besitzt F 
eine Symmetrieebene senkrecht zu ¢. 

Beweis: Wie beim Beweis des Satzes II sei F = S(F) die an einer zu ¢ 
senkrechten Ebene gespiegelte Flache und 7' die induzierte Parallelabbildung 
von F auf F. Weiter sei C die Menge derjenigen Punkte von F, die entweder 
zur Schattengrenze von F oder zum Urbild der Schattengrenze von F gehéren. 
Wegen (a,) besteht C aus endlich vielen rektifizierbaren Kurven und aus 
isolierten Punkten. Die Abbildung 7 ist regular in F—C. Daher gilt die 
Gleichung (8.5) fiir jeden Teil von F — C, der etwa von stiickweise glatten 
Kurven berandet wird. Da T iiberall stetig ist, sind i und ~ stetige Funktionen 
auf ganz F. Somit ist der Integrand auf der rechten Seite von (8.5) stetig. 
Da sich C durch in F — C verlaufende Kurven endlicher Linge gleichmaBig 
approximieren laBt, folgt aus (8.5) durch Grenziibergang die Gleichung (8.5’), 
wo jetzt iiber ganz F zu integrieren ist. Auf Grund der Voraussetzung iiber H 
schlieBt man nun weiter wie beim Satz I,,, daB w in jeder Gebietskomponente 
von F — C konstant ist; diese (endlich vielen) Konstanten haben aber wegen 
der Stetigkeit von w den gleichen Wert. Da sich also F und S(F) nur durch 
eine Translation unterscheiden, ist F symmetrisch. 


AuBer fiir die mittlere Kriimmung H 1aBt sich auch noch fiir die GauBsche 
Kriimmung K eine Integralformel finden. Dazu gehen wir von zwei Flachen F 
und F mit (2.11) aus, von denen wir annehmen, da sie sich gemaB (2.14) 
durch eine Schar regulirer Flichen F, verbinden lassen, d.h. wir setzen 
voraus, daB (2.13) gilt. Wir bilden die lineare Differentialform (w, n’, dn), 
wobei der Strich Ableitung nach ¢ bedeutet und alle GréBen fiir ein bestimmtes ¢ 
zu nehmen sind. Durch zeilenweise Differentiation findet man: 


(8.6) d(w, n’, dn) = (w, dn’, dn) — (n’, dw, dn), 
wobei wegen ddn = 0 nur zwei Glieder auftreten. Nun ist nach (8.3) 
(w, dn’, dn) = $ (w, dn, dn)'= (K wnd Ay)’, 
und da (wn) dA nach (2.12) unabhangig von ¢ ist: 
(8.7) (w, dn(t)’, dn(t)) = K(t)' (wn) dA. 
Weiter ist nach der Variationsformel (4.3) und nach (1.7): 
—(n’, dw, dn) = g'/(w,n) Uf (w,, 4), r,) du* A du’ 
= g'te,,l, e** (win) (w,n) dA, 
~~ 38) Abnliche Eimechrinkungen sind such in [8] beim Sats I ansubsingen. Man be- 


achte, daB bei Flachen mit konstantem H, da diese analytisch sind, die Bedingung (a,) 
erfillt ist, wenn man nur Konvexitat in der betreffenden Richtung voraussetzt. 
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wobei noch (1.2) und (1.5) benutzt wurde. Nach (1.16) und (1.15) ist g*/e;, 
= ef4g,,, also g'/ e;, U5 e&* = et e** 1,, = ci*, und damit wird 


—(n(t)’, dw, dn(t)) = (e n(t))®c** (t) w, w, dA (t). 


Verwendet man rechts noch (2.12) bzw. (5.3), so ist also 


(8.8) —(n(t)’, dw, dn(t)) = (e n)2g? g(t)? cé*(t) w,w,d A. 


Wir setzen zur Abkiirzung 
1 
(8.9) g* | git) * ct*(t) dt = CH. 
d 


Fiihrt man nun (8.7) und (8.8) in (8.6) ein und integriert iiber ¢ von 0 bis 1, 
so folgt 


1 
(8.10) (K — K) (wn) dA + (en)?C'*w,w,dA = df (w, n(t)’, dn(t)) dt. 
0 


Hier wurde noch Integration nach ¢ und Differentiation nach u‘ vertauscht. 
Nach dem Satz von Stokes findet man schlieBlich 


1 
(8.11) ff (K—K) (wn) dA + ff (enP?C* w,w, dA = ¢ f (w, n(t)’, dn(é) dt, 
0 


wo wieder tiber F bzw. den Rand von F zu integrieren ist. Fiir geschlossene 
Flachen hat man demnach 


(8.11’) Sf (K—K) (wn) dA + ff(en? C* w,w, dA = 0. 


Damit lassen sich nun folgende Siatze beweisen: 

Satz I,. F und F seien dreimal stetig differenzierbare gleichartig orientierte 
Eifliéchen, die durch eine die Orientierung erhaltende Parallelabbildung p = T p 
aufeinander bezogen sind. In entsprechenden Punkten p und p sei K = K. 
Dann ist T eine Translation. 

Satz II,. F sei eine dreimal stetig differenzierbare Eifliche. Die Gaufsche 
Kriimmung K von F stimme in je zwei Punkten p und p’, die auf einer Par- 
allelen zu ¢ liegen, iiberein. Dann besitzt F eine Symmetrieebene senkrecht zu ¢. 

Beweis des Satzes I,: Nach Lemma | (§ 2) ist 7’ regular und zweimal 
stetig differenzierbar, mit Ausnahme der Schattengrenze sogar dreimal stetig 
differenzierbar. Da auBerdem auf Grund der Orientierung niemals n = —n 
ist, sind die Flichen F, in (2.14) regular fiir alle ¢. Daher kann man (8.11) 
auf die beiden Gebiete anwenden, in die F von der Schattengrenze zerlegt 
wird. (Die Schattengrenze ist eine glatte Kurve, und der Integrand des Rand- 
integrals ist definiert.) Es gilt daher (8.11’). Wir zeigen nun noch, daB die 
quadratische Form C**z,;x, positiv definit ist. Dann folgt aus (8.11’) wegen 
K=K: . 

(en)?C*w,w, = 0, 


also w;= 0 fiir e n + 0, somit w = const. 
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Wegen (5.9) geniigt es nun, wenn man zeigt, daB c(t) x, 2, fiir alle t (0 < 
<t< 1) positiv definit ist, und dies ist gleichbedeutend mit der Definitheit 
der Form 1,;(t) y‘y’. Da V9 Lj=(X,,% Ty, Fg) nach Einsetzen von (2.14) eine 
lineare Funktion von ¢ wird, so ist 


(8.12) Vt) -ts(t) = —)Vgl+t V9 Ly. 


Da zu 1,; und 1,, gleichartig definite quadratische Formen gehéren, liest man 
aus (8.12) ab: wenn F und F Eiflichen sind, so ist F, eine Schar regularer 
Eiflachen, q.e.d. 

Der Satz II, ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze I,. 


§ 9. Integralformeln und Kongruenzsitze fiir n-dimensionale Flichen 

Die gleiche Methode, die im § 8 zu Satzen fiir H und K, also fiir die elemen- 
tarsymmetrischen Funktionen der Hauptkriimmungen gefiihrt hat, laBt sich 
auch auf n-dimensionale Flachen im R,,,, mit beliebigem n > 2 anwenden’*). 

Analog zu (8.1) werde jetzt das vektorielle Produkt von n vektoriellen 
Differentialformen definiert; es andert sich nicht bei Vertauschung zweier 
Faktoren. Weiter lassen sich (n + 1)-reihige Determinanten bilden, bei denen 
n — 1 oder n Zeilen vektorielle Differentialformen, die iibrigen Zeilen gewohn- 
liche Vektoren sind. 

Den Formeln (8.3) entspricht jetzt 


(9.1) dnX...XdnXdrX...Xdr=(—lyn!AndA, Osven. 





Wir beginnen mit der Herleitung einer Integralformel. ¢ und =f = ¢ + w 
mit w = we seien n-dimensionale Flichen, die durch eine regulire Parallel- 
abbildung in der Richtung ¢ aufeinander bezogen sind. Zunichst folgt durch 
zeilenweise Differentiation unter Beachtung von dd = 0: 


d(i—n,w,dr,..., dr) 


(9.2) “ a 
= (i—n,dw,dr,...,dr)— (w,dti—dn,dr,..., dr). 


Setzt man ¥ = x + w in das Vektorprodukt dt X... X df ein und multipliziert 
aus, so erhalt man Null, sobald zwei Faktoren dw = dwe auftreten. Also ist 
dgxX...X%dg—drX...X% dz=n(dw X dy x...X dg) 

oder wegen (9.1) fiir »y = 0: 
dw XdrX...X% dx = (n—1)! (§1dA—n dA). 


Da (fi —n) (tdA —ndA) = (1—fin) (dA + dA) ist, wird das erste Glied 
auf der rechten Seite von (9.2): 


(9.3) (i —n, dw, dr, ..., dx) = (n—1)! (l— fin) A + dA). 
*) Fiir n = 1, also fiir Kurven in der Ebene, vgl. [8], Abschnitt 5. 


ae ao Wi 
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Beim zweiten Glied ist nach (9.1): 


(w,dn,dy,...,dr) =— n! H,(wn) dA, 
(w, dii, dt, ..., d=) = — n! A, (w fi) dA, 


und da (w, dit, df, . . ., dt) = (w, dit, dr, . . .. dr) und (w ii) dA = (wn) dA ist, 
folgt 


(9.4) —(w, di—dn,dr,...,dr) = n! (A, — H,) (wn) dA. 
Mit (9.3) und (9.4) geht (9.2) iiber in 


1 i. 
(9.5) hoy (i—n,w,dr,..., dr) 
- n(H, — H,) (wn) dA + 4 (fi —n)?(dA + dA). 


Fiir x = 2 ist dies die Formel (8.4), die noch zu beweisen war. Aus (9.5) folgt 
nun durch Integration: 


n | (H,— H,) (wn) dA + ; [ @—np (dA + dA) 

(9.6) * sf : 

"Bah [a@—n, ey 
eF 

wo @ F den Rand von F bezeichnet. 

Damit sind wir in der Lage, den Satz I,, (§ 8) auf n-dimensionale Flaichen 
zu verallgemeinern : 

Satz V. F und F seien n-dimensionale geschlossene orientierte zweimal stetig 
differenzierbare Flachen, zwischen denen eine Parallelabbildung in der Richtung e 
besteht, die regulér und zweimal stetig differenzierbar ist und die Orientierung 
erhilt. AupBerdem enthalte die Schattengrenze von F in der Richtung e keine 
inneren Punkte. Falls dann die Summe der Hauptkriimmungen in entsprechenden 
Punkten von F und F den gleichen Wert hat, so unterscheiden sich F und F 
nur durch eine Translation. 

Der Beweis verliuft genau so, wie beim Satz I,: Da in (9.6) das Rand- 
integral rechts verschwindet und da H,= H, ist, folgt i =n und damit 
(¥— x,;) n = w, (en) = 0, also w = const. 

Eine analoge Uberlegung, wie sie im § 8 beim Beweis des Satzes II, an- 
gestellt wurde, liefert jetzt dessen Verallgemeinerung auf beliebige Dimen- 
sionen : 

Satz V’. Dic n-dimensionale zweimal stetig differenzierbare geschlossene 
Fliiche F sei konvex in der Richtung e (im weiteren Sinne). Die Summe der 
Hauptkriimmungen habe in je zwei Punkten, die auf einer zu ¢ parallelen Geraden 
liegen, den gleichen Wert. Dann ist F symmetrisch beziiglich einer n-dimensio- 
nalen Ebene senkrecht zu ¢. , 


Der Satz I,, JaBt sich ebenfalls auf n-dimensionale Flachen verallgemeinern. 
Man erhalte Siatze fiir die Kriimmungsfunktionen H,, 2 < vy < n, wobei wir 
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uns wieder auf Eiflichen beschrinken, d.h. auf geschlossene Flachen mit 
definiter zweiter Fundamentalform. Der Fall »=1 (Satz V) wird dabei 
nochmals mitbewiesen werden. 

Wir berechnen zuniichst wieder Integralformeln fiir zwei Flichen F und F, 
die sich durch eine lineare Schar regularer Flachen 


F,: r@j=r+tw, w=we, Ostsl, 


verbinden lassen, wobei F, = F und F,=F ist. Nach (9.1) ist fiir jedes 
yv(ls<v<n): 


(—1)’n! H,(w n) dA = (w,dn,...,dn,dr,..., dr), 


wobei alle GréBen fiir ein gewisses ¢ genommen seien. Differenziert man diese 
Gleichung nach ¢ und beachtet erstens, daB (wn) dA unabhiangig von ¢ ist, 
und zweitens, daB dr’= dw parallel zu ¢ ist, so folgt 


(9.7) (—l)’n! Hi(w n) dA = v(w,dn’,dn,...,dn,dr,..., dx). 
v1 
Die rechte Seite von (9.7) laBt sich umformen: 
(w,dn’,dn,...,dn,dr,...,dr) 

(9.8) v—1 

= (n’,dw,dn,...,dn,dr,...,dx) + d(w,n’,dn,...,dn,dr,..., dr). 
Nun ist 
(n’,dw,dn,...,dn,dr,...,drx) 

v—1 
= (—1)"? g® (w, n) UA a ar a (Wy, Fj, Bess ses Beye Bry + + oo Bry _ ) i 
-du* \ du® A... \ due-1 \ dut¥ A... A dutn-1, 








und wegen (1.2) und (1.5) ist dieser Ausdruck gleich 

ey OP On... tna Pn ee” ont “4 (w; n) (w, n)dA, 
also ist nach (1.14) 
(9.9) (n’,dw,dn,...,dn,dr,...,dx) = (—1)-! (n— 1)! cf4 w, w, (end. 


v—1 


Mit (9.8) und (9.9) geht (9.7) tiber in 








(—1)’n! H, (t)' (wn) dA = »(—1)"1 (n—1)! g? g(t) * cid (0) ww, (en)2d A 4 


(9.10) + vd(w, n(t)’,dn(t),...,dn(t), dx, ..., dx), 


wo jetzt noch die Abhangigkeit von ¢ angegeben ist. (Fiir e n(t) wurde die 
Formel (5.3) benutzt, die fiir n-dimensionale Flichen gilt.) Setzt man 


1 
c= 9 | gt boise at, 
0 


nit 
bei 


les 


ese 


lr), 
die 
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so folgt, wenn man (9.10) nach ¢ integriert: 


n(H, — H,) (wn) dA + v(en)? Cid w, w, dA 


(9.11) 2A 
=A a f (w,nyy,ani,....dni),ds,....dpyde 
0 r-—1 





Diese Formeln gelten fir l1sv<cn. Fir » =1 ergibt sich nochmals die 
Formel (9.5), wenn man die Integration nach ¢ ausfihrt (fiir » = 1 sind beide 
Glieder auf der rechten Seite von (9.8) Ableitungen nach ¢). Im Spezialfall 
y = n = 2 geht (9.11) in die Formel (8.10) tiber. Nun wird behauptet: 

Satz VI. Die n-dimensionalen Eifliichen F und F seien dreimal stetig diffe- 
renzierbar und gleichartig orientiert (etwa so, da die zweiten Fundamental- 
formen positiv definit sind). Zwischen F und F bestehe eine die Orientierung 
erhaltende Parallelabbildung p=Tp. Falls dann eine der Kriimmungsfunk- 
tionen H,(1 < v <n) in entsprechenden Punkten p und p von F und F den 
gleichen Wert hat, so ist T eine Translation. 

Beweis: Bildet man r(t)= x +¢w, so wird die Determinante (r,,,;(¢), 
¥, (t), . . -, %,()) linear in ¢; daher gilt die Formel (8.12) auch fir beliebig- 
dimensionale Flichen. Daraus folgt erstens, daB g(t) fiir alle ¢ von Null ver- 
schieden ist, und zweitens, daB 1,;(t) ‘x’ positiv definit ist, d.h. F, ist eine 
Schar regulirer Eiflichen. Nach (1.13) ist dann auch c/}(t) x,2, positiv de- 
finit fiir alle ¢ und somit cig x, x, positiv definit. Integriert man nun (9.11) 
iiber F und wendet den Satz von STOKEs an, so erhalt man: 


“(H, —H,)(wn)dA tf (en)? Ci} w, w,d A 


(9.12) * 
(— 


wom _[ one dnt), . = dn ds, dx) dt 








Da H,— H, ist und da das Randintegral (analog wie beim Beweis des Satzes I,, 
$ 8) verschwindet, ist also w;— 0 und w = const, q.e.d. 

Die Voraussetzung beim Satz VI, daB F und F Eiflichen sind, wurde 
neta, um die Definitheit der Formen cj} x,z, sicherzustellen. Fiir vy = 1 
ist cif, — g*, also ist die Definitheitsbedingung sogar fiir beliebige Flachen er- 
fiillt : PSE anatir Bre beziehen sich die Satze V und V’ auf beliebige ge- 
schlossene Flichen (allerdings unter zusitzlichen Voraussetzungen iiber die 
Regularitit der Abbildung bzw. die Konvexitat der Flache in einer Richtung). 
Fiir vy = n ist die Definitheit von c2z;x,— 9-1 1%. x; 2, gleichbedeutend mit 
der Definitheit der zweiten Fundamentalform; c*x;,2, ist also nur auf Ei- 
flachen definit. 

Dagegen gibt es fir 2< »<3 n—1 (falls n > 3) auch nicht-konvexe ge- 
schlossene Flichen, auf denen c‘} 2,2, iiberall definit ist; z. B. lassen sich 
Flichen vom topologischen Typus S, x S,,, mit dieser Eigenschaft konstru- 
ieren: man geht von einer geschlossenen Kurve aus und trigt in jedem Punkt 
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in der n-dimensionalen Ebene senkrecht zur Tangente eine Sphare S,,_, von 
konstantem Radius r ab. Auf der entstehenden Flache sind » — 1 Haupt- 
kriimmungen konstant gleich 1/r, wahrend die n-te Hauptkriimmung, wie 
man ausrechnen kann, > — k/1 — rk ist, wo k die Kriimmung der Kurve be- 


, ’ , oH. . 3 
deutet. Bei geniigend kleinem r wird — >. fir 2< y<n—1, und dies 


ist nach (1.13) gleichbedeutend mit der gewiinschten Definitheit. 

Fir 2< »< n—1 gilt der Satz VI also auch fiir gewisse nicht-konvexe 
Flachen, wobei allerdings die Definitheitsbedingung nicht nur fiir F und F, 
sondern fiir alle Flachen F, benétigt wird. 

Zine unmittelbare Folgerung aus dem Satz V1 ist: 

Satz VI’. Die dreimal stetig differenzierbare Eifliiche F habe die Eigenschaft, 
dap eine Kriimmungsfunktion H, (1 < v < n) in je zwei Punkten, die auf einer 
zu ¢ parallelen Geraden liegen, den gleichen Wert hat. Dann gibt es eine 
Spiegelung an einer n-dimensionalen Ebene senkrecht zu ¢. welche F in sich 
iiberfithrt. 

Aus diesem Satze ergibt sich ein neuer Beweis des Satzes von W. Stss [9], 
daB die Sphiaren die einzigen Eiflichen mit konstantem H, sind. Bei einer 
solchen Fliche sind naimlich die Voraussetzungen des Satzes VI’ in jeder 
Richtung ¢ erfillt. Daher ist F in jeder Richtung symmetrisch, muB also 
eine Sphire sein. 

Multipliziert man die Integralformeln (9.12) mit positiven Konstanten a, 
und summiert, so erhilt man eine Integralformel, aus welcher der Trans- 
lations- und der Symmetriesatz (etwa fiir Eiflichen) im Falle der Funktion 
U = La,H, folgt. Insbesondere gilt : 

Satz VII. Die einzigen (dreimal stetig differenzierbaren) n-dimensionalen 
Eiflichen mit konstantem 


” 
= 64.8. @, > 0, 
— 


sind die n-dimensionalen Sphdren. 

Allgemeiner kann man Funktionen W (k,, . . .. k,,) betrachten, die in allen » 
Variablen symmetrisch und gleichsinnig monoton sind, genauer gesagt, bei 
denen etwa W,, -- 0 fiir positive k, ist (W sei n-mal differenzierbar). Be- 
schrankt man sich auf analytische Flachen, so lassen sich die Methoden des 
$5 anwenden?°); man erhalt z. B. folgenden Satz: 

Satz VIII. Die Sphare ist die einzige analytische n-dimensionale Eiflidche, 
auj der eine Funktion W (k,.....k,) der obigen Art konstant ist. 


Wir untersuchen zum SchluB noch, ob man die hier verwendete Methode 
der Integralformeln auBer auf die elementarsymmetrischen Funktionen der 
Hauptkriimmungen auch auf allgemeinere Funktionen anwenden kann. Dabei 
beschriinken wir uns auf den Fall n = 2. 


2°) In der Formel (5.2) hat man a’/ durch I/n 2 v Uy, e() zu ersetzen, 





or 
ei 
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Die Voraussetzung U = U beim Translationssatz I hat gemiB §5 die 
lineare Differentialgleichung (D) fiir die Funktion w zur Folge. Das zugehérige 
infinitesimale Problem liefert den Differentialausdruck 


L(w) = (en) aw, + {— (en) a? PE + 2 a**(en,)} wy, = U(A,RY’, 
der unter dem Integral (5.2) auftritt, wobei 
of = t U,g% + Uy et 


ist. Wir fiihren ein skalares Produkt zweier Funktionen v und w auf F ein 
durch 


(9.13) (v,w)= fvw(en)dA= fowdaxdy. 
P P 


Dann sind die elementarsymmetrischen Funktionen der Hauptkriimmungen 
in folgender Weise gegeniiber anderen Funktionen ausgezeichnet: 

’ Der Differentialausdruck L(w) ist dann und nur dann selbstadjungiert fiir 
alle Flichen F beziiglich des Skalarproduktes (9.13), wenn U,, und U,, konstant, 
also U =a H +b K ist. 

Die Tatsache, daB L(w) fir U = H bzw. K selbstadjungiert ist, folgt aus 
der Formel (9.10), genauer gesagt: aus der Formel, die entsteht, wenn man 
bei der Herleitung von (9.10) den Vektor w durch pv = ve ersetzt, wo v eine 
zweite Funktion ist. DaB U=aH+bK die einzige Kriimmungsfunktion 
ist, fiir welche dies bei allen Flaichen F eintritt, kann durch eine Rechnung 
eingesehen werden, die wir hier nicht durchfiihren. 

Im §5 wurden die Fille, in denen die Differentialgleichung (D) nicht 
selbstadjungiert ist, durch Ubergang zur selbstadjungierten Gleichung (D,) 
behandelt. 


§ 10. Verhalten der Kriimmungsintegrale bei Steinerscher Symmetrisierung 
Die Integrale in § 8 und §9 kénnen geometrisch gedeutet werden. Dazu 
fiihren wir das v-te Kriimmungsintegral einer n-dimensionalen Fliche ein durch 


C,= f H,dA, Os ven. 
F 
(‘y= A ist der Flacheninhalt von F und C,, der Inhalt des sphirischen Bildes. 


Bei einer Variation (4.1) von F' mit beliebigem Variationsvektor w wird C, 
eine Funktion von ¢. Zunichst berechnen wir C;: Nach (9.1) ist 


(10.1) (—l1)n! H,dA = (n,dn,...,dn,dr,..., dr), 


” 





also unter Beachtung von n’n = 0: 
(—1)n! (H,d A)’ = v(n, dn’, dn,...,dn,dr,...,dx) + 


v—1 
(10.2) 
+(n— v)(n,dw,dn,...,dn,dr,..., dr). 


’ 




















212 K. Voss: 


Zur Abkiirzurg fiihren wir Differentialformen g, und y, vom Grade n— | 
ein durch 


(—l)n! gy, = v(n,n’, dn, ...,dn, dr, ..., dx) 


v—1 


(—1l)’n! y, = (n— v) (n,w, dn,...,dn, dr, ..., dr). 





Wegen n’n = 0 wird 
(—l)’n! dg, = v(n, dn’, dn,...,dn,dr,..., dx); 
auBerdem 
(—1)’n! dy, =(n — v) (n, dw, dn,...,dn, dy, ..., dr) 
—(n— v)(w,dn,...,dn,dr,..., dr). 


v+1 











Also kann man fiir (10.2) schreiben: 


(10.3) (—1)n! (H,dA)’= (n—v) (w,dn,...,dn,dz,..,dr) + (—1)n!d(9,+ ,). 
y+ 


oder nach (9.1): 

(10.3’) (H,d A)’ = —(n— v) H,,,(wn)dA + d(y, + y,). 
Fiir eine geschlossene Flache folgt daraus: 

(10.4) C, = —(a— 9) { Hars(en) 4A. 


Fir »v = 0, d.h. fiir die Variation der Oberflache, ist diese Formel bekannt; 
fiir v= n ist C), gleich dem Randintegral von g,, das nur von n abhingt. 


Von jetzt an sei 0< »<n—1. AuBerdem beschrinken wir uns auf 
Parallelvariationen, d. h. auf Variationen in konstanter Richtung e¢: 


w= we. 


Differenziert man (10.3) nach ¢ und beachtet, daB jetzt dr’ = dw parallel 
zu w ist, so folgt 


(—1)n! (H,d A)” = (n— v) (v + 1) (w, dn’, dn, .. ., dn, dx, .., dx) + 


(10.5) po 
+ (—1)’n! d(g, + y%). 


In (10.5) kann man die rechte Seite nach (9.8) umformen und (9.9) (fiir » + 1) 
einsetzen; dann erhalt man 


(10.6) n(H,d A)” = (n— v) (vy + 1) ci¥,,) (w; n) (w, n) dA + da,, 


wobei die w, gewisse Formen vom Grade n— 1 sind. Aus (10.6) ergibt sich 
nun: 
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Bei Parallelvariation einer geschlossenen Fliche ist 


(n—v)(v+1) 


(10.7) Cr’ = [ clk 1) ww, (endA. 
P 


Eine Flache mit ¢ n = 0 nennen wir einen Zylinder. Wie man leicht sieht, 
ist ¢n =0 gleichbedeutend damit, daB F von einer (m — 1)-parametrigen 
Schar zu e paralleler Geraden gebildet wird. Bei Parallelvariation in dieser 
Richtung wird F also in sich transformiert. SchlieBt man diese Méglichkeit 
aus, so folgt aus (10.7): 

Satz IX. F sei eine n-dimensionale (dreimal stetig differenzierbare) ge- 
schlossene Fliche, welche keine Zylinderstiicke enthalt und bei der die quadrati- 
sche Form ci*, x; 2, fiir ein gewisses v (0 < vy < n— 1) iiberall positiv definit 
ist. Dann ist bei jeder linearen Parallelvariation von F 


C;=> 0, 


und das Gleichheitszeichen steht nur, wenn die Variation eine Translation ist. 

Die folgenden Spezialfiaille des Satzes 1X seien besonders hervorgehoben: 

1. Fir v = 0 wird c'}, = g’*, also folgt: Bei Parallelvariation einer beliebigen 
Fliche ist A’’> 0. Dariiber hinaus ist in (10.6) die Form w= 0, wie man bei 
direkter Herleitung aus (10.1) fir »=0 sieht. Daher gilt sogar dA’’> 0. 
(Dabei geniigt es, wenn die Flachen einmal stetig differenzierbar sind.) 

2. Bei jeder nichttrivialen Parallelvariation einer Eifliche ist C,> 0 fiir 
r=0,....n—1. 

Es gibt aber auch nicht-konvexe Flaichen, bei denen die ersten n— 1 
Kriimmungsintegrale C,(v = 0,...,n—2) bei jeder (hinreichend kleinen) 
Parallelvariation konvexe Funktionen des Variationsparameters sind, z. B. die 
im § 9 konstruierten n-dimensionalen Réhrenflachen. 

Der im §9 gegebene Beweis des Translationssatzes V bzw. VI laBt sich 
nun folgendermaBen beschreiben: Bei der linearen Parallelvariation, welche 
F in F tiberfiihrt, ist in (10.4) nach Voraussetzung H,,, = A,,,(0< »< n—1) 
und (w n) dA = (w fi) dA, also 


(10.8) (0) = C5 (1). 


Die konvexe Funktion C,(t) ist daher linear, also ist die Variation eine Trans- 
lation. 

Ist speziell F eine in der Richtung e konvexe Flache und F das Spiegelbild 
von F an einer zu ¢ senkrechten Ebene E, so ergibt der betrachtete Variations- 
prozeB fiir 0 < ¢ < + die kontinuierliche Steinersche Symmetrisierung an E*): 
Fiir ¢ =} ist F, die symmetrisierte Flache, wihrend die Flichen F, und 
F,_, spiegelbildlich (aber gleichartig orientiert) sind. Wegen C,(t) = C,(1—t) 
ist 


(10.9) C, (1) =— (0), 


*) Vgl. W. Biascuke [6], 8S. 250. — Pétya und Szxraé [10], 8S. 200. An beiden Stellen 
wird der Fall r = 0 des untenstehenden Satzes X bewiesen. 








1 
C,(1) — €,(0) = — 2 €,(0) = f C,'() dt. 


0 
Auf Grund des Satzes IX folgt daraus: 

Satz X. Die geschlossene Fliche F sei konvex in der Richtung e (im engeren 
Sinne) und erfiille die Voraussetzungen des Satzes 1X. Dann nimmt C, bei 
kontinuierlicher Steinerscher Symmetrisierung monoton ab: 


C! <0, 


auBer wenn F bereits symmetrisch ist. 

Darin ist enthalten: Bei Symmetrisierung einer Eifliche nehmen alle 
C,(v= 0, ..., — 1) monoton ab. 

Beim Satz X wurde angenommen, daB die Flaichen dreimal stetig diffe- 
renzierbar und konvex im engeren Sinne sind, insbesondere also in der Rich- 
tung ¢ die Eigenschaft (a), § 2, haben. Bezieht man die gespiegelte Fliche F 
und damit die ganze Flachenschar F, auf die Parameter von F, so folgt also 
aus Lemma | (§ 2) bzw. dessen n-dimensionaler Verallgemeinerung, daB bei 
kontinuierlicher Symmetrisierung die variierten Flichen zweimal stetig 
differenzierbar sind. (Fiir die Oberflaiche geniigt einmalige Differenzierbarkeit. 
also zweimalige Differenzierbarkeit der Ausgangsfliche.) 

Der Symmetriesatz V’ bzw. VI’ ergibt sich nun so: nach der Voraussetzung 
iiber H,,, gilt (10.8); zusammen mit (10.9) folgt C/(0) = 0, also ist F sym- 
metrisch. 


§ 11. Randwertsitze fiir berandete Flichen 


Die bisherigen Siatze beziehen sich auf geschlossene Flichen. Man kann 
mit den gleichen Methoden Sitze iiber berandete Flichen gewinnen, wenn 
man diesen geeignete Randbedingungen auferlegt. Wir fiihren dies fiir die 
Resultate des § 9 durch. 

Wir betrachten also zwei im Endlichen liegende, von endlich vielen ge- 
schlossenen Mannigfaltigkeiten berandete Flichen F und F, die durch eine 
Parallelabbildung aufeinander bezogen sind und im iibrigen die Voraus- 
setzungen des Satzes V erfiillen. Insbesondere hat also H, in Punkt und Bild- 
punkt den gleichen Wert. Dann gelten die Sitze 

Satz Va. Falls am Rande ¥ =r ist, so ist iiberall f= r, die Flaichen sind 
also identisch. 

Satz Vb. Falls am Rande i= n ist, so unterscheiden sich die Fliichen nur 
durch eine Translation. 

In beiden Fallen verschwindet naimlich auf Grund der Randbedingungen 
das Randintegral in (9.6), so daB der Beweis wie beim Satz V gefiihrt werden 
kann. 

Fir die KriimmungsgréBen H, (2 < » < n) erhalt man analoge Satze, wenn 
man etwa Flachen mit definiter zweiter Fundamentalform betrachtet, welche 
im tibrigen den im Satz VI gestellten Forderungen geniigen sollen. Ins- 
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besondere soll in entsprechenden Punkten von F und F also H,= A, sein. 
Dann folgt: 

Satz Vila. Falls die Flichen am Rande iibereinstimmen, so sind sie iiberall 
identisch. 

Satz VIb. Falls die Flichen am Rande das gleiche sphiirische Bild haben, 
so sind sie kongruent. 

Zum Beweis hat man die Integralformel (9.12) zu betrachten: Im ersten 
Falle ist am Rande w = 0; im Falle b ist dort ii =n, also gilt am Rande 
(¥;—x,) n = w,n = O und daher nach (4.3) und (5.3) n (¢)’ = 0 fiir alle Flichen F,; 
in beiden Fallen verschwindet demnach das Randintegral in (9.12), und daher 
mu8 w konstant (im Falle a sogar gleich Null) sein. 

Wir beschrinken uns jetzt auf den Fall n — 2 und auf Flachen, die sich 
in der Form 


(11.1) z= f(x,y) 


darstellen lassen. Die soeben formulierten Sitze ergeben dann Aussagen iiber 
die Einzigkeit der Lésungen gewisser elliptischer Differentialgleichungen: 
Zum Beispiel sagt der Satz Va aus, dab die bekannte Differentialgleichung 
..H — gegebene Funktion von x,y“ héchstens eine Lésung f(x,y) besitzt, welche 
vorgeschriebene Randwerte annimmt. Da die genannte Differentialgleichung 
fiir jede Lésung elliptisch ist. folgt dies auch aus bekannten Einzigkeitssitzen 
(vgl. E. Horr [13)}). 

Der Satz Vla besagt, daB die entsprechende Differentialgleichung ,,K = ge- 
gebene positive Funktion von x, y“ zu vorgeschriebenen Randwerten héchstens 
zwei Lésungen besitzt (nimlich héchstens eine mit gegebenem Vorzeichen der 
zweiten Fundamentalform, d.h. mit /,, > 0 bzw. f,, <0). Diese Aussage ist 
ein Spezialfall eines Satzes von Retticn [11] iiber Monge-Ampéresche Diffe- 
rentialgleichungen. 

Die beiden genannten Sitze (fiir H und K) wurden hier mit Hilfe der 
Integralformeln (8.5) bzw. (8.11) bewiesen. Dabei ergeben sich auBer fiir das 
erste Randwertproblem auch noch Aussagen tiber eine andersartige Rand- 
wertaufgabe (Fall b). Betrachtet man speziell Flichen, bei denen die Rand- 
kurven Schattengrenzen sind, wo also am Rande fi = n horizontal ist, so laBt 
sich diese Randbedingung bei Beschrinkung auf Flachen (11.1) folgender- 
maBen ausdriicken : 

Die ersten Ableitungen p = /,, ¢ =f, der Funktion f(z,y) geniigen bei 
Annaherung an die Randkurven C des Gebietes in der x, y-Ebene den Be- 
dingungen 

‘ . Pp q 
(11.2) P+ geo x, Were > &, Wriw + B, 
wobei («, 8) die Kurvennormale von C ist. 


§ 12. Ein Unitatssatz fiir elliptische partielle Differentialgleichungen 
Zum SchluB kommen wir nochmals auf die Betrachtungen des § 5 zuriick 
und zeigen, daB die dort verwendete Methode bei Beschrinkung auf Flichen 


(11.1) einen allgemeinen Satz iiber Differentialgleichungen liefert. 
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Wir betrachten eine Funktion ®(z, y, p, q, r, 8, t), die fiir alle Werte x,y 
aus einem beschrinkten (zusammenhingenden) Gebiet G und fiir beliebige 
p,q, 7, 8,t stetig definiert ist und stetige erste Ableitungen nach p, q, 1, s, ¢ 
besitzt. Den Bereich der 7 Variablen z, y, p,q,7r,s,¢ nennen wir R. Setzt 
man fiir p, g und r, 8, ¢ die ersten bzw. zweiten Ableitungen einer in G zweimal 
stetig differenzierbaren Funktion u(x, y) ein, so ist 


P(x, y, p,q, 7, 8, t) = 0 
eine Differentialgleichung fiir u. Diese heiBt elliptisch fiir eine Lésung u, wenn 
(12.1) 0,D—(4 G2 > 0 


ist, und zwar fir alle von u(z,y) induzierten Wertekombinationen 2, y, p, q, 
r,s, t, d.h. fiir alle Punkte der von u(x, y) erzeugten 2-dimensionalen Fliche 
in R. 

Diejenigen Punkte von R, die der Ungleichung (12.1) geniigen, bilden 
eine offene Menge in R, welche in zwei Teile mit ®, > 0 bzw. ®, < 0 zerfallt. 
Wir werden nun gewisse Annahmen iiber die Form dieser Gebiete machen 
und den folgenden Einzigkeitssatz beweisen : 

Satz XI. Die Funktion ® sei so beschafjen, daB bei beliehigem festem xy, Yo, 
Po- Yq die beiden durch 


®,0,— ($9) >0, O,>0 baw. DB, - 0 


definierten Gebiete des r,s,t-Raumes stets konvex sind (wobei auch die leere 
Menge als konvex angesehen wird). Dann hat die Differentialgleichung ® = 0 
zu gegebenen Randwerten héchstens zwei Lésungen, fiir welche sie elliptisch ist, 
und zwar héchstens je eine Lésung mit ®, > 0 bzw. ®, — 0. 

Der Beweis kann folgendermaBen gefiihrt werden : 

1. Da es zwei Klassen von elliptischen Lésungen gibt, namlich solche mit 
®, > 0 bzw. ®, < 0, so geniigt es, wenn man zeigt, daB jede Klasse héchstens 
eine Lésung (mit gegebenen Randwerten) enthalt. Falls eines der beiden im 
Satz XI genannten konvexen Gebiete fiir alle x, y, p,q leer ist, so kann 
iiberdies nur eine Lésung auftreten**). 

2. Die Funktionen wu und @ seien Lésungen aus derselben Klasse, die auf 
dem Rande iibereinstimmen. Da w = u — u am Rande verschwindet, braucht 
man nur den Fall zu betrachten, wo die Funktion w ihr Maximum oder Mi- 
nimum im Innern von G annimmt. Wir beweisen: falls w im Punkte o ein 
Extremum hat, so ist w konstant in einer Umgebung von o. Daraus folgt dann, 
daB w =c = 0, also u = u ist. 

a) Ino ist Py = Po. Yo = Jo Und 


P(X, Yo, Po: To To: 59: bo) = P( Xo, Yo: Por Yor "0: So: to)- 
#2) E. Horr beweist einen Satz von dieser Art: das eine Gebiet ist der ganze r, 8, t- 


Raum, das andere ist leer. Vgl. [13], S. 150, Voraussetzung c) (fiir die Differenz zweier 
Lésungen). 
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Nach dem Mittelwertsatz folgt daraus, daB die zweiten Ableitungen von w 
im Punkte o einer Gleichung 


(12.2) oF (Wz)o + ®, (Wey)o + oF (Wyy)o= 0 


geniigen, wo die Ableitungen von @ an einer Stelle r*, s*, * zwischen ro, 89, to 
und 7», 89, # zu nehmen sind. Da in den Endpunkten dieser Strecke (12.1) 
gilt, ist dies wegen der vorausgesetzten Konvexitat auch an der Zwischenstelle 
der Fall, und daher folgt aus (12.2), daB das zweite Differential von w in o 
entweder indefinit oder = 0 ist. Da w in o ein Extremum hat, verschwinden 
also in o auch die zweiten Ableitungen von w. 

b) Nun zeigt man in iiblicher Weise, daB w einer linearen elliptischen 
Differentialgleichung geniigt (die Konvexitaétsbedingung wird dazu nicht mehr 
bendtigt): Man bildet die Funktionenschar u,= u+tw fir 0S t<1 und 
setzt diese in ® ein. Dann findet man durch eine zu (5.1) analoge Betrachtung 
fiir w die Differentialgleichung 


(12.3) A w,y,+ 2 Bw,y,+ Cw, + Dw, + Ew, =0, 


wo A, B, C, D, E stetige Funktionen von z, y sind, die aus ®,,  D,, D,, D,, 
®, durch Mittelbildung iiber t entstehen. Da die ersten und zweiten Ab- 
leitungen von u, in o unabhingig von rt sind, gilt (12.1) im Punkte o fiir alle r, 
und daher ist in o auch A C — B*> 0, d.h. die Gleichung (12.3) ist in einer 
Umgebung von o elliptisch. Dann mu aber w in dieser Umgebung von o 
konstant sein, denn nach dem Maximumprinzip kénnte sonst w in o kein 
Extremum haben (vgl. [13], S. 147). 

Als Spezialfall des Satzes XI erhailt man den im § 11 zitierten Satz von 
ReEtuicu [11], wenn man 


® = E(rt—s*)+Ar+2Bs+C0t+D 
wahlt, wo A, B,C, D, Z Funktionen von z, y, p,q sind. Bei einer solchen 
Funktion ® sind namlich die Konvexititsbedingungen des Satzes XI stets 


erfillt: Kiirzt man die Ableitungen von @ nach r, s,¢ fiir den Moment mit 
a, 2b, c ab, so ist 


(12.4) a=Et—A, b6=—Hs+B, c=EreaA. 


Die Funktionen A, B,C, D, E sind fir feste zx, y, p,q konstant. Von den 
beiden Gebieten 


(12.5) ac—b®?>0, a>0O bzw. a<0 


ist daher fiir 2 = 0 das eine leer, das andere entweder leer (falls 4 C — B? < 0) 
oder der ganze Raum; fiir H +0 stellt (12.5) das Innere eines elliptischen 
Kegels dar, zerfallt also in zwei konvexe Gebiete. Man sieht dies ein, wenn 
man im r,s,¢-Raum durch die lineare Transformation (12.4) neue Koordi- 
naten a, b, c einfihrt. 
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Courbure intégrale généralisée et homotopie 
Par 
Micnet KervAireE a Berne 


Introduction 

Le but de ce travail est de mettre en évidence une relation entre les valeurs 
d’un caractére des groupes d’homotopie des sphéres (noté y) et les possibilités 
de généraliser le théoréme de la curvatura integra (H. Horr [3)]). 

Si une variété fermée M, (de classe C') est immergée (par une application 
localement biunivoque de classe C') dans l’espace euclidien R,,, de dimension 
k + 1, les normales en chaque point du modéle de M, dans R,,, fournissent 
une application continue (l’application sphérique de Gauss): 

gy: M,—> 8, 
de la variété M , dans la sphére des directions dans R,,, , et le degré de BRouwER 
de est la «curvatura integra». Le théoréme mentionné [3] affirme que, 
pour les dimensions paires k = 2r, ce degré est égal & la moitié de la caracté- 
ristique d’EuLer de M, (celle-ci est paire dans la situation considérée). 

La généralisation envisagée de la situation ci-dessus est du type suivant: 
une variété fermée M, étant plongée dans un espace euclidien R,,, avec 
un champ de repéres normaux F,, (généralisant la normale 4 M, dans R,,,), 
ce champ détermine une application continue 


P : M, re Va+n,e 


de M,. dans la variété de STIEFEL des suites ordonnées de n vecteurs ortho- 
normés de R,,,, et ayant pour origine un point fixe A: l'application @ fait 
correspondre 4 chaque point z de M, les n vecteurs équipollents 4 ceux du 
champ F,, au point x et ayant pour origine le point A. L’application @ géné- 
ralise l’application de Gauss; pour n= 1, en effet, V,,,, n'est autre que 
la sphére des directions dans R,., ,. 

D’aprés les résultats de E. Streret [9] sur les groupes d’homologie a coeffi- 
cients entiers H,(V;,,,,,) des variétés V,,,, 9: 
‘ “> F {Z pour k pair ou n = I, 
H,(Vevnn) = 0 pour 1LSi<k, Hy(Vernn) = |Z, pour k impair et n > 1, 
(ot Z et Z, désignent les groupes des nombres entiers et restes modulo 2 res- 
pectivement), on peut, comme pour le cas de l’application de Gauss, repré- 
senter la classe de g par un nombre, disons ¢(M,), entier ou reste modulo 2. 
Le nombre ¢(M,) qui, pour k = 2, n= 1, est & un facteur prés l’intégrale 
(étendue 4 M,) de la courbure de Gauss, peut étre appelé curvatura integra 
généralisée du modéle de M, dans R,.,,. Il faut remarquer que la définition 
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de ¢(M,) est subordonnée a l’existence du champ F,, de repéres normaux 
a M,, dans R,, ». 

Le théoréme qui sera démontré') est du type suivant: dans certaines con- 
ditions, la curvatura integra généralisée y(M,) est indépendante du plongement 
et du champ F,,: c'est un invariant de la variété différentiable M,. Lorsque ces 
«conditions», sur lesquelles nous allons revenir, sont réalisées, @(M,) est 
déterminée par la «semi-caractéristique» y*(M,) de M, égale 4 la moitié de la 
caractéristique d’EuLER } y(M,) pour k pair et a 


r 
x* (M,) = 2(— 1)*p;(M,) 
pour k = 2r + 1, impair (p;(M,) est le nombre de Betti mod 2 de dimension i 
de M,). 

La condition qui doit étre réalisée pour l’invariance de la curvatura in- 
tegra généralisée d’une variété M, plongée dans R,,,, avec un champ de re- 
péres normaux est qu’un certain invariant d’homotopie y des applications 
de la sphére S,.,,, dans S, soit nul sur toute classe d’applications. 

Cette condition est toujours réalisée pour k pair; on obtient ainsi, pour & 
pair, une généralisation proprement dite du théoréme de H. Horr (cf. théo- 
reme VI, §7). 

Pour & impair, il y a des cas ot y (alors reste mod 2) peut prendre les 
valeurs 0 et 1. Ceci se présente p. ex. pour k = 1, 3, 7. Il est probable (cf. con- 
jecture du § 6) que y (f) pour une application f: S,,.,— S,., avec k impair 
n’est autre que l’invariant de H. Horr de / réduit modulo 2. La vérification 
de cette conjecture'*) permettrait de ramener le probléme des valeurs possibles 
de ya celui de l’existenced’applications sphériquesd ’invariantde H.Hoprimpair. 

La connection entre ’homotopie des applications sphériques et le théoréme 
de la curvatura integra généralisée est fournie par un théoréme d’approxi- 
mation différentiable des applications sphériques continues dont l’idée re- 
monte 4 L. PonTRJAGIN [6] et [7] et B. Eckmann [2]. L. Pontrsacin utilise 
sa méthode d’approximation pour l'étude des groupes 2,,,,(S,,) et 2,.0(S,); 
B. EcKMANN se sert d’une méthode analogue pour déterminer la classe d’>homo- 
topie d’applications particuliéres de S,,, dans S,. L’invariant y du présent 
article, défini pour tous les groupes 2,,,,(S,), k 21, n =1, se réduit pour 
k = 1 4 linvariant considéré par L. Pontrsacin dans [6] et [7] pour le calcul 
de 2,,,,(S,,). C’est la recherche du détail des démonstrations dans ces notes 
de L. PonTRJAGIN, tache que m’a proposée Monsieur le Professeur H. Horr, 
qui a servi de point de départ a ce travail. 

L’invariant y sera en fait défini de fagon un peu plus générale pour les 
classes d’homotopie d’applications /: X,,,—+>S, ou X,,, est une variété 

1) Le cas n= 1, k quelconque a été traité indépendamment et simultanément par 
J. Mitnor. On the imbedding of n-manifolds in (m + 1)-space. Comm. Math. Helv., a 


paraitre. Certains résultats de J. MILNorR loc. cit. recouvrent également en partie les 
résultats du § 8 du présent travail. 


1a) J’ai pu démontrer que cette propriété de y est effectivement satisfaite; la dé- 
monstration paraitra ultérieurement. (Ajouté en Mars 1956.) 
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différentiable fermée que l’on peut plonger dans un espace euclidien R,, avec 
un champ de repéres normaux. Si le groupe de cohomotopie 2"(X,,,,) existe 
(ef. [8]), y est un homomorphisme de ce groupe dans le groupe des entiers 
pour k pair et dans le groupe des restes modulo 2 pour k impair; c’est aussi 
ce qui se présente si X est une sphére. 

En spécialisant: X,,,,=S,,,, le théoréme de la curvatura integra 
généralisée (lorsqu’il est valable) se présente comme application de l’invariance 
de y. 

Il est A remarquer que l’hypothése faite sur la variété M, de pouvoir étre 
plongée dans un espace euclidien R,.,,, avec un champ de repéres normaux 
est (méme pour » arbitraire) une sérieuse restriction sur la variété M,. On 
ne posséde pas de méthode générale permettant de décider pour une variété 
donnée si un tel plongement est possible. La «Note», a la fin de l’article, 
apporte une faible contribution (sous forme de condition nécessaire) A cette 
question. Dans cet ordre d’idées, la question sans doute moins difficile, 
suivante n’est pas non plus tranchée (4 ma connaissance): une variété M, 
pouvant étre plongée (topologiquement et de classe C') dans R,.,, avec un 
champ de repéres normaux, admet-elle un tel champ quel que soit le plonge- 
ment envisagé? En particulier, qu’en est-il si M, est une sphére? Si l'on 
remplace dans ces questions l’hypothése du plongement topologique par celle 
plus faible d’une immersion (avec self-intersection éventuelle), il faut alors 
donner une réponse négative: on peut immerger la sphére S, dans R, de 
maniére que le modéle 2, ainsi obtenu n’admette pas de champ de repéres 
normaux. On obtient un tel modéle en regardant un plongement p: P, > R, 
comme une immersion i: S, > R,, i étant la composition de la projection 
naturelle S,-—> P, et du plongement p. Le modéle 2,= i(S,) de S, n’admet 
pas de champ de repéres normaux dans R,. Un tel champ de repéres, en 
impliquant l’existence sur p(P,) d’un champ de vecteurs normaux, serait en 
contradiction avec un théoréme de H. Wuitney (cf. [11], Theorem, page 113). 

Les questions posées sont des cas particuliers du probléme général suivant 
qui ne semble pas avoir été jamais efficacement abordé (avec cette géné- 
ralité): étant donnés une variété M, et une structure fibrée sphérique de 
base M,: 

B= (B, Sa-1» M,, G), 


sous quelles conditions peut-on «réaliser» cette structure fibrée comme struc- 
ture normale par un plongement ou une immersion M,-—> R,.,,,! 
Ce probléme ne sera pas abordé dans le présent travail. 


Plan 
Au chapitre I, j’expose des résultats connus de facon plus ou moins dé- 
taillée suivant la place que ces résultats occupent déja dans les articles de 
L. Pontrsacin [6] et [7] et R. Tom [10]. 
Le chapitre II est consacré a la construction de l’invariant y. 
Trois applications sont faites de l’invariance de y au chapitre III: outre 
le théoréme de la curvatura integra qui vient d’étre discuté (au § 7), on trouve 
16* 
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(au § 8) une condition suffisante pour qu’une variété M, que l’on peut immerger 
dans un espace euclidien avec un champ de repéres normaux soit parallélisable 
(cf. théorémes IX, X, XI); on peut ainsi traiter le cas des produits topologiques 
de sphéres dont on voit qu’ils sont parallélisables dés que leur caractéristique 
d’Ever est nulle (théoréme XII). Au § 9 l'un des lemmes du § 4 est utilisé 
pour préciser un théoréme de M. Morse sur la théorie des points critiques. 

Je tiens 4 remercier trés vivement Monsieur le Professeur Dr. H. Horr 
et Monsieur le Professeur Dr. B. EckMANN pour leurs conseils, leur aide et 
Pintérét qu’ils ont bien voulu porter a |’élaboration de ce travail. 


Chapitre I. Préliminaires 
§ 1. Théorémes d’approximation 


Nous étudions les applications continues 
f : Xx n+k~ 8, 


d’une variété de Riemann X,,,, fermée et orientée, de classe C”, dans la 
sphére S,. Les indices indiquent la dimension. 

Sur l’approximation d'une telle application, on trouve, énoncés par L. Pon- 
TRJAGIN [6] et [7], les théorémes suivants dont le détail des démonstrations 
a été donné par R. THom [10]: 

Aussi proche qu’on le veut d’une application continue donnée, il existe 
une application, disons /, de classe C® ayant la propriété: 

i) il existe un voisinage V(c) d'un point c < S,, dont la contre-image {-'(V) 
est un ensemble de points «réguliers» de f. 

Un point p ¢ X,,,, est dit «régulier» lorsque les fonctions 


Ve= 1 i(Zq. Ze, - - +> Zas2) is = 7,2, ..., 8] 


exprimant |’application / dans des systémes locaux de coordonnées ont la 
propriété que la matrice 
(0 f,/0 x;) (c= 1,..54 259 = 1,..., 9+8) 


a en p le rang maximum n. Un point ¢ satisfaisant avec la fonction / a la 
propriété i) est appelé «valeur réguliére» de la fonction f. 

La propriété i) de la fonction / implique les suivantes: la contre-image 
f-*(c) du point c est une sous-variété M, de X,,,,, de classe C”, orientable, 
fermée, éventuellement non-connexe. La variété M, est représentée localement 
par les équations 

fg (Sq Se >» + Sern) = 0 [s = 1,2, ..., 2). 


La fonction f est dans f-'(V) une fibration, et l’on a f-(V) ~ M,™ V,,?) 
ou V,, est la boule ouverte de dimension n; on peut prendre V assez petit 
pour que U = f-*(V) soit un voisinage tubulaire de M, dans X,,, ,. 

Si l’on fait choix en c d’un repére tangent a S,, l’application / induit sur 
M,, un champ F,, de repéres normaux dans X,,,,. Soit en effet, N,,(x) le sous- 


*) Le signe = signifie choméomorphe a». 
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espace linéaire de 7’, ,,(2) (espace tangent en z 4 X,,, ,) formé par les vecteurs 
normaux & M, en x dans X,,,,. L’application linéaire 


df: T n+ x(*) —_ T’,, (c) 
donnée par 


dy 


(les bases U,, Ug, ..., U,,, €t Vy, Ve,..., V, de 7',,, (x) et 7',(c) étant celles 
déterminées par les coordonnées locales) s’avére biunivoque sur N,(z). Un 
repére fixe dans 7',,(c) a done une contre-image bien déterminée dans N, (2). 
On en fait un repére orthonormé (dans N,, (z)) et dépendant de fagon continue 
de x par un procédé standard d’orthogonalisation. 

Le champ F,, de repéres normaux sur M, dans X,,,, ainsi obtenu permet 
de doter M, d'une orientation déterminée; nous ferons les conventions sui- 
vantes: les vecteurs U,, Ug, . . ., U, d'un repére tangent 4 M, définissant |’orien- 
tation positive de M,, suivis des vecteurs U,.,, Uz.2, - - - u,,,, du champ F,, 
déterminent l’orientation positive de X,,, ,. 

Soit F, la famille des applications continues de X,,,, dans S, pour les- 
quelles un point fixe c de S,, est valeur réguliére. On a 

1. Dans chaque classe d’homotopie des applications X,,,,—> S,, il existe 
une application de la famille §.. 

2. Si l'on choisit en c un repére fixe tangent a S,,, il correspond de fagon 
univoque a chaque fonction de §, une sous-variété orientée M, de X,,., 
portant un champ F,, de repéres normaux (dans X,, , ;). 

Réciproquement, si l’on se donne dans la variété X,,,, une sous-variété 
plongée M, munie d’un champ F,, de vecteur normaux, on peut faire corres- 
pondre a un tel couple qui sera désigné par (M,;F,,) une application 
f = 6(M,;F,) de X,,,, dans S,, appartenant a la famille §,, définie de la 
maniére suivante : 

Soit U un voisinage tubulaire de M, dans X,,,; par suite de l’existence 
du champ F,,, U est homéomorphe au produit cartésien M, x V,, ot V,, est 
la boule ouverte de dimension n; le champ F,, fournit un homéomorphisme 
déterminé de U dans M, x V,, et permet ainsi d’associer 4 tout point u de U 
les coordonnées y;, Yo... ., Y¥, de sa projection dans V,,. Soit alors r : V,,> S,—q 
l’homéomorphisme naturel de V, sur la sphére trouée; l’application f est 
définie par 

f(u) = F(Yys Yor « « «>» Yn) pour w¢ U, 
f(x)=4q pour x¢X—U. 


L’application / ainsi définie est continue et le point c de S,,, antipode de q, 
en est une valeur réguliére. 

Il est évident que la classe d’homotopie de / ne dépend pas du choix du 
voisinage tubulaire U. ; 

Ainsi 4 toute application /: X,.,— S, de la famille §, correspond un 
couple (M,;F,,) = 0’f. A tout couple (M,;F,,) correspond une application 
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f= 0(M,; F,,) de la famille F,. On a 

a) 0'0(M,; F,) = (M,; F,), 

b) 00’ =f. 

a) est évident; pour b), on obtient une homotopie en composant tout d’abord 
{: Xy4,.— 8, avee une homotopie r,: S,— S, telle que r,= identité, r, est 
un homéomorphisme de V sur S,,— q (le point gq étant antipode de c) et r,(S,— V) 
= q; on est ainsi conduit 4 une application r,f = /*: X,,, > S, qui ne différe 
de /’= 60’f que par le fait que la contre-image par df’ du repére donné en c 
nest pas nécessairement orthonormée; cette orthogonalisation étant une 
opération réalisable par une déformation continue, on a 
f~ f= f= 00'F. 

Les résultats de ce paragraphe s’étendent en partie aux applications con- 

tinues 
F* : X,4.xI-8,, 
ou I est l’intervalle (0,1). 

Si lon se fixe {y= F*/X x (0) et f,= F*/X x (1) pour lesquelles le méme 
point c (de S,,) est valeur réguliére, on peut approcher F* par une application F 
de classe C*%, g étant aussi grand qu’on le désire ayant la propriété i) avec 
le méme point c et telle que fy= F/X x (0) et f,= F/X x (1). L’ensemble 
F-1(c) est alors une variété Q,.,, avec bord. 

Soit inversement Q,, , une variété dans X,,,, x I de bord é Q,,, = Mj,—M, 
avec M,c X x (0) et Myc X x (1), Q,,, portant un champ de repéres nor- 
maux ®, dans X x J. Supposons en outre que la restriction de ®, sur M, 
et M;, fournisse des champs F,, et F;, de repéres normaux sur M, et M; dans 
X x (0) et X x (1) respectivement; il correspond alors 4 (Q,.,; @,,) une homo- 
topie F = 6(Q,.1; ®,): 

F:Xy4,xI-S, 


avec F/X x (0) = 6(M,;F,), F/X x (1) = 0(M;; F;). 
La fonction F est également définie par 


F(u) =r(y;, Yo. +--+ Yn) pour u€cu, 
F(zx)=4q pour 7¢U 
ou U désigne un voisinage tubulaire de Q,,, dans X x IJ (U = Q x V,). 
Remarque: Les considérations de ce paragraphe permettent de mettre 
en évidence un aspect du probléme de l’existence d’applications 


@: Sonia > Snir 
d’invariant de Horr égal a 1. 
S. Emenspere a démontré qu’une telle application existe si et seulement 
si il existe une application 
f*: 8,x 8,> 8, 
de type (1,1). 
Si /* existe, le théoréme d’approximation de L. Pontryacin (ot S,, x S,, 
joue le réle de X,,, ,) fournit l’existence d’une application 


{:S,x 8,2 8S, 
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(homotope a /* et par suite également de type (1,1)) pour laquelle un point 
c € S, est valeur réguliére, c.a.d. f-1(c) = M,, est une sous-variété de S,, x S,, 
dont l’espace fibré des vecteurs normaux (a M, dans S,, x S,,) est simple. On 
voit aisément que M, est homologue a la diagonale. 

Réciproquement, une sous-variété M, de S, 8S, homologue a la dia- 
gonale et munie d’un champ F,, de repéres normaux fournit suivant le pro- 
cédé décrit dans ce paragraphe une application / = 6(M,;F,) de S, x S, 
dans S,, dont on voit qu’elle a le type (1,1). En résumé, on a un élément de 
Men+1(Sp.,) dont Vinvariant de Horr est 1 si et seulement si l'on peut représenter 
la classe @homologie de la diagonale dans S,,« S,, par une sous-variété dont la 
structure normale (dans S,,x S,,) est simple*). 


§ 2. Interprétation des groupes de cohomotopie 

X,,.,; désignant toujours une variété de Riemann, fermée, orientée, de 
classe C™, soit M,.(X,,.,) l'ensemble des sous-variétés M , fermées, de classe C! 
dans X,,,,, munies d’un champ F,, de repéres normaux; un élément de M, 
(X,, x) sera désigné par (M,, ,,; F,,). La variété M, peut avoir plusieurs compo- 
santes connexes. On supposera toujours la variété M, d’un couple (M,; F,,) 
orientée de maniére que les vecteurs d’un repére tangent «positif» suivis dans 
leur ordre des vecteurs du champ F,, déterminent l’orientation positive de 
Saxe 

On introduit dans M,(X) une relation d’équivalence de la facon suivante: 
considérons le produit cartésien X,,,, J de X par le segment unité; deux 
éléments (M,; F,,) et (Mj; Fi.) de M,(X) peuvent étre plongés naturellement 
dans X x I: M, est plongée avec son champ dans X x (0) et M; avec son 
champ dans X x (1), leurs images sont M, x (0) et M; x (1) respectivement. 
Les éléments (M,;F,,) et (Mj,;F,) de M,(X,,.,) seront dits équivalents, 
(M,; F,,) = (Mj; F,), s'il existe une variété (de classe C') N,,,, dans X,,,, I 
ayant les propriétés: 

a) 9N,.,— Mix (1)— My x (0), 

b) le champ de repéres normaux sur M, x (0) et M; x (1) est normal a 
N,.., et peut étre étendu 4 un champ de repéres normaux sur N,,, dans 
pe 

Les propriétés de réflexivité, symétrie et transitivité de cette relation 
d’équivalence sont banales. Sa signification est donnée par le 

Lemme 1: Les éléments (M,; F,,) et (Mj; F.,) sont équivalents si et seulement 
si les applications 

hf: Xnsn> Sp 


qui leur correspondent sont homotopes (f = 0(M,; F,), f= 6(M;; F;))- 

En effet, si (M,; F,,) = (M;,; F;), Vhomotopie cherchée est fournie par 
F = 6(N,.,;@,) ot @, désigne l’extension (existant par hypothése) sur 
N,,, du champ de repéres normaux donné sur le bord M; x (1)— M, x (0) 
de N,..,- 


3) La diagonale elle-méme a dans S,,x S, une structure normale simple si et seulement 
si S, est parallélisable. 
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Si, réciproquement, / et /’ sont homotopes, on peut choisir lhomotopie F 

de sorte que le point 

c = f(M,) = f' (Mi) 


soit valeur réguliére pour F. En particulier 
Nisi= Foc) 


est une sous-variété avec bord de X,, , , x J, ayant pour bord M; x (1) — M, x (0) 
et portant un champ de repéres normaux qui, sur M, x (0) et M, x (1) coincide 
avec les champs donnés. On a donc (M,; F,,) = (M;; F;,). 

Soit maintenant k + 1 < n, ou bien X,,,= S,., sans limitation de di- 
mensions; on peut alors définir entre les classes d’équivalence de M,.(X,,..,.) une 
relation d’addition qui fait de V ensemble de ces classes d’équivalence un growpe 
abélien. 

Examinons tout d’abord le cas ot k + 1 < n: 

L’addition est alors définie comme suit: c, et c, étant deux classes dans 
M,(X,,.,), prenons des représentants (M,; F,,) et (Mj; F;,) de ces classes tels 
que les variétés M, et M; n’aient pas de point commun. La classe c, + cj est 
celle de la variété M,+ Mj; portant le champ de repéres donné par F,, sur 
M,, et Fi, sur Mj. (M,,+ Mj; est la réunion des ensembles M, et M;). On 
peut toujours former la somme de deux classes, car, en vertu de l’hypothése 
k +1 <n, on peut éliminer les points communs éventuels 4 M, et Mj; par 
une déformation continue de l'une des variétés, p. ex. Mj ce qui conduit a un 
élément (M;’; F;’) équivalent a (M;; F;,) et tel que M,- M;'= 0. En outre, la 
classe c,+ cz ne dépend pas du choix des représentants (M,; F,,) et (M;;F,) 
appartenant aux classes c, et c, respectivement et satisfaisant 4 M,-M,= 0. 
Il suffit de démontrer que si (M;'; F;’) est un autre représentant de c;, avec 
M,; M; = 0, les éléments (M,; F,,) + (Mj; F)) et (M,; F,) + (Mz; Fy’) sont 
équivalents. On considére pour cela dans X,,,J la somme (M,;F,) + 
+ (Mj; F),) formée dans X x (0) et Ja somme (M,; F,,) + (M;’; F;’) formée 
dans X x (1). La variété N,., cherchée, ayant pour bord (M,+ M;’) x (1) — 
— (M,,+ M;) x (0) est formée 

1°. du produit cartésien M, x J sur lequel le champ de repéres normaux 
s’étend de facon évidente, 

2°. de la variété Ni, , assurant l’équivalence de (M;; F;,) avec (M;’; F;’). 
Si Ni,., et M, x J avaient des points communs, on pourrait les éliminer par 
une déformation admissible de Ni,, ou du produit M, x J en regard de la 
restriction sur les dimensions [(k + 1) + (k + 1)— (k + n+ 1) < 0 est assuré 
par l’inégalité k + 1 <n]. 

Les classes d’équivalence de M,(X,,,) forment un groupe relativement 
a l’addition commutative ainsi définie. 

L’associativité est évidente. 

L’élément zéro du groupe est la classe des variétés M, avec champ F,,, 
telles qu’il existe dans X,,,, J une variété Q,.,, de bord M, x (0) portant 
un champ @,, de repéres normaux dans X x J qui coincide avec F,, sur M, (0). 
La classe 0 peut étre en particulier représentée par l'ensemble vide. 
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La classe inverse de celle représentée par (M,; F,,) peut étre, représentée 
par (M;; F;) ou Mj; est a lorientation prés la méme variété que M, et F*, 
est le champ obtenu a partir de F,, en remplacant le premier vecteur (par 
exemple) par le vecteur opposé : 


F,, (x) = {¥4(2), Vo(2), - - «+ Vn(2)} 
Fy, (2) = {—¥, (2), Va (2), - - 5 Vn (2)}- 


Pour le voir, représentons la classe de (M;;F,) par le couple équivalent 
(M;'; F’) ou Mj’ est la variété que l’on obtient en déplacant chaque point z 
de M, d’une longueur fixe (petite) ¢ le long de la ligne géodésique de direction 
v, (x); le champ F;’ est obtenu par transport paralléle des vecteurs de F,, et 
changement de signe du premier vecteur : 


vi (2) =—¥4(2') 


ou x’ est le point correspondant a 2 (par la translation ¢) et v,(x’) le résultat 
du transport paralléle de v,(x) le long de la géodésique xz’. Considérons 
alors le produit X,,,, J; il s’agit de démontrer qu’il existe une variété Q,,, 
dans X x JI de bord (M, + Mj) x (0). La variété Q,,,, homéomorphe au 
produit M,x I est formée par l'ensemble des «demi-cercles» D, définis de la 
maniére suivante: X,,, J étant munie de la métrique Riemannienne na- 
turelle D, est situé sur la surface (& 2 dimensions) engendrée par les géodésiques 
passant par x avec un vecteur tangent (en x) dans le plan de vy, (zx) et e,(z), 
ce dernier vecteur donnant la direction des ¢ croissants en chaque point (z, ¢) 
du produit X x J; sur cette surface, D, est le lieu des points a la distance 
(géodésique) fixe ox du milieu o du segment géodésique xz’. Il est évident 
que 0N,,,=(M,+ M;) x (0), car Mj a Vorientation «opposée» a celle de M,. 
L’extension du champ s’effectue comme suit: en tout point de D, les (n— 1) 
derniers vecteurs sont paralléles 4 


Vo (2), Vg(2), - « »» Vn (2); 


le premier vecteur vy, en un point de D, est porté par la tangente au rayon 
géodésique passant par ce point et orienté vers le centre o du «demi-cercle» D,. 

Nous avons vu (lemme 1) que l'ensemble des classes d’équivalence dans 
M,(X,,.,) est appliqué biunivoquement par l’opération @ sur l'ensemble des 
classes d’homotopie des applications de X,,., dans S,. Soient alors / et /’ 
deux applications de X,,,, dans S,, et soit k + 1 < n; prenons des éléments 
(M,; F,,) et (Mj; F)) dans M,(X) tels que M,- M; = 0 et 


f~O(M,;F,), f' ~ 0(M;; F,). 
On peut alors définir la classe d’homotopie f + /’ somme des classes de / et 
de f’ en posant 

f+ f = 6((M,; F,) + (Mj; F,)). 
Cette définition pourvoit l'ensemble des classes d’homotopie des applications 


de X,,,, dans S,, (pour k + 1 < nm) d’une structure de groupe abélien que nous 
désignerons (provisoirement) par G,(X,,, ,)- 
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Dans le cas ot X,,,, = S,,, et k + 1 Sj n, on exigera pour former la somme 
(M,; F,,) + (Mi; F,) que les deux variétés M, et M; se trouvent dans des 
hémisphéres séparés par un équateur S,,,,_, de S,,,. L’addition fournie par 


f+f' = 6((M,; F,) + (Mi; FY) 


des classes d’homotopie de / et /’ coincide alors avec l’addition usuelle dans 
le groupe Z,,, 2 (S,). 

Revenons & la somme f + /’ pour laquelle nous supposons seulement que 
les variétés en jeu n’ont pas de point commun: 

Théoréme I: Dans l’hypothése k+1<n, le groupe abélien G,(X,,,,) qui 
vient d’ étre défini est le groupe de cohomotopie x” (X,,, ,) de BORSUK-SPANIER [8]. 

En vue de la démonstration, rappelons la définition de l’addition des 
classes d’homotopie dans 2" (X,,, ;). 

Soient f et f’ deux applications continues de X,,,, dans S,,; on forme 
lapplication F = f x f’ de X,,,, dans S,, x S,, définie par F (x) = f(x) x f’ (2). 

Une application 

F’: X,4.78, v8, 


homotope 4 F dans S,,x S,, est appelée une «normalisation» de F. (S,,v S,, 
désigne la réunion de S,, xq et q x S, dans S, x S,). Supposons qu'une telle 
normalisation existe pour la fonction F donnée; |’application naturelle 


2:8, v8, > 8, 


définie par 
Qyxg=y, 
Qgaxy)=y, 

permet de définir la «somme» des applications f et f’ par la formule 
f+f'=QF’. 


E. SpanreR [8] a démontré qu’une normalisation pour lapplication 
F:X,.,> 8,8, existe pourvu que k+ 1 <n; il a démontré également 
que dans ce cas la classe d’homotopie de la somme / + /’ ne dépend que des 
classes d’homotopie des applications f et f’. En outre, l'ensemble des classes 
d’homotopie des applications de X,,, , dans S,, forme un groupe, le groupe de 
cohomotopie 2" (X,,, ,), relativement 4 l’addition qui vient d’étre définie. 

Soient alors « et «’ deux classes d’applications de X,,, dans S,. On 
peut choisir dans chacune de ces classes un représentant qui est l'image par 4 
d’un élément de M,.(X,,,;): 


f=0(M,;F,)¢a, f= 6(My;F,) €o’, 


les variétés M, et Mj n’ayant pas de point commun. Pour former 6(,; F,,) 
et 6(M;; F;), on considére des voisinages tubulaires U et U’ de M, et M;; 
on peut choisir U et U’ de sorte que U - U'= 0. 

Considérons alors la somme de Borsuk-SPANIER des applications / et 
f’: on forme F : X,,,.—> S,, x S,, F =f xf’; iei 


2.1) F(Xns x) C Sn V Sp 
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En effet, pour +¢ U, F(x) = f(x) x f'(z)=¢ x f' (x); 
pour z¢U’, F(x) = f(x) xf'(x) = f(x) xq. 

L’inclusion (2.1) est alors conséquence de ce que l’alternative zx ¢ U ou x ¢ U’ 
épuise tous les cas possibles (U - U’= 0). 

L’inclusion (2.1) signifie que l’application F est sa propre normalisation ; 
on obtient donc 

f+f=QF. 
D’autre part, l’égalité 
QF = 6 (My; F,) + (Mis POl=f if 

est immédiatement vérifiée en observant que 


(QF) (z)=¢ pour #¢U et x¢U’, 
(QF) (x) = f(x) pour z¢€ U, 
(QF) (x) = f' (x) pour 2¢U’. 


On obtient ainsi 
f+f'=QOF=f+f, 
ce qui démontre le théoréme I. 

Remarque: Tl peut se faire que dans certains cas ot l’inégalité k + 1 <n 
n’est pas satisfaite, on puisse cependant former la somme f + /’; on peut par 
exemple, sans restriction sur les dimensions, former les multiples / + f/, f + 
fif,... et inverse 7 (telle que f + 7 = 0) de la classe d’homotopie d’une 
application /: X,,,,-> S, donnée. Soit, en effet, f une telle application pour 
laquelle c est valeur réguliére; un point c’ suffisament voisin de c sera égale- 
ment valeur réguliére pour /. Soient M, et Mj; les contre-images de c et c’ 
par /; F,, et F), les champs de repéres normaux que / induit sur M, et M; 
respectivement. Les éléments (M,;F,,) et (M,; Fi) de M,(X,.,,) sont équi- 
valents ; les variétés M, et Mj. n’ayant pas de point commun, on peut former 
la somme (M,; F,,) + (M;; F’,) qui est la juxtaposition sans point commun des 
variétés M, et M; avec leurs champs de repéres normaux respectifs. On pose 

f4+-f- 6 ((M,; F,) + (Mj; F,)). 
On vérifie que la classe de l’application multiple ainsi définie ne dépend ni 
du choix des points ¢ et c’ ni du choix de f dans sa classe. 

La construction de l’inverse / d’une application f peut étre également 
effectuée méme si k + 1 > m; la encore la classe de { ne dépend que de la 
classe de f. En effet, si F: X x I+ S, est une homotopie entre f et /’, et F 
= 6(N,.,;®,), on obtient l’homotopie F entre j et j’ en posant F = 0(N, &) 
ou N est la variété N dont on a changé l’orientation (V = — N) et & le champ 
qui ditfére de ® par le premier vecteur, opposé 4 celui de @. 

Ce procédé d’addition nous fournit les multiples f + f + /,f+f+f4/f,...; 
on peut ainsi parler de l’ordre d’une application /: X,,,,— S, sans que le 
groupe 2" (X,,,,) existe nécessairement. I] faut cependant observer que si 
Xn+z= Saiz et k+12n, les multiples formés de cette maniére peuvent 
étre différents des multiples au sens ordinaire **). 


3a) Comme me |’a fait observer P. Hitton, le multiple m - f défini de cette maniére 
n’est autre que la composition (m i,) Of, ou in: Sn > Sp est l’identité. 
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La possibilité de former la classe «inverse» méme si 2"(X,,,,) n’existe 
pas sera utilisée pour démontrer le théoréme IV. 


Chapitre II. Construction d’un invariant 
§ 3. L’invariant y 

Pour ce chapitre, il sera supposé que la variété X,,,, est plongée dans un 
espace euclidien R,, avec un champ de repéres normauz F,,_,.., sur X,,,, dans R,,. 

Cette situation est en particulier réalisable si X,,,, est une sphére S,,,,. 
Elle implique que les classes caractéristiques z*(X) de X soient toutes nulles 
(voir Note). 

Nous prenons pour métrique dans X,,,, celle induite par le plongement 
dans R,,. En outre X,,,, est orienté de sorte qu’un repére définissant |’orien- 
tation positive de X,,,, suivis des vecteurs de F,,,_ ,,, fournisse l’orientation 
positive de R,,,. 

D’aprés les paragraphes qui précédent, un invariant des classes d’équi- 
valence dans M,(X,,,,) donne lieu 4 un invariant d’homotopie des appli- 
cations X,,,; > S, et réciproquement. 

Un invariant des classes d’équivalence dans M,.(X,,,,) peut étre construit 
de la fagon suivante: soit (M,;F,,) un élément de M,(X,,.,); le champ F,, 
induit une application 

Pp: M,> Vint 
de M,, dans la variété de STIEFEL V,, ,,_, des suites ordonnées de (m— k) 
vecteurs orthonormés de R,, ayant pour origine un point fixe A de R,,: la 
fonction @ fait correspondre 4 chaque point 2 de M, la suite des (m— k) 
vecteurs ayant pour origine l’origine des coordonnées dans R,, et équipollents, 
dans l’ordre, aux n vecteurs du champ F,, au point x suivis des (m — n — k) 
vecteurs du champ F,,_,,-; en 2. 

D’aprés E. StreFrev [9], le groupe d’homologie entiére 

Ay(Vin.m —k3 Z) 
est isomorphe au groupe Z des entiers pour k pair et isomorphe au groupe 
eyclique d’ordre 2, Z,, pour k impair (Nous laissons de coté le cas m—k = 1 
qui ne peut intervenir ici). 

Aprés avoir fait choix d’un générateur pour H,(V,, ,,,_,;; Z), il correspond 
& ~(M,) de facon univoque un nombre %(M,), entier ou reste modulo 2 qui 
représente la classe d’homologie du cycle singulier y(M,). Le générateur que 
nous choisissons pour H,(V» »—,; Z) est la classe du cycle sphérique défini 
par l’application 

€: S, a Vin, —k 
faisant correspondre au point 


X = (2, Xq, - - -» Ze, 0,0, .. ., O) 
de R,, avec x? = 1 les vecteurs 
X, Cepia, Cag, ---> Cm 
(e, étant le vecteur unitaire de R,, dont la i-eme composante est égale a 1 
et les autres nulles), la sphére S, étant supposée orientée de maniére a étre 
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le bord orienté de la boule pleine x*< 1 portant l’orientation e,, e,, . . ., ,,;- 
En particulier, si v(x) est un vecteur de R,,, (dépendant de fagon continue 
de x € S,) qui fournit 

— une application u: S,—> S, de degré de BrouwEr d(u) et 

— une application g*: S, > V»,»—, définie par 


* (x) = {¥(2), Cesar Casas «+ +> Omi 
dont la classe est représentée par G*, on a 
(3.1) y* = d(u) (mod 2 pour k impair). 


On désignera par 7*(M,) la moitié 4 7(M,) de la caractéristique d’ EvLer 
de M si k est pair, et l’expression 


s-1 
x* (M;,) = ~, (—1)*p,(M,; K) 


pour k impair, k= 2s—1. Dans la somme, p,(M,; K) désigne le rang du 
groupe H,(M,; K), K étant un corps de coefficients. Nous appellerons 7* (M,) 
la «semi-caractéristique» de M,; c’est un nombre entier (pour k pair: la caracté- 
ristique d’EvLER d’une variété plongée dans un espace euclidien avec un 
champ de repéres normaux est paire; cf. E. StreFet [9], page 353, Satz 28 
ou la Note en fin du présent article). 

Formons !’expression 


I(M,; F,,) = ¢( My) — x* (M;; K) 

qui est un nombre entier si k est un nombre pair et que nous regardons comme 
un reste mod 2 (dépendant en général du corps K choisi) si k est impair. On 
notera par J,(M,; F,,) et I,(M;,; F,,) les expressions ci-dessus formées en pre- 
nant respectivement le corps des nombres rationnels et le corps Z, comme 
domaine K de coefficients. 

On a alors le théoréme suivant qui sera démontré au § 5: 

Théoréme II’: Si (M,; F,,) et (Mj; F;) sont équivalents dans M,(X), (M,; F,,) 
= (Mj; Fy), (ef. § 2), alors 
(3.2) I(M,;F,,) = 1(Mj; F)) pour k pair, K éant quelconque, 
(3.3) I,(M,; F,) = [,.(M;; Fy) mod 2 pour k impair (K = Z,), 
(3.4)  Io(M,; F,,) = Io(Mj; Fy) mod 2 pour k de la forme k = 4r + 1. 


Si l’on donne une application /: X,,.,— S,, on peut choisir un élément 

(M,; F,,) de M,,(X,,,,) pour lequel f ~ 6(M,; F,,). Posons 
y(f) = 1(M,; F,); 

y (f) est un nombre entier pour k pair et un reste mod 2 pour k impair au quel 
cas 7*(M,) est formée en prenant Z, comme corps de coefficients. On a alors 
(comme conséquence immédiate du théoréme IT’) le 

Théoréme II: y (f) ne dépend que de la classe d’homotopie de l’application 
f: Xn+e—> Sp. 

(Cet invariant est considéré par L. PontrsacIn [6] et [7] dans le cas ot k= 1 
et Xein = Skin): 
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§ 4. Deux lemmes sur les variétés & bord 

Dans ce paragraphe, Q, . , désigne une variété 4 bord; la variété bord sera 
désignée par M,. Le domaine des coefficients est un corps K. Si Q n’est pas 
orientable et sid Q@ = M mod 2, on exige que K ait la caractéristique 2. 

Les lemmes de ce paragraphe seront utilisés au § 5 pour la démonstration 
du théoréme II’. 

1. Supposons tout d’abord que k est impair et désignons k + 1 par 2s=k+1. 
Bien que Q,, ne soit pas une variété fermée, le coefficient d’intersection S (z,w) 
de deux classes d’homologie z et w de H,(Q,,; K) est bien défini. Il en est 

N 


de méme de la forme quadratique fondamentale f(z, x)= ¥'s;;x'z’, ot 
i 


8; ;= S(z;, z;), les classes z,, 2), . . ., 2y formant une base pour H,(Q,,; K). Le 

rang o de la matrice (s; ;) est indépendant du choix de la base pour H,(Q,,; K), 

mais contrairement 4 ce que l’on observe pour une variété compacte, ce rang 

n’est pas ici nécessairement maximum (égal 4 N). Si K est le corps des ra- 

tionnels, le rang o de la matrice (s;;) est égal mod 2 4 l’indice d’inertie de la 
N 


forme quadratique fondamentale f(x, x) = }' s,;, 22’. 
1 


Lemme 1: Soit Q, ., une variété de bord M,, et k impair, k = 28s—1; soit 0 le 

rang de la matrice (8; ;) que nous venons d’introduire. On a alors 
s—1 

(4.1) X(Qeis)= SY (—1) p; (My; K) + 0(Q; K) mod 2, 
i=0 

ou K est un corps. 

Démonstration: Soit A la variété obtenue en collant le long de leur bord 
commun M, deux exemplaires Q, , , et Q,. , de la variété Q, , , munis d’orienta- 
tions opposées. Appliquons a la variété fermée 

A=Q+Q 
la formule de MayvEr-Vretoris (cf. [1], page 299): 
pi(A) = 2p,;(Q) — py(M) + n+ nj -}. 
Dans cette formule, n; désigne le rang du noyau N; de lhomomorphisme 
h, : H,(M,; K) > H,(Q,.,; K) induit par linclusion h: M,— Q,.;. 
Par sommation, on obtient (en posant 2s = k + 1): 


8 8 s=—1 
(4.2) EON (A) =2 FHV V(M— _F(-D) PM) — 
= — 1) *p,(M) + (— 1) ns ? 
puis 
2s : Se se—1 , 
(4.3) S(—1) **4p, (4) = 2 YS (— 1) 1 (Q)— Y (Vy (Me, -2) + 


+ (—1)*-4”,.,. 
En utilisant p; (J/,,) = p,—;(M,,) et k impair, il vient 
2s—1 s—l1 
DL (—1)'**p,(M) = LY (—1)'p,(M) = x* (NN); 
i=s i=0 








Courbure intégrale et homotopie 
d’autre part 
8 2s 
~, (— 1)*p,(4) = p (— 1)‘p,(4). 


On obtient ainsi en ajoutant membre 4 membre les équations (4.2) et (4.3): 


1 28 
(4.4)0=2) S’ (—1)'p,(Q) + LY (—1)*** p(Q)— x* (M) + (—1)* B} + (—1)"7 A 


i=0 i=s 
ou l’on a posé 
A=n,-, +n, — p,(M;,) 
B= p,(Q) — (p,(M) — n,). 
Il s’avére que 
1) A=0, 
2) B=o. 
L’équation (4.4) fournit alors aprés division par 2: 
s—1 28 
EV ipQ + Y (— plQ)— z* (Ml) + (—1y"e = 0 
et en réduisant modulo 2: 
4(Qeoa) = Z* (Mi) + © mod 2 
équation qu’il fallait démontrer. 
1) L’égalité 
A=n,_,;+ ,— p,(M,) = 0 


est connue; on peut la démontrer de la facon suivante: 


Soient v,, V,,...,U, et w,, W2,...,w, des bases duales de H,(M,; K) et 
H,_,(M,; K) respectivement (S(v,;, w;) = 6;;, 8 + ¢— 1 = k). On peut choisir 
les w,, Wg, . . ., W, de telle sorte que les n premiers w,, wp, . . ., w, constituent 


une base de V,_,, noyau de l"homomorphisme h, : H,_,(M,; K)> H,_,(Q,.,; K). 
On a posé pour simplifier les notations n = n,_,, p = p,(= P,-,)- 


On montre que les classes v,,,,U,,9,---,V, de la base duale forment 
une base pour N,: 

D’une part, aucune combinaison linéaire des v,, .. ., v, & coefficients non 
tous nuls n’appartient 4 N,; en effet si v = A‘v,; (i= 1,...,m) borde dans 


Q,.., une chaine c, on a en posant z=c+¢ (é étant une chaine de Q ayant —v 
pour bord) un cycle de A dont l’intersection 
S4(z, w,) = Sy (v, w,) = At 

avec les w,; (i = 1, .. ., n) est nulle puisque ceux-ci bordent dans Q,,,. Autre- 
ment dit, A‘= 0 pouri = 1,..., n. 

D’autre part, chacune des classes ¥,,,,, V,.9, - - -» Vp appartient au noyau N,. 
En effet, si v;(n + 1 <j S p) ne bordait pas dans Q,,,, on aurait également 
v,; + 0 dans A; il existerait un cycle z de A tel que S(v,,z) = 1 (intersection 
dans A, les coefficients sont dans un corps K). Soit w l’intersection S(z, M,); 
puisque w ~ 0 dans Q,,,(w = 0 S(z, Q,,,)), ona 


w= aw,+-++++ a", 
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(nous employons la méme lettre pour un cycle et sa classe d’homologie). 
Par suite, on aurait 


1 = S4(v;, z) = Sy (v,;, w) = J at S(v,, w,) = J a‘ 6,; = 0; 
1 1 


la derniére égalité & cause de n+ 1<j< p. L’hypothése v; + 0 dans Q,,, 
conduisant 4 une contradiction, nous avons v; ~ 0 dans Q,,,. 
De ces deux remarques suit que les classes v,,,,,..-., v, forment une base 
pour N, et par suite , 
ns= P—N= Ps — Ny -1; 
A=n,+N,-,;—p, = 9. 


2) Démonstration de B = 9: 

Formons une base pour H,(Q,,,; K) comprenant les classes 1, v9, . . ., UV, 
déja considérées et u,,...,u, soumises tout d’abord 4 la seule condition 
S(u;,v;)=0. Ona 

n+d= Ns-y + d= P;(Q), 
et comme d’aprés 1), n, + n,_,— p,(M) = 0, il vient 
d= B= p,(Q) — (p,(M) —n,) ° 


Soient comme précédemment w,, w2, . . ., w,, les classes duales de 1, . . ., vp 
dans M,. Désignons par ¢,, ¢2,..., C, les classes d’homologie de H,(4; K) 
correspondant aux classes «coutures» w,, W,.. ., w,, (ef. [1], page 290; c; est 
la somme d’une chaine de Q,,, ayant pour bord w; et de sa «symétrique» 
dans Q,,,). Ona 

Sy (;, w;) = S.4(v;, €;) = 4; ;- 


On peut choisir les classes u,, ws, . . ., uz de sorte que toutes les intersections 
S(u,, c;) soient nulles: s’il n’en était pas ainsi pour un premier choix wu’, u3... ., 
ug, ON poserait 
u,; = u; — 2; S(uj, c;) - v;. 
Les relations S(u,, v;) = 0 sont conservées. Supposons donc 
S(u;,, ¢;) = 0. 


Désignons par %,, Ug, . . ., Uz les symétriques de u,, ug, . . ., ug dans Q,,,. 
Il s’agit d’évaluer le rang o de la matrice d’intersection pour le groupe 
H,(Q2;; K) dont une base est 


Wy, gs - 2p Mg, gy Uqy - - -y Vy 


Ce rang o est au plus d puisque S(u,, v;) = S(v,,v;)=0 (¢=1,...,d; 
j=1,...,n); il est exactement d, en effet: pour voir que la matrice s;; = S (u;, 
u;) (i,j = 1, ..., d) n’est pas dégénérée supposons que I’on ait des coefficients 
a‘ ¢ K, tels que s,;a’= 0 pour tout i. La classe u = a’u; aurait alors une inter- 
section nulle avec tous les u,;: S(u, u;) = 0 pour i=1,...,d. On a d’autre 
part également 


S(u, v;) = S(u, c;) = S(u, u,) = 0. 
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Or les classes 
Gis ssp Oy « aig Gy ss wy. why 
forment une base pour H,(4; K) (elles sont linéairement indépendantes et 


leur nombre 2(d + n) = 2 p,(Q) est égal 4 p,(4)); il s’ensuit, K étant un 
corps, que la classe u est nulle: a‘u,; = 0, ce qui implique 


al= q@= ---=at= 0, 
les u, étant linéairement indépendantes. C’est dire que la matrice 
(S(u;,, u;)) [t,9 => 1, “** d) 


n’est pas dégénérée. On a ainsi 
o=d=B. 


2. A partir de maintenant la variété Q, ,, est supposée plongée dans un 
espace euclidien R,,,, avec un champ F,,_, de repéres normaux (k est quel- 
conque, positif). 

On suppose en outre que le bord de Q, ,, est plongé dans le sous-espace 
R,, de R,, ., et que les vecteurs de F,,,_, issus d’un point de M, se trouvent 
dans R,,(R,, est sous-tendu par les m premiers vecteurs d’une base ortho- 
normée @;, €g, - - -; ms m+ & laquelle nous nous référerons pour |’orientation 
de R,,.,). Nous faisons les conventions d’orientations suivantes: M, est 
supposée orientée par un repére tangent dont les vecteurs, suivis de ceux 
du champ F,, ,, déterminent l’orientation positive de R,,; la normale 4 M, 
vers l’intérieur de Q,,, est équipollente au vecteur + e,,,,. La variété Q,., 
est supposée orientée de maniére que @ Q,.,.,= — M,.. 

La restriction de F,,_,, sur M, dans R,, fournit une application 

Py: M,> Vinm—bi 
ayant fait choix (cf. §3) d’un générateur pour H,(V,, ,—,; Z), la classe de 
y(M,,) est représentée par un nombre ¢(M,), entier si k est pair, reste mod 2 
si k est impair. 

Lemme 2: Dans les conditions ci-dessus 


P (My) = x(Qe+1) pour k pair, 
GY (My) = x(Qe+1) mod 2 pour k impair. 
Démonstration: Remarquons tout d’abord que @(M,) est numériquement 
égal a g’(M,) représentant la classe de |’application 


gy :M,> Ven+i.m—-h+1 


obtenue en adjoignant a la suite des (m — k) vecteurs de F,,_, la normale 
a M, dans Q,., (orientée vers l’intérieur de Q). D’aprés les hypothéses faites 
sur la situation de M, et Q, ,, dans R,, , ,, cette normale est en effet le vecteur 
constant e,, ,, de R,, ,, orthogonal a R,,. 

Le champ v de vecteurs tangents 4 Q, , , donné sur le bord M, par la nor- 
male 4 M, dans Q,,, peut étre prolongé comme vecteur tangent dans Q,,, 
partout a l'exception de voisinages sphériques d’un nombre fini de points 
21, %,..., £,. Soit encore v ce prolongement. Désignons par V‘ un voisinage 
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sphérique de z,; dans Q,,, et par S‘ son bord (S‘ est une sphére de dimen- 
sion k). L’application 

¢’ : My Vins 1l,m—k+1 
peut etre prolongée dans Q,,, 4 l’extérieur des voisinages V‘: ce prolongement 
est formé des vecteurs normaux du champ F,,_, (existant par hypothése 
sur Q,,,) au point xz suivis du vecteur tangent du champ v; en désignant ce 
prolongement également par q’: 


Py :(Q— 2, V*)> Vin+1.m-k+1° 


On a alors 
ee yer ek 
=— 9'(M)—S (8%, 
ce. a. d. . 
y (M.)~—L yp (S*) dans Vin+1,m—e+1 
ou 
(4.5) ? (M;) = —2 Y (S*) 


Pégalité étant comprise mod 2 si k est impair. 

Il reste & démontrer que pour chaque point singulier x; du champ v le 
nombre ¢’(S*) est égal (respectivement égal mod 2) a l’index j, de la singu- 
larité du champ Vv en 2;. 

On sait ensuite ({1], Satz I, page 549)*) que 


(4.6) & is = (—1)*** 4(Qe.1), 


d’ou le lemme 2 suit immédiatement. 
Pour démontrer 


PY (S*) = 4; (resp. mod 2 pour k impair), 
rapportons le plan tangent 7,,, en 2; & Q,,,; & une base orthonormée g,, 
Se, - - -» Se4, Aéterminant orientation positive de Q,., et soient g, , 2,843) ---» 


Sm+1 (m— k) vecteurs orthonormés et perpendiculaires 4 Q,,, en 2, et déter- 
minant la méme orientation de l’espace normal 4 Q,,, que le champ de re- 
péres F,,_,. Les vecteurs g,,...,2,,,,; forment une base orthonormée de 
Rye; On & 

dét (g, - e,) = (—1)™. 


En effet, transportons de maniére continue le repére g,, Zo», . . -; m+, du point 
x, en un point x’ de M, de sorte que les k premiers vecteurs du repére g}, 23, . . ., 
Zm+i ainsi obtenu déterminent l’orientation positive de M,; nous supposons 
que durant le déplacement, les k + 1 premiers vecteurs restent tangents 4 Q 
et que dans la position finale, en z’, les k premiers sont tangents 4 M,. De 
ce que 0 Q,,,— — M, suit: le vecteur (—1)* - g,,, (tangent & Q,,,) est dirigé 

*) On voit aisément que ce théoréme s’étend & une variété avec bord pourvu qu’en 


cout point du bord le vecteur du champ soit dirigé vers l’intérieur de la variété, comme 
t’est le cas ici. 





nan zn xan lU6ElUlU 
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vers l’intérieur de Q,,,. D’autre part les vecteurs gj,., 2.3) - - -» &m+, déter- 
minent la méme orientation de l’espace normal 4 M, en z’ dans R,, que le 
champ F,,-,- D’aprés nos conventions sur l’orientation de la variété d’un 


couple (M,; F,,), on a: les vecteurs gj, . . ., i, Besa. - - +» msi» (—1)* gy_, dans 
cet ordre déterminent la méme orientation de R,,,,; que €,, @g, .- -, @m4,; On 
en déduit 


dét (gj - e;) = dét (g,-e;) = (—1)™. 
Considérons d’une part l’application u: Si > S,, 


u(x) = {(v(x) - 83), (V(x) - Be), - - -» (W(%) - Be+1)} 
fournie par le champ de vecteurs v sur Sj. Par définition j, est le degré de 
Brouwer de |’application u: 
j= d(u). 


D’autre part, pour évaluer '(S‘), on peut supposer que les (m— k) vec- 
teurs du champ F,,_, sont constants sur S‘ et coincident avec g, , 9, £49) ++ + 
£m. 1 Rapportons R,, ,, & la base g,, Z», - - -; m+ 1, On obtient ainsi une appli- 
cation 

gp” : Ss VD. met 
donnée par 
py” (x) = {Bx+ a> Be+g>-+ +> Bmaa V (x)} 
et telle que 
P ' (S*‘) = dét (g; - e;) - p’(S*) = (— 1)" g'(S). 
Soit encore g* l’application S*'—> VY. m—2+1: 


y* (x) ~~. {v(z), Bria Beige ++ +> me u}s 
on a 
Pp” (S*) = (— 1)™"* - p* (S*) = (— 1)™"* - d(u) (ef. formule (3.1)) 
et par suite 
(4.7) P (S*) = (—1)™*™—-* -d(u) = (— 1) *j, 


légalité étant comprise modulo 2 pour k impair. 
En tenant compte de (4.5) et (4.6), l’égalité (4.7) démontre le lemme 2. 


§ 5. Démonstration des théorémes du § 3 

Démonstration du théoréme II’ : 

Soient (M,; F,,) et (Mj; F),) deux couples équivalents de M,(X,,,,); cela 
signifie qu’il existe une sous-variété Q, , , de X,, , , x I dont le bord est M;, x (1)— 
— M,™ (0), munie d’un champ @,, de repéres normaux qui se réduit a F,, et 
F’, respectivement sur M, et Mj. 

X,, +, tant plongée dans un espace euclidien R,, avec un champ F,, _ ,,-, 
de repéres normaux, on peut plonger X,, ; , x J dans R,, , ,;= R,, x R, de maniére 
naturelle. On obtient ainsi la situation suivante: Q,,, est une variété dans 
R,, x I, portant un champ de vecteurs normaux F,, _ ,; le bord 8Q, , ,= M,— M, 
est formé de deux variétés M, et Mj, situées dans R,, x (0) et R,, x (1) respec- 


tivement; sur M, et Mj le champ F,,_, se compose de vecteurs situés dans 
17* 
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R,, x (0) et R,, x (1) respectivement. Les variétés M, et Mj} sont orientées 
de telle maniére que les vecteurs de repéres tangents «positifs» suivis des 
vecteurs du champ F,,_, déterminent l’orientation positive de R,, x (0) et 
R,, Xx (1). 

Appelons 9 (M) et ¢’(M’) les nombres représentant les classes des appli- 
cations @ et gy’ de M, et M; respectivement dans la variété V,, ,,,-, (appli- 
cations induites par F,,,). Il s’agit de démontrer que 

G (M")— x*(M'; K) = o(M) — x* (1; K), 
Pégalité étant comprise mod 2 et avec le corps K approprié pour k impair. 

Considérons pour cela en chaque point x du bord de Q la normale y (zx) 
a ce bord, orientée sur M, vers l’intérieur de Q et sur Mj; vers l’extérieur de Q. 

En faisant suivre les vecteurs du champ F,, _, (considéré seulement sur 2 Q) 
du vecteur v, on obtient une application 


~1:9Q—> Vinge ~k+1 
avec 
G:(M)= p(M) et ,(M’) = G'(M’). 
L’extension du champ v 4 un champ de vecteurs tangents 4 Q,,, 4 l’exté- 
rieur de voisinages sphériques V‘ (en nombre fini) de singularités, nous con- 
duit en utilisant le raisonnement du lemme 2 au § 4, a 


Pi (M’) — 9, (M) “i 2 G,(S*) = (— 1)* Zhi» 
ou S‘= dV‘; ef. (4.6) et (4.7). 
Pour k impair, on voit aisément que 2j,= 7(Q), par suite 
P1(M’) — %,(M) = x(Q) mod 2. 
Pour k pair, formons la variété 
A=Q+Q+MxI+M'xl 
obtenue en collant les bords de M x JI et M’ x I avec les parties des bords 
de Q et Q homéomorphes 4 M et M’ respectivement. On a 
0 = (—1)*** (4) = 2 25, + (— 1)*** x (M’) + (— 1)* x (), 
dot 2 2j,= 4(M’)— x(M). 
On en tire 
P1(M') — G,(M) = 34 (M')— 34 (M), 
c. a. d. 
1 (My; Fp) = % (Mi) — x* (Mi) = & (M,) — x (My) = 1(M,; F) 
ce qui démontre l’égalité (3.2) du théoréme II’. 
Pour k impair, le lemme 1 du § 4 nous donne 


1(Q) = x*(M) + x*(M’) + 0(, K) mod 2 
et par suite 
I(M,; F,) = 1(Mj; F,) mod 2 


si et seulement si 0(Q; K) = 0 mod 2. 








) 
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Les égalités (3.3) et (3.4) du théoréme IT’ reviennent donc 4 démontrer que 

—o(Q; K) = 0 mod 2, le corps des coefficients K étant Z, et k impair quel- 

conque, 

— o(Q; K) = 0 mod 2, K étant un corps de caractéristique différente de 2 et 

k ayant la forme spéciale k = 4r + 1. 

a) Le cas K = Z,. 

k étant impair, désignons par 2s le nombre k + 1. Nous allons voir que 
pour une variété Q,, (avec ou sans bord) plongée dans un espace euclidien Ry 
avec un champ Fy_ », de repéres normaux, on a 

Pour toute classe z,€ H,(Q,; Z,_), la self-intersection S(z,,z,) € Z, est nulle. 

Ceci implique®) que la matrice d’intersection, d’éléments 8,;= S(z,, z,), 
OU 2,, 22, . . ., 2, forment une base pour H,(Q,,; Z,) a un rang @ pair. 

Soit z, une classe d’homologie quelconque de H,(Q,,; Z,); d’aprés R. THom 
[10], (théoréme II. 26, page 55) on peut représenter cette classe par une 
sous-variété m, de dimension s de Q,,. Soient W(t) et W(t) les polynédmes de 
H. Wuirney [11] des structures normales 4 m, dans Q,, et Ry respective- 
ment. Le théoréme de dualité de H. Wuitnry ([12], théoréme 15, page 85)®) 
donne 


W(t) = WHUl= We) mod 2 


car la restriction sur m, de la structure normale 4 Q,, dans Ry est par hypo- 
thése simple. On a done 


W'(m,) = W*(m,) = S(z,, z,) mod 2 


(w® est l’obstruction 4 la construction d’un champ de vecteurs normaux 
& m, dans Q,,). D’autre part, on sait (cf. [11], page 131) que W*(m,) = 0 
mod 2 pour toute variété m,. On a donc 


S(z,,z,) = W*(m,) = 0 mod 2. 
b) Le cas ot k = 4r + 1 et Caract (K) + 2. 
Sik = 4r-+ 1, ona pour u, v € H,(Q,,; K) 
S(u, v) = (—1)* - S(v, u) = — S(v; u) 
(s = 2r+ 1); la matrice d’intersection (s,;) est donc antisymétrique. Si la 
caractéristique de K est différente de 2, on en tire S(z,z)= 0 pour toute 


classe d’homologie z ¢ H,(Q,,; K), d’ot5) 0(Q,,; K) = 0 mod 2 pour Caract 
(K) + 2. 


5) Si une forme bilinéaire f(z, y) = sjjzty’ [i,j = 1, 2,..., d] & coefficients 4; dans 
un corps quelconque K satisfait 4 la condition /(z, x) = 0 pour tout 2, son rang est néces- 
sairement pair. Pour le voir, on se rendra compte de ce que dans la démonstration du 
théoréme classique ot l’on suppose /(z, y) antisymétrique et la caractéristique de K 
différente de 2, on n’utilise en fait rien d’autre que hypothése f(z, z) = 0 pour tout z, 
le corps K pouvant alors étre laissé arbitraire. 

*) La démonstration citée, due 4 W. T. Wo, du théoréme de dualité de H. Wurrney 
utilise la définition de L. Pontrsacrn [5] (cf. Note) des classes de Srreret-WHITNEY. 
Ici ces classes apparaissent comme obstructions 4 l'extension de certains champs de 
vecteurs (N. SrEENROD: Topology of fiber bundles, page 190). L’équivalence de ces deux 
définitions n’a pas été publiée explicitement, pour autant que je sache; elle est cependant 
bien connue. 
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Le théoréme II’ est ainsi démontré. Le théoréme II en est conséquence 
directe (compte tenu des résultats énoncés au § 1, au lemme | en particulier). 

La discussion des cas a et b nous a montré que si la variété M, est le bord 
d’une variété Q,,,, on a (k étant supposé impair) 


(5.1) x (My; K) = 4(Qes1) mod 2 


dés que 

— kala forme k = 4r + 1 et Caract(K) + 2, ou bien 

— la variété Q,., peut étre plongée dans un espace euclidien avec un champ 
de repéres normaux, le corps K étant Z,. 

Les deux exemples qui suivent montrent que (5.1) n’est en général pas 
juste 1°. si Q,,, avec k= 4r—1 ne peut pas étre plongée avec un champ 
de repéres normaux dans un espace euclidien R,,,, (méme en spécialisant 
le corps K), 2°. pour un variété Q,,, de dimension multiple de 4, plongée 
avec un champ de repéres normaux dans R,,,, si le corps K n’a pas la caracté- 
ristique 2. 

L’exemple 1 est fourni par l’espace projectif complexe PC (2) de dimension 
complexe 2 percé d’un trou sphérique V,. Posons Q,= PC (2)—V,. La 
variété 0Q,— M, est une sphére de dimension 3. Pour cet exemple 


x* (Ms) = x*(S 3) = 1 (K quelconque) 
1(Qe) = 4(PC (2)—V4) = x(PC(2))— x(V4) 
=~$—t=% 
e=1 (K quelconque) . 


L’exemple 2 est fourni par l’espace fibré N, des vecteurs normaux 4 la 
diagonale D dans le produit cartésien S,x S,. La variété N, est homéo- 
morphe a l’espace projectif réel P,. La fibre F (homéomorphe au cercle S,) 
de l’espace fibré satisfait 4 la relation d’homologie 


2F~0O dans N3. 


Si le corps n’a pas la caractéristique 2, on en tire F ~ 0 dans N,; et comme la 
classe de F est le seul candidat comme élément non-nul de H,(N;; K), il 
s’ensuit p,(N;; K) = 0 si K n’a pas la caractéristique 2. On a les égalités 
suivantes en prenant pour variété Q, un voisinage tubulaire de D dans S, x S, 
ayant pour bord 0Q,= N;: 


z*(N;)=1 si Caract(K) + 2, 
=2 si Caract(K) = 2, 

x(Q) = x(D) =2 
=1 si Caract(K) + 2, 
=0 si Caract(K) = 2. 


En conformité avec le lemme 2, on a dans les deux cas 
x* (Ns) = 1(Q,) + @ mod 2, 
mais pour Caract (K) + 2, le rang 9 n’est pas congruent a 0 mod 2. 
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§ 6. Propriétés de l’invariant y 

y nous fournit une fonction sur l'ensemble des classes d’homotopie des 
applications de X,,,, dans S,, 4 valeurs dans Z ou Z, suivant que k est pair 
ou impair. Si le groupe x"(X,,,,) existe avec la régle d’addition du § 2, ou si 
X,,., est une sphére, alors y est un homomorphisme de x"(X,,,,) ou de x,,,,(S,) 
dans 7 respectivement Z, suivant que k est pair ou impair. 

Nous avons fait la remarque au § 2 que |’inverse / et la somme avec elle- 
méme / + f d’une classe d’applications / de X,,,, dans S, ont un sens méme 
si le groupe 2"(X,,,,) n’existe pas. On a pour ces opérations 


0=yF+N=rA+ rif), done y(f)=— vif) 
v(f+f)=2 r(/)- 
Si X,.. = S,.,, on ale 
Théoréme III: Pour une application f ¢ 2,,,,(S,) et sa suspension g = Ef 


€ Tn sk+1 (Snir), ona y (f) — y (9). 
Pour démontrer ce théoréme, il suffit de remarquer que l’on peut inter- 
préter la suspension de la fagon suivante: 


f: Snir > Sy 


étant donnée, {f = 6(M,; F,,), on regarde S, ,, comme équateur de S,,,, ,, dans 
R,.%+23 on obtient Zf en substituant au champ de repéres F,, le champ F,,,, 
formé des vecteurs de F,, suivis de la normale e,,,,,. 4 S,,,, dans S,..41- 

Appelons n la normale extérieure 4 S,,,,,, dans R,.,,2; les champs 
(F,,, n) et (F,,,,, mn) déterminent des applications 


P: Me Vasesi ner 
GP: My Varese, ne 
représentées par le méme nombre 
p(M,) = y (M,). 
On a donc 
y (Ef) = 9 (My) — x* (My) = G (Me) — x* (Mi) = 9 (f)- 


Corollaire: Si y applique un groupe ay,,(Sy) sur zéro, il en est de méme 
de 2n+%(S,) pour tout n < N. 

Théoréme IV: Pour toute application f{: X,,,,—> 8S, avec k pair, k=2r, 
Vinvariant y est nul: y(f) = 0. 

Soit en effet, (M,; F,,) un élément de M,(X,,,,) tel que f ~ 6(M,;F,,) et 
soit (M,;F,,) ’élément de M,(X,,,,) dont la variété M, différe de M, par 
l’orientation et le champ F, différe de F,, par le premier vecteur opposé a celui 
de F,,. Posons / = 0(M,;F,). On a (en désignant également par / et / les 
classes d’homotopie des applications / et /): 


ji f=0 
(cf. § 2, en particulier la remarque finale). Donc 


vi+A=vifh+ vyA=9. 
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D’autre part 

x (M,) = x* (My) 

Y (My) = (My) 
donc 

v(f)= vl). 

La dimension k étant paire, y(f) est un nombre entier; il s’ensuit 

y(f) = 0, ¢.q.f.d. 


Conjecture: Pour f{: S.,., > Sy... y(f) est Vinvariant de Horr de l’appli- 
cation f, réduit modulo 2. (k impair). 

Cette conjecture**) est vérifiée pour les petites valeurs de k: Pour k= 1, 
on utilise le fait que toute application f: S,— S, est homotope 4 un multiple 
de l’application standard s de Horr, pour laquelle y(s) = 1. 

Pour k = 5, la valeur de y est toujours zéro car pour n grand le groupe 2,,,,(S,,) 
ne contient que |’élément 07”). 

Pour k = 3, 7, on peut utiliser un théoréme de P. J. Hirron et J. H. C. Wurre- 
HEAD®) qui affirme que si S, est parallélisable et si 2,,(S,) est cyclique, on a 
[inca tesg] = 20— Eg, ou g est le générateur de 2,,(S,) et [i,,,, ip.,] le 
produit de Wuireneap de l’identité i,,,: S,.,-> S,., par elle-méme. Ce 
théoréme s’applique pour k = 3, 7 car 2,(S3) = Zy. et 244(S;) = Zyy9 sont 
eycliques’). Comme y([i,,1, i¢4,]) = 0 (ceci, A cause de y([a, 8]) = y(E [«. 8)) 

y (0) = 0°)), on obtient 
¥ (9) = y (Eg) = y(2 9) — y (Leesa te+a)) = 95 

on vérifie d’autre part aisément que si S, est parallélisable, y(s) = 1 pour 
application standard s: S,,,,->S,,, d’invariant de Horr égal 4 1. Pour 
toute application f: S,,,,—~ S,,, avec k=3 ou 7 on a f~A(f)-s+ Ea 
(a: Sy, S,) avec un certain a, d’ot y(f) = A(f)- y(s) + y(a) = A(f) mod 2, 
h(f) étant invariant de Horr de f. 


Chapitre III. Applications 
§ 7. Le théoréme de la «curvatura integra» 

Dans ce paragraphe nous considérons les variétés M, (de classe C') ayant 
un modéle dans un espace euclidien R,,,, dont l’espace fibré des vecteurs 
normav~ est simple. 

Ce modéle i: M,—> R,,,, sera dit un plongement si l’application (supposée 
de classe C') est biunivoque; si 1: M,—> R,,, est localement biunivoque, nous 
dirons que la variété M, est immergée dans R,.,,, (“regular imbedding”’ res- 
pectivement “regular immersion” de H. WHITNEY). 


6®) Voir note dans |’introduction. 

*) ef. J. P. Serre: Notes aux C. R. Acad. Sci. Paris 234, 1340—1342 (1952) et 236, 
2475—2477 (1953). 

*) Note on the WurreHEaD product. Ann. of Math. 58, 429—442 (1953). Il s’agit 
du «Theorem (4.23)». 

*) cf. Theorem (3.11) de G. WurreHEaD: On products in homotopy groups. Ann. of 
Math. 47, 460—475 (1946). 
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L’espace fibré des vecteurs normaux sur i(M,) étant supposé simple, soit 

F,, un champ de repéres normaux 4 i(M,) dans R,,,,; F,, définit une application 
P: M,> Vi. n,n 

par la formule 
p(x) = F, (#(z)). 

Les théorémes qui suivent donnent des renseignements sur la classe 9(M,) 
(respectivement c pour n = 1) de l’application g. (cf. les conventions d’orien- 
tations que nous avons faites au § 3.) 

Théoréme V: La varidté M, étant plongée dans R,,,, ona 


c= x* (M,) 
Végalité étant comprise mod 2 pour k impair. 

Comme dans les paragraphes précédents, 7*(M,) est la semi-caracté- 
ristique de M,. Le théoréme V est valable pour un corps de coefficients K 
quelconque. 

Démonstration: Fermons l’espace R, ,, dans lequel est plongée M, en une 
sphére S, ,, que nous prenons pour sphére unité dans R, , ». 

S,, , jouant alors le réle de X,,,, du § 1 et F, étant le champ de vecteurs 
normaux & M, dans S,,,, le couple (M,;F,) détermine une application 
{ = 6(M,; F,) de S,., dans 8,. Comme cette application est homotope a zéro 
(2, ,,(S,) = 0, & > 1), on en déduit: y(f) = 0, c.a.d.: 

c= x*(M,) (mod 2 pour k impair) ; 
en effet, y(f) = c— x* (M,). 

Lorsque k est impair, le théoréme est ainsi démonstré pour K = Z,. Re- 
marquons que pour une variété M, plongée dans R,, , la semi-caractéristique 
ne dépend pas (modulo 2) du corps de coefficients K choisi. On le voit immé- 
diatement en appliquant le lemme 1 du § 4 a la région Q,,, bordée par M, 
dans R,+,. 

Le théoréme V est ainsi valable quel que soit le corps K. 

Théoréme VI: La variété M,, de dimension paire k = 2r dant plongée dans 
R,, , avec un champ de repéres normauz F,,, on a 


9 (My) = x*(M;) (= 4 x(M,)). 

Démonstration: Fermons R,,,, en une sphére S,,,, plongée dans R,,., 4. 
Au couple (M,;F,,) de M,(S,,,) correspond une application f = 0(M,; F,) 
de S,,,, dans S, pour laquelle 

v(f) = p(M,) — x* (M;). 
Le théoréme VI est alors conséquence du théoréme IV affirmant que pour k 
pair y(f) = 0 pour tout f. 

On peut également, comme me |’a fait observer Monsieur H. Horr dé- 
montrer le théoréme VI sans utiliser l’invariance de y(f) en reprenant la 
méthode de H. Horr [3] employée pour la démonstration originale du théo- 
réme de la curvatura integra. 

Si l’on se limite au cas k = 2r, l’hypothése du plongement topologique 
dans les théorémes V et VI est superflue; on peut se contenter de supposer M.. 
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immergée dans R,,,,, lapplication i: M,—> R,,,, étant localement biunivoque 
et de classe C!. On obtient alors le 

Théoréme VI*: La variété M, de dimension paire, k=2r, dant immergée 
dans R,, ., avec un champ de repéres normauz F,,, on a 


9 (M,) = 3 x4 (M;). 


Démonstration: On plonge R,,,, dans R,, avec m assez grand de sorte que 
dans un voisinage arbitraire de i(M,), il existe un modéle topologique de 
classe C!, i’(M,) de M,. Sur ce modéle il y a un champ de repéres normaux 
qui induit une application gy’: M,—> Vin, m—, avec p'(M,) = p(M,). Le théo- 
réme VI nous fournit 

9 (My) = 9 (My) = 4 x(M)). 


Pour les théorémes V, VI, VI*, la variété M, est supposée orientée par 
un repére tangent dont les vecteurs, suivis de ceux du champ F,, déterminent 
Porientation positive de l’espace euclidien ambiant R,,,. Le nombre repré- 
sentant la classe de l’application g est déterminé en utilisant le générateur 
du groupe H;.(V»,m-— x; Z) que nous avons choisi au § 3. 

Dans le cas ot & est impair, on obtient une généralisation du théoréme 
de la curvatura integra de H. Horr a condition que y(/) soit nul pour toutes 
les classes d’applications f : S,,,,— S,. 

Théoréme VII: Si y (f) 0 pour toute classe d’applications f ; S,,.,—> Sp, 
alors pour toute variété M,, plongée avec un champ de repéres normaux F,, dans 
Ry 4x ona G(M,) = 7*(M,) mod 2. 

Si l'on admet la conjecture du § 6, ’hypothése «y(f) = 0 identiquement» 
du théoréme ci-dessus est vérifiée dés que k + 2 — 1. [C’est une conséquence 
de la stabilité de y par rapport a la suspension (théoréme III), des théorémes 
de H. FREvUDENTHAL et d’un théoréme de J. ApEm?®) affirmant la non- 
existence d’applications /: S,,,,—> S,+, avec invariant de Horr impair pour 
k + 2 1). 


§ 8. Champs de repéres tangents 4 une variété 

Les résultats de ce paragraphe qui sont 4 l'exception des théorémes IX, 
X, XI indépendants de ce qui précéde sont basés sur le lemme suivant: 

La variété orientée M, étant supposée immergée dans R,,,, cette immer- 
sion +: M,— R,., (de classe C') induit une «représentation tangentielle» 
continue de M, 

T: M,— H(k, n) 


qui fait correspondre 4 chaque point x de M, le k-plan orienté 7'(x) passant 
par l’origine dans R, , ,, qui est paralléle au plan tangent a i(M,) en i(z). 

Lemme: Si la variété M, posséde un modéle i(M,) dans R,., et que la 
représentation tangentielle correspondante T : M,,— H(k, n) est homotope a zéro, 
M,, est parallélisable. 


1°) The iteration of the StzENROD squares in algebraic topology. Proc. Nat. Acad. 
Sci. 38, 720—726 (1952). 
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Ce lemme est conséquence immédiate de ce que 7’ étant homotope a zéro 
est une trace pour la fibration 

W': Vaszn> A(k, n) 
qui projette une suite de k vecteurs orthonormés sur le k-plan sous-tendu 
par ces vecteurs. 

Il admet d’ailleurs une réciproque (que nous utiliserons pour M,= S, 
et M,= P,= espace projectif réel) : 

Si la variété M,, est parallélisable, tout modéle de M,, immergé dans un espace 
euclidien R,,,, avec n = k + 1 donne lieu a une représentation tangentielle de M, 
homotope a zéro"). 

Soit en effet 

wo: My > Vase,e 
l’application de M, dans la variété de Stiere. V,,,,, fournie par un champ 
de repéres tangents sur un modéle quelconque i(M,) de M, dans R,,,,. 
Comme n = k + 1 par hypothése, w est homotope a zéro; or l’application 
tangentielle 
T:M,—>H (k,n) 
(induite par l’immersion ¢) est la composition de @ et de la projection 
1’: Vase, ~ > A(k, n) 
déja considérée. T' est donc également homotope a zéro. 

Pour la sphére nous utiliserons les notations suivantes: au plongement 
naturel de la sphére S, dans R,,, comme lieu géométrique des points (2. 
Lg, - - +) Lpy,) avec X* = 1, correspond, si l’on regarde R,,, comme sous-espace 
de R,,,, une représentation tangentielle 
T, : Sy > A (k,n). 


Désignons par ¢, |’élément générateur du groupe H,(V,.,,,;Z) que nous 
avons déja introduit au § 3 et par 2 la projection 

a: Vatt.a> H(k, n) 
qui fait correspondre 4 toute suite de n vecteurs orthonormés de R,,, , le k-plan 
orthogonal a ces n vecteurs. On peut s’arranger (par des conventions d’orien- 
tation que nous n’avons pas besoin de préciser) pour que Tt, = 2 - &, 

La sphére 8, est parallélisable si et seulement si V application t,,: 8S, > H (k,n) 
avec n = k + 1 est homotope a zéro. 

Théoréme VIII: Si la sphére S, est parallélisable, toute varidté M, qui peut 
étre immergée avec un champ de repéres normaux dans un espace euclidien 
R,,,% (n quelconque) lest également. 

Pour le cas n = 1, voir J. Mrtnor I. c.*). 

Démonstration: On ne restreint pas la généralité du théoréme en supposant 
n=k+l. 

Choisissons un champ de repéres normaux 4 M, dans R,,,; ce champ 
induit une application 

gy: M,> Virnsn . 
11) Et porte par conséquent un champ F,, de repéres normaux. 
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Comme V,,.,,, est (k—1)-connexe (2;(V,,,,.)=0 pour 1sisk—1), 
il existe une application 
gy’: My > Visn,n 


homotope a @ et pour laquelle g’(M‘*~”) = const., M(*~” désignant le sque- 
lette &4 (k— 1) dimensions d’une décomposition cellulaire queleonque mais 
fixe de M,. 

Pour chaque cellule c{ de dimension k de M® i’application g’ définit 
un élément a; - ¢, du groupe d’ahomotopie 2, (V,+,, »)- 

Considérons |’application 

T’=2x- 9’; 
elle jouit des propriétés suivantes : 

a) 7” est homotope a l’application tangentielle 7 correspondant A l’immer- 
sion M,> R,.,, 

b) 7” est constant sur M~); sur c(, 7” représente I’élément a,;-1, du 
groupe d’homotopie 2,(H (k, n)). 

La sphére S, étant par hypothése parallélisable, d’aprés la réciproque 
au lemme, l’application t,, est homotope 4 zéro. D’aprés b), 7” est également 
homotope a zéro; d’aprés a) 7' l’est aussi. 

L’application tangentielle 7 correspondant 4 l’immersion M, -> R,,, ,, étant 
homotope a zéro, d’aprés le lemme, M, est parallélisable. 

Corollaire: Pour pouvoir immerger Vespace projectif réel P, dans R,,,, 
(n=>k-+ 1) avec un champ de repéres normauz, il est nécessaire et suffisant 
que P,, soit parallélisable. 

Si P, est parallélisable, l’existence d’un champ de repéres normaux est 
donnée par la note"). 

Si P, est immergé dans R,,, (n quelconque) avec un champ de repéres 
normaux, la sphére S, est parallélisable (car la composition des applications 
p:S,—> P, et T: P,-> H(k,n) est alors homotope 4 zéro), et par suite du 
théoréme VIII, l’espace projectif P, posséde également un champ de repéres 
tangents. 

Théoréme IX: Pour qu’une variété de dimension paire M,(k=2r) que Von 
peut immerger dans un espace euclidien R,,,, avec un champ de repéres normaux 
(n quelconque) soit parallélisable, il est nécessaire et suffisant que sa caracté- 
ristique d’EvULER soit nulle. 

D. onstration: Le champ F,, de repéres normaux 4 M, dans R,,,, induit 
une application 

GP: M ae Virnn 


dont la classe, d’aprés le théoréme VI*, est donnée par 


(My) = 3%(M,) (k = 2r). 
Par ailleurs, on a 
T=2x-@Q, 


ou 7 est l’application tangentielle correspondant 4 l’immersion donnée 
M,—> Rysx- 








it 
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Si 7(M,) = 0, la classe G(M,) étant également nulle l’application est 
homotope 4 zéro. L’application tangentielle 7 étant, par suite de T= 2 9, 
également homotope a zéro, M, est (d’aprés le lemme) parallélisable. 

La réciproque est connue. 

Théoréme X: Si une variété M, plongée dans R,.,,, k impair, a wne semi- 
caractéristique paire, elle est parallélisable. 

Démonstration: R,,, étant fermé en une sphére que nous prenons pour 
sphére unité dans R,,,, on obtient sur M, un champ de repéres normaux 
formé de deux vecteurs. La classe de |’application 


Pp: My>Vires 
fournie par ce champ de repéres, @(M,), est égale mod 2 a la semi-caracté- 


ristique de M ,; si celle-ci est paire, g est homotope a zéro et par suite M, est 
parallélisable. 

Le théoréme X est un cas particulier du résultat suivant: 

Théoréme XI: Si une varidté M, peut étre plongée avec un champ de repéres 
normaux dans un espace euclidien R, , , de dimension k + n telle que pour toute 
application f{ : S,.,—> S, on ait y(f) = 0, et si sa semi-caractéristique est nulle, 
elle est parallélisable. 

La signification de l’hypothése y(/) = 0 dépend de la conjecture du § 6. 

En appliquant les théorémes IX et X aux produits de sphéres on trouve 

Théoréme XII: Pour qu’un produit de sphéres 


IT, = 8,,x 8,,X*** x 8, (r,; 2 1) 
contenant au moins deux facteurs (m = 2) soit parallélisable, il faut et il suffit 
qu’au moins un des facteurs 8,, ait une dimension r,; impaire. 

Autrement dit, /7, est parallélisable si et seulement si sa caractéristique 
d’Evuer est nulle. 


Démonstration: Montrons que l'on peut plonger J7, dans R,,,. En effet, 
pour m = 1 c’est banal; supposons que 
v= 8, x 8,,xX°°* xX 8, 
soit plongée dans R,-, ,. Par déplacement de l'image /(J7,-) de J7, dans Ry, , 
on obtient un plongement tel que pour tout point u ¢ J7,- la (k’+ 1)°™* compo- 
sante /,.,(w) de son image dans R,-, , soit positive; nous avons posé 


f(a) = {fr (u), - - «> fers (@)s fers 1 (W)}- 
En désignant par § = (F1 on Seg 1) les coordonnées (dans R, 4 1) d’un point 
courant de S r,? Of peut définir le plongement 
p (Ty x S,.) C Ress 
de IT, = IT x 8S, dans R,,, par la formule 
g(u, )={filu), --sfer(tt), a fersa(@) »-- 5 & aa fers (w) }- 


Il suffit alors (pour démontrer le théoréme XII) de vérifier que si l'une 
des sphéres a une dimension impaire, la semi-caractéristique est nulle. 
















































248 MicHEL KERVAIRE: 

On peut aussi achever la démonstration directement : 

L’image /(J7,) borde dans R, ,, une région homéomorphe au produit d 
c 


V,41X 8,,X°**X 8, 


On peut admettre que r, est impair en prenant les facteurs dans l’ordre désiré. 
Le degré de Brouwer de I’application de Gauss /7,-—> S, (fournie par le 
plongement dans R, , ,) est égal a 
c= 4(V,.41x8,,x-°*xX S,). 

D’autre part, par suite de 

4(K, x Ky) = 4(K,) + (Ke), 
la caractéristique 

4(V 4.41% S,,X Te ae S,) 


est nulle, l'une des sphéres (S,,) ayant une dimension impaire et par suite 
une caractéristique nulle. 

On a done c = 0, et d’aprés le lemme du début du paragraphe, /7, est 
parallélisable. 

§ 9. Complément & un théoréme de M. Morse 

M. Morse [4] considére sur une variété 2, orientable, de classe C?, une 
fonction numérique f de classe C? dont les points critiques sont non-dégénérés 
(et par suite isolés); un point critique est dit non-dégénéré si pour la fonction 
f{ (x1, Zq, . . ., Z,) exprimant f a l'aide de coordonnées locales, la matrice 

(@f/Ax, Ox;) (t,j = 1,2,..., 2] 
a en ce point critique le rang maximum n. On suppose en outre que les va- 
leurs critiques pour deux points critiques distincts sont dictinctes. 

L’ensemble des points de 2, satisfaisant 4 f(x) = a est une sous-variété 
(que M. Morse désigne par /*) ayant au plus une singularité lorsque a est 
valeur critique. 

Le théoréme (5.1) de [4] donne des renseignements sur les différences 
A B,= p,(f°**) — p,(f*-*), ¢ étant une valeur critique, ¢ > 0 assez petit, le 
domaine de coefficients étant un corps K quelconque. Nous n’étudierons que 
le cas ol n est pair pour lequel le résultat de M. Morse s’exprime par le 

Théoréme (M. Morse); La valeur c étant prise par f en un seul point critique 
non-dégénéré d’index 8, les différences A B, ont (pour n pair) les valeurs suivantes : 
— pours=0: AB,= AB,,,=1, 

— pours=n: AB,.,=AB,=—1, 
AB, = AB,.,-,=1 
— pour0<s <n, 8+ n/2: onal alternative { ou 
AB,-,=AB,-,=—1, 
AB,=AB,_,=1 


— pour s = n/2: onaValternative | AB,,= AB,=—1 


AB,-,= AB,=0; 
Toutes les autres différences A B; sont nulles. 





\ a 4 
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Nous allons voir que la connaissance de l’homologie de 2, permet de 
décider si le cas «s = n/2, A B,_, = 4 B, = 0» du théoréme de M. Morsz peut 
ou non se présenter. 
Soit Q, = f.—c,c+. la région de Z,, ayant pour bord /*** — f*-* et caracté- 
risée par les inégalités 
c—esf(x)Sc+e; 


le lemme 1 du § 4 appliqué a cette région nous donne 


$(n—2) 
Pour s + n/2, ona 
}(n—2) 
> 4B,=1 mod 2 
i=0 


comme on peut le vérifier en consultant les trois premiers cas du théoréme de 
M. Morse. 
Pour s = n/2, il vient 
} (n— 2) 

Pa AB,= AB,_,= 4B,. 

i=0 
La considération du champ de vecteurs tangents 4 2, donné par le gradient 
de / fournit aisément 


1(Q,) =1 (au signe prés); 
il s’ensuit 
— pour s + n/2: 0(Q, K)=0 mod 2 
— pour s = n/2: AB,_, = AB,= 1— 0(Q, K) mod 2. 


Lemme: Dans le théoréme de M. Morss cité, le cas «s = n/2, AB,_, = AB, 
= 0» intervient si et seulement si le rang 0(Q, K) de la matrice d’intersection 
pour Ayj(Q; K) est égal & 1 mod 2. (Q= fe-s,e+e)- 

Remarque: On peut d’ailleurs montrer en analysant de plus prés l’homo- 
logie de Q, que 0 < 0(Q, K) <1. I] s’ensuit que 9. = 1 mod 2 et 9 = 1 sont 
équivalents. Ceci permet d’affirmer que le cas «s = n/2, 4 B,_,= 4B, = 0» 
du théoréme de M. Morse intervient si et seulement si il existe un cycle Zy)9 
dans Q,, avec S(z,z) +0. Nous n’utiliserons pas cette remarque. 

La discussion des valeurs de g (au § 5) nous fournit en conséquence du 
lemme ci-dessus: 


Le cas «s = n/2, A B,_, = 4 B, = 0» est impossible 


— si 2, (n pair) peut étre plongée dans un espace euclidien Ry avec un champ 

de repéres normaux, les coefficients étant dans Z,, 

— si na la forme n= 4r + 2, 5,,,, étant quelconque, en coefficients rationnels 

(ou plus généralement dans un corps K de caractéristique différente de 2). 
Si au contraire, pour une variété orientable fermée 5, de dimension n 

paire, on a 0(2,,) = 1 mod 2 (ce qui a lieu p. ex. pour les espaces projectifs 

complexes P C(2r) de dimension topologique 4r) toute fonction ayant les 
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propriétés citées admet sur 2, au moins un point critique d’index s = n/2 
et pour au moins un tel point, c’est le troisiéme cas de l’alternative, 4 B,_, 
= AB,= 0, qui se présente. 

Nous allons voir que si le cas «s = n/2, A B,_, = 4 B, = 0» ne se présentait 
pas, il s’ensuivrait 7(2,)=0 mod 2. Comme o(2,)=1 mod 2 implique 
pour une variété fermée 7(2,,) = 1 mod 2, l’assertion de l’alinéat précédent 
sera alors démontrée. Soient c,, ca, ...,¢y les valeurs critiques rangées par 
valeurs croissantes: c, <¢,< +--+ < ¢y; supposons que pour tout point critique 
P(e,), on ait 0(Q™, K) = 0 mod 2; on aurait 


2(Q) = yh (fi) — x8 (F-) mod 2 


pour tout i. Remarquons que /‘i-—1** et /i~* sont homéomorphes, donc 
x* (fi-1**) = x* (fi-*). Par suite 


N N 
x(2,) = ~ x(Q®) = ~ [x* (fi) — x* (f-*)) mod 2, 
= x* (fox) — x (fF) mod 2. 

Comme f*:~* et f°" ** sont vides, on a 


Ces considérations permettent de répondre 4 une question qui a été sou- 
levée par R. Toom: 

Se peut-il que le produit S,x S, borde une variété W,,,, de telle sorte que 
ni S,xb ni ax S, ne bordent dans W,,,, mais seulement une combinaison 
linéaire 

a(S, x 6) + B(a x 8,) 
aveca- 8 +0? 

On voit aisément que ceci n’est au plus possible que pour p impair. 

Pour p = 2r— 1, on construit un tel exemple de la maniére suivante: 

Soit PC(2r) Yespace projectif complexe de dimension topologique 4r; 
soit f une fonction numérique sur PC(2r) satisfaisant aux hypothéses de 
M. Morse (les points critiques sont non dégénérés et les valeurs critiques 
distinctes). D’aprés la remarque que nous avons faite plus haut, il existe 
un point critique C de cette fonction dont l’index est 2r et pour lequel 0 (Q, K) 
= 1 mod 2 (Q est caractérisée par c— e < f(x) = c + €, en posant c = f(C)). 
L’ensemble caractérisé par /(x) = c est une variété /* avec une seule singu- 
larité en C, qui avec des coordonnées locales convenables peut étre représentée 
dans le voisinage de C par 

xi+ 23+ 8+ M3 p— Mp4, —***— 23, = 0. 
Si l’on retire de f* les points intérieurs 4 la boule 
a+ ag+-+-+aj,s2a 


on obtient une variété W,,_, dont le bord est représenté par les équations 


ait ++" + Be— Brp1—***— tie = 0 
Bt + Bet Perr t+ = 2a; 








it 


it 
r 
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on a done 
0 War-1 ~ Sopa X Sys. 


Une base d’homologie 2’, z”’ de H,(@W,,_,), p = 2r— 1, est distinguée: 
z’ est constitué par l’ensemble des points (2,, 22, . . ., %4,) satisfaisant 4 2? + 
+ x5 +++'+ =a, Tare = Aaety> Torta = Garsas - + +» Lar = Agy; 1e8 ag,44, - . ., 
a,, étant des constantes satisfaisant 4 a3,,, + ---+ az, = a. 
z’’ est obtenu en permutant dans la définition dez’, x, avec z,,,,(i = 1, 2,..., 2r). 
On vérifie que par suite de 0(Q, K) = 1 mod 2, aucun des cycles z’, z” ne 
borde dans W,,_,; par contre 

a-2’+ B-2"~0 dans W,,_, 


pour une certaine combinaison linéaire avec a, 8 ¢ K et a-8+0. La dé- 
monstration consiste 4 reconnaitre que si z’ ou z’”’ borde dans W, tout cycle 
Z,, de Q est homologue (dans Q) a un cycle de dQ = f***— f***; comme pour 
un cycle z dans /¢+* — f¢-* la self-intersection S(z,z) dans Q est nulle, il s’ensuit 
que l’hypothése z’ ou z’’~ 0 dans W implique 9(Q, K) = 0 mod 2. 


Note 

Le lemme suivant contribue 4 élucider la signification de l’hypothése faite 
au début du § 5: X,,,, est plongée dans un espace euclidien R,, avec un champ 
de repéres normaux F,,_,,_, sur X,,,, dans R,,. 

Lemme: Si la variété X, peut étre immergée dans un espace euclidien R,. , 
avec un champ F, de repires normaux, toutes ses classes caractéristiques sont 
nulles a Vexception de la caractéristique d EULER qui est paire. 

Démonstration: Nous utilisons la définition suivante des classes caracté- 
ristiques donnée par L. Pontrsacin [5]: 
soit T l’application tangentielle 

T : X,— H(p, q) 


correspondant a l’immersion de X, dans un espace euclidien R, ,,. Les classes 
caractéristiques x’ de X, sont les images par l"homomorphisme dual 7* des 
classes de cohomologie v" (0 < r S p) de H(p, q): 27 = T* v’. 

L. PonTRJAGIN a montré que les classes x" ne dépendent que de X, (et 
pas de l’immersion X,— R,,, ,) pour q assez grand. 

Supposons maintenant que X, soit immergée dans R,,, avec un champ F, 
de repéres normaux; F, induit une application 


Pp? X,>Vo+a0 
et T= a- —, ou a désigne la fibration 
1: Vo+q,q> H(p, 9) 


qui applique une suite de g vecteurs de R,,, sur le p-plan qui leur est ortho- 
gonal (les orientations étant convenablement choisies). 
Pour 0 < r < p, ona H"(V,;,,) = 0; pour v’¢ H"(H(p, q)), on a done 
a’=T*y'= g* a*v"= g* (0) = 0, 
car a*v"¢ H"(V, 44.4): 
Math. Ann. 131 
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Pour r = p, utilisons 
p(X,) ~ 9(X,) - e(S,) dans V,.¢.4 
d’ou 
T (X,) ~ 9(X,) - t(S,) dans H (p,q). 
On a alors pour une classe v? € H? (H (p, q)) et son image 2? = T* v?: 
x? (X,) = (T*v?) (X,) = v"(T (X,)) = 9(X,) - v” (r(S,)). 


Les classes caractéristiques s? = t* v? des sphéres sont nulles: s” (S,) = v”(r(S,)) 
= 0, a l'exception de la caractéristique d’EULER qui est paire, donc 


x?(X,) = 0, x(X,) est paire. 
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Vergleich des Abelverfahrens mit gewéhnlichen 
Matrixverfahren 


Von 


Karu ZELLER in Tiibingen 


1. Einleitung 
Im folgenden bedeutet B stets ein Summierungsverfahren der Gestalt 


B- XL u,= lim,t,, ty= DY bam Um (n= 0,1,...). 
m=0 


Ferner betrachten wir das Abelverfahren A: 


A-2Xu,,= lim t(y), t(y)= Yury” (Osy<)l). 
yl m=0 

Das Abelverfahren ist zwar fiir die Anwendungen sehr giinstig, vom allge- 
meinen Standpunkt aus sind jedoch die Verfahren B leichter zu handhaben. 
Wir fragen daher, ob wir A durch ein B ersetzen kénnen, d. h. ob es ein Ver- 
fahren B gibt, das genau dieselben Reihen wie A summiert? In [7] wurde 
gezeigt, daB jedenfalls kein zeilenfinites B dieser Forderung geniigt; nach 
S. Mazur beweist man das am einfachsten durch Vergleich der GréBenord- 
nungsbedingungen fiir A bzw. B. 

In dieser Arbeit erhalten wir das weitergehende Resultat, daB es iiberhaupt 
kein B, also auch kein zeileninfinites, mit demselben Wirkfeld wie A gibt 
(Satz 3). Zum Beweis fassen wir die Wirkfelder von A und B als F-Riume 
bzw. FK-Raiume auf und beniitzen die Eigenschaft, daB der bei A als Bild- 
bereich auftretende Banachraum der stetigen Funktionen einen nichtsepa- 
rablen Dual hat, wihrend dies bei dem zu B gehérigen Bildraum der kon- 
vergenten Folgen nicht der Fall ist. Dabei sind noch einige vorbereitende 
Umformungen nétig, bei denen wir neben einem Polynom-Approximations- 
satz einen Momentensatz von MrkustNski [4] gebrauchen, der auch schon 
durch WroparskI [5] beim A-Verfahren Verwendung gefunden hat. 

Bei der Untersuchung fallen zwei weitere Ergebnisse an. Das eine (Satz 2) 
besagt, roh gesprochen, daB das Abelverfahren keine nichttrivialen Kon- 
vergenzfaktoren besitzt. Das andere (Satz 1) bedeutet eine Verschirfung von 
Satz 3 fiir zeilenfinite B: Es gibt kein permanentes zeilenfinites Verfahren B, 
dessen Wirkfeld dasjenige von A umfaBt. Wir bemerken dazu, daB Erpés 
und PrrantaAn [1] schon ein permanentes Matrixverfahren C konstruiert 
haben, das von keinem permanenten zeilenfiniten Verfahren B iibertroffen 
wird; die Ergebnisse dieser Verfasser kann man mit Hilfe der F-Raiume iiber- 
sichtlicher und allgemeiner fassen. Durch Zeilenauswahl aus A erhalt man 
zeileninfinite Verfahren B, die A umfassen. 

18* 











Kar ZELLER: 


2. Hilfssitze 


Wir miissen hier die F- und FK-Raume als bekannt voraussetzen und ver- 
weisen auf [2, 5, 6,8]. Die Wirkfelder unserer Summierungsverfahren fassen 
wir als FK-Riaume auf, wobei wir statt der Reihe 2 u,, den Vektor u = {u,,} 
betrachten. 

Lemma 1. Das Wirkfeld A des Abelverfahrens ist ein FK-Raum mit den 
Halbnormen 


p(u)= sup |t(y)|, 
Osy<l 


pu) = sup |umyf| (y= sty .7=1,2-..). 


m= 0,1,... 

Beweis. Siehe [5], [8] § 8. 

Eine im abgeschlossenen Intervall 0,1 erklirte Funktion von beschrinkter 
Schwankung wollen wir normiert nennen, wenn sie in jedem inneren Punkte 
des Intervalls den Mittelwert der beiden einseitigen Grenzwerte annimmt 
und im Punkte 1 verschwindet. 

Lemma 2. UmfaBt das Wirkfeld von B dasjenige von A, so gilt eine Dar- 


stellung 
1 


Bam= f y™ dgn(y) + Cam (n,m = 0, A,...) 
0 


mit Varg,<R und » {c,,,|y¥, "SR (n=0,1,...), 
m=0 


wobei die g, normiert sind und der Index r sowie die Schranke R nicht von n 
abhidngen. 

Beweis. Unter der Voraussetzung des Lemmas vermittelt B eine stetige 
lineare Abbildung des FK-Raumes 2% in den FK-Raum ©, der konvergenten 
Folgen ([6], Satz 4.4). Daher gilt mit geeigneten r und R* 


q(u) = ne | 2 nm tm S R*[p(u) + p,(u)+---+p,(u)] (u€ A) 


({6], Satz 3.2), wobei g — ebenso wie unten /,, — durch die Gleichung definiert 
wird. Wegen 


p;(U) S p,(u) (Gjsr, ue) 
besteht mit geeignetem R sogar eine Ungleichung 
q(u) S R[p(u) + p,(u)] (u € %). 


Insbesondere gilt fiir jedes n = 0,1, 2,... 


ifn (u)| = | 2 Pnm tm! < R[p(u) + p,(u)) (u € QM). 


Jede stetige Linearform /, laBt sich zerlegen in zwei Teil-Linearformen, die 
dem Betrage nach < R- p(u) bzw. < R- p,(u) sind ([6], Satz 3.4). Aus der 
bekannten Gestalt der stetigen Linearformen im B-Raum der stetigen Funk- 
tionen bzw. im B-Raum der Nullfolgen ergibt sich 


1 oo 
f,(u) = fy) dg,(y) +. 2 Cum tm (u € 2) 
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mit 


Varg,<R und J’ {c,,,) 97> "SR (xn = 0,1,...). 
m=0 


Hier kann man die g, normiert wihlen (g,,(1) = 0 erreicht man durch Addition 
einer Konstanten). Nun setzen wir noch fir u nacheinander die Vektoren 
{1, 0, 0,...}, {0, 1, 0,0, ...},... ein und erhalten so die gewiinschten Aus- 
driicke fiir 5,,,,. 

Lemma 3. Ist 


1 
{ ¥da(y) = O(a") 
fiir ein d mit 0 < d < 1 und g normiert, so ist 
g(y)=0 fird<ysl. 


Beweis. Es gilt (da bei partieller Integration die ausintegrierten Bestand- 
teile verschwinden) fiir m > 0 


1 1 1 
J y™dg(y) = { ay) dym= gly) -m- ym Idy = O(d”). 


Nach einem Ergebnis von MrkustNsk1 [4] folgt aus der rechten Gleichung 
g(y) = O fast iiberall in d < y < 1, und daher ist wegen der Normierung g(y) 
Null im genannten Intervall. 


3. Zeilenfinite Verfahren 


Aus den Lemmata folgen unmittelbar zwei Ergebnisse. 

Satz 1. Kein zeilenfinites permanentes Verfahren B hat ein Wirkfeld, das 
dasjenige von A umfaft. 

Beweis. Sei B nicht schwicher als A und zeilenfinit. Nach Lemma 2 
gilt dann fiir jedes n (mit den dortigen Bezeichnungen) 


1 
f y"dg,(y)=O(y") (fir m— co und n = 0,1... .), 
0 


also nach Lemma 3 
gn(y)=0 fir y,< ysl und n=0,1,... 
und damit nach Lemma 2 
lDnm| S R-y™+ R-y™ (n,m =0,1,...), 


nm) 


was sich mit der Permanenz nicht vertrigt. 
Der Beweis zeigt, wie man die Voraussetzung ,,zeilenfinit’ noch ab- 
schwichen kann. 


Satz 2. Sind die Zahlen b,,.80 beschaffen, daB Xb,,u,, fiir jedes u ¢ A 
konvergiert, so gilt 


\b,,| << R-r™ 


m)| 


mit einem r < lund R < ~. 
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Beweis. Die Voraussetzung besagt, daB das Matrixverfahren 


jedes u € 2 summiert. Die Beweisfiihrung von Satz 1 ergibt die Behauptung. 
Satz 2 kann auch direkt mit Hilfe von CesySev-Polynomen bewiesen 
werden. 
4. Der Inaiquivalenzsatz 
Wir kommen zum Hauptergebnis der Arbeit. 
Satz 3. Es gibt kein Verfahren B, das dasselbe Wirkfeld wie A besitzt. 
Beweis. Wir nehmen ein beliebiges Verfahren B und fiihren die An- 
nahme 3 = % zum Widerspruch. Aus der Annahme folgt zuniichst nach 
Satz 2, daB die Transformation B im Anwendungsbereich von A (d. h. fiir 
die u mit u,,— O(r™) fiir jedes r > 1) erklairt ist. Bezeichnet g die im Beweis 
von Lemma 2 erklarte Funktion, so ist daherG ein /K-Raum mit den Halb- 
normen 
q(u), p,(U), p2(U),... 
(vgl. [6], Satz 4.8). Wegen A ¢3 gilt 
q(u) S K [p(u) + p,(u)) (u ¢ M1), 
wegen B © ist 
p(u) s L [q(u) + p,(u)] (u €B) 
mit geeigneten k,l, K, L (vgl. [8], Lemma 7.1). Hierin diirfen wir k und | 
durch r = Max(k, l) ersetzen und erhalten 


q(u) + p,(u) S K [p(u) + p,(u)] + p,(u) 
Ss K-L- [q(u) + p,(u)) + (K + 1) p,(u) (u € %), 
zusammen also eine Ungleichung 


q(u) + p,(u) S R [p(u) + p,(u)] S R*[g(u) + p,(u)] (u € 2). 
Wir sehen daraus, daB die Normen g + p, und p + p, im Bereich der ab- 
brechenden Folgen u = {u,} (denen Polynome ¢(y) entsprechen) dieselbe To- 
pologie bestimmen. 
Die Gesamtheit der beziiglich g + p, stetigen Linearformen in JY ist ge- 
geben durch 
f(u) = dlim t,+ J’ d,t,+ YD c,u, (2 |d,| <0, J |c,,| y~™< oo). 
n=0 


r 
n-—> co m= 


Die Norm einer solchen Linearform geniigt der Ungleichung 
Ill S la] + & lal + 2 lem yy. 
n= m= 


Diejenigen f, die eine Darstellung der obigen Gestalt gestatten, bei der alle 
Koeffizienten c,d rational und nur endlich viele der Koeffizienten ungleich 
Null sind, bilden eine abzihlbare Menge, die im Dual dicht liegt (beziiglich 
der starken Topologie des Duals). Der Dual ist also separabel. 
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Anders der Dual bei der Norm p + p,. Hier sind jedenfalls die 


fy(u) = t(y) 
fiir jedes y, y, < y < 1, stetige Linearformen. Die Nichtseparabilitat des Duals 
ist erwiesen, wenn wir zu jedem Paar z,y mit y,<x<y<1 ein ucD 
angeben mit der Eigenschaft 


Ife(u) —fy(u)| > 4, plu) + p,(u) <3. 
Dazu nehmen wir eine Funktion g(z), die in |z| < und 0 Sz <1 erklart 
und stetig ist, in |z| < 2 verschwindet, in y den Wert 1 annimmt und iiberall 
dem Betrage nach < | ist. Nach einem bekannten Approximationssatz (siehe 
etwa MERGELYAN [3]) léBt sich g im Erklarungsbereich gleichmaBig durch 
ein Polynom ¢ approximieren. Zu ¢ gehért ein u ¢Q. Bei geniigend genauer 
Approximation ist (man verwende die Caucuysche Koeffizientenabschitzung) 


p,(u)<1, p(u)<2 und |t(x)—t(y)| >}, 


womit u die gewiinschten Eigenschaften hat. 

Die Annahme 2% =% fiihrte zu der Aquivalenz der Normen p + p, und 
q+4q,- Diese Aquivalenz widerlegten wir durch die Betrachtung iiber die 
Duale. Damit ist der gewiinschte Widerspruch erzielt und der Satz bewiesen. 

Es ist anzunehmen, daB auch das Borelverfahren und andere keinem 
Verfahren B aquivalent sind. Die Methode der Untersuchung der Duale laBt 
sich auch zum Aufstellen von Inaquivalenzsiitzen beim Vergleich von ge- 
wohnlicher und absoluter Summierbarkeit verwenden. 
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Ein elementarer Beweis des Satzes von 
Rapo-Beunke-Srews-Cartan iiber analytische Funktionen 
Von 


Ernarp Hetnz in Gottingen 


In einer kiirzlich erschienenen Note hat H. Cartan [3] fiir den Satz von 
Rap6-BEHNKE-STEIN') einen neuen Beweis gegeben, welcher sich auf die 
Theorie der subharmonischen Funktionen stiitzt. Im Hinblick auf die Be- 
deutung dieses Satzes fiir Fragen der Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer Veranderlichen?) sowie der Differentialgeometrie im GroBen®*) ist es 
vielleicht von Interesse, einen anderen Beweis zu geben, welcher an Stelle 
der subharmonischen Funktionen das Porssonsche Integral verwendet und 
der elementarer zu sein scheint als die friiheren. Dies ist das Ziel der vor- 
liegenden Note. Der zu beweisende Satz lautet in der Formulierung von 
H. Cartan [3] folgendermaBen: 

Satz von Rap6-BEHNKE-STEIN-CARTAN. 

Es sei © eine komplex-analytische Mannigfaltigkeit wnd f (4) eine auf © 
komplexwertige stetige Funktion, welche fiir alle 4¢©G, wo {(3)+0 ausfallt, 
regulér-analytisch ist. Dann ist { (4) in ganz © regulér-analytisch. 

Beweis. (1) Wie H. Cartan a. a. O. bemerkt, geniigt es, den Fall zu be- 
trachten, wo © mit dem Polyzylinder |z,| < 1,..., |z,| < 1 identisch ist, und 
sodann n = | zu setzen. Sei also z,;= z = x + i y (2, y reell) und D die offene 
Punktmenge aller z mit |z| < 1 und f(z)+0. Ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit diirfen wir annehmen, dab D nicht leer ist und daB die Funktion 
f(z) far |z| < 1 stetig ist sowie die Ungleichung |f(z)| < 1 erfiillt. Wir zeigen 
zuniachst: Es gibt eine in K = {|z| < 1} regular-analytische Funktion g(z) mit 
g(z) = f(z) far z¢ D. Es sei 


II 


1 22 a . : 
9(2)=5~ | jaw zalle’*)dg fiir |z| <1 
6 


9 (z) = f(z) fiir |z| = 1. 


Dann ist die Funktion g(z) fiir z ¢ K harmonisch und fiir |z| < 1 stetig. Aus 
den Voraussetzungen folgt daher, daB die Funktion 


@(z; a) = Re (g(z) — f(z)) + « log |f(z)| (a reell) 
folgende Eigenschaften besitzt: 


1) Vgl. T. Rapo [5], ferner CanatHtopory [2], 8S. 82 fiir den Fall einer komplexen 
Variabeln, sowie BEHNKE-STEIN [1] fiir den Fall von mehreren Variabeln. 

*) Vgl. Bennke-Srern [1], H. Horr [4] und P. THutten [7]. 
) Vgl. T. Ravéo [6]. 








Der Satz von Rapé - Brunke - STEIN - CARTAN 


(1) @(z; a) ist harmonisch fiir z ¢ D. 
(2) Fir jeden Randpunkt z’ von D und jedes « > 0 gilt 
lim sup @(z;e) <0 und iim inf O(z;—e)2=0. 
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(2€D) (2€D) 
Daraus folgen die Ungleichungen ®(z; e) < 0 und ®(z; — e) = 0, d. h. 
|Re(g (z) — f(z))| S —e log |f(z)| 

fiir z ¢ D und jedes ¢ > 0, also Re(g(z) — f(z)) = 0. In gleicher Weise erhilt 
man 

Im(g(z)—f(z))=90, also g(z) = f(z) fir z¢ D. 
Ist z, ein Punkt in D und setzt man h(z) = g,+ 7 9,, so ist die Funktion A(z) 
wegen h,+ ih,= Ag = 0 regular-analytisch in K und verschwindet auBerdem 
in einer Umgebung von z,. Also ist h(z)=0 in K, d.h. die Funktion g(z) 
ist in K regulir-analytisch. 

(II) Bleibt zu zeigen, daB fiir z ¢ K die Gleichung g(z) = f(z) besteht. Es 
sei N die Menge der Nullstellen von g in K. Da g regulir-analytisch ist und 
nicht identisch verschwindet, so besteht N aus isolierten Punkten, und daher 
ist die offene nicht-leere Menge K’= K — N zusammenhingend. Gabe es ein 
z,€ K’ mit f(z.) = 0, so giibe es einen Weg W in K’ von z, nach z, und auf W 
(wegen der Stetigkeit von /) eine erste Nullstelle z; von /. Da z, Hiufungs- 
punkt von Punkten mit / +0, also mit f =g ist, so wire g(z,) = f(z;) = 0 
entgegen W c K’. Hieraus folgt f + 0 in K’, also f = g in K’ und daher auch 
f(z) = g(z) far z€ K. 
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Uber die Verteilung der Klassen eigentlich assoziierter 
zweireihiger Matrizen, die sich durch eine positiv-definite 
Matrix darstellen lassen 
Von 


W. RoeE.cke in Princeton 


Es sei Q eine m-reihige gerade, symmetrische, positiv-definite Matrix mit 
der Determinante 1. ,,Gerade“ bedeutet, daB alle Elemente von Q ganz- 
rational und die Diagonalelemente gerade sind. Die Reihenzahl von Q ist 
unter diesen Vcraussetzungen durch 8 teilbar (s. SCHOENEBERG [6], S. 520). 
G durchlaufe alle ganzzahligen Matrizen von m Zeilen und zwei Spalten. Dann 
durchlauft 


(1) T = Q(G] = G'QG 


eine Menge zweireihiger, gerader, nichtnegativ-definiter Matrizen. a(7') be- 
zeichne die Anzahl der Darstellungen von 7 in der Gestalt (1). Unter den 
darstellbaren Matrizen 7 interessieren uns insbesondere diejenigen vom 
Rang 2. Bezeichnet 


t, t 
9 = 0 *1 
7 ( ‘) 


eine beliebige zweireihige, gerade, positiv-definite Matrix, so verstehen wir 
unter der Klasse der zu 7’ eigentlich assoziierten Matrizen alle Matrizen der 
Form T[U], wobei U alle zweireihigen ganzen, eigentlich unimodularen Ma- 
trizen (d. h. |U| = 1) durchlauft. Wird 7 durch Q dargestellt, so offenbar 
auch die volle Klasse von 7’, und a(7') hangt nur von der Klasse von T' ab. 
Letzteres trifft offenbar auch fiir die Funktion ¢(7') zu, welche die Anzahl 
der eigentlich unimodularen Lésungen U der Gleichung 7’ = T([U] angibt. 
a(T) 
e(T) 

Wir ziehen nun die im Raum der zweireihigen positiv-definiten Matrizen Y 
giltige Parameterdarstellung 


(3) Y= u( 


ist stets eine ganze Zahl = 0. 


(x?+ y*) y* we mit v= |¥|"* 
zy” y” 
aus H. Maass [4], S. 94, heran, die jedem Y in umkehrbar-eindeutiger Weise 
ein Zahlenpaar (u,t) mit u>0, r= 2+iy, y>O zuordnet. Der Matrix 
(U] Y= UYU’ (U eigentlich unimodular) entspricht dann das Paar (u, U r). 
U t bezeichnet das Bild von t bei der Modulsubstitution ersten Grades U. 
In jeder Klasse eigentlich assoziierter Matrizen 7’ kénnen wir daher einen 
Vertreter {7} so bestimmen, daB der Punkt t des ihm entsprechenden Paares 





ers a eee 


ao *. & = 








Klassen eigentlich assoziierter Matrizen 


(u, t) im Fundamentalbereich 
G: |22| <1, 24+ y?2]1, y>O0 


der Modulgruppe M liegt. Wir halten diese Wahl der Vertreter {7} fortan 
fest. Der Kiirze halber werden wir immer a(7'), ¢(7), |7'| fiir a({7}), e({7}), 
\{T}| usw. schreiben, ohne Zweideutigkeiten befiirchten zu miissen. 

Wir gehen schlieBlich noch zu der durch Identifizieren iquivalenter Rand- 
punkte von § entstehenden offenen Fliche F iiber und iibertragen die den 
Matrizen 7' entsprechenden Punkte rt auf S, wobei wir sie mit p = p(7') be- 
zeichnen. Jeder Matrizenklasse entspricht hiernach ein Punkt (u, p) im drei- 
dimensionalen Raum u > 0, p € F. Zur Flachenmessung auf g iibertragen wir 
das hyperbolische Flachenelement m = : we aus der oberen t-Halbebene auf . 

Mit der im Titel dieser Arbeit genannten Verteilung der Klassen ist fol- 
gende Aussage iiber die Verteilung der den Klassen entsprechenden Punkte 
(u, p) iber den Raum u - 0, pé F gemeint. 

Satz: Ist G eine offene Teilmenge von F mit dem hyperbolischen Inhalt 
6 = [ o, wobei 6 —F zugelassen ist, so gilt die asymptotische Formel 


© 


, aT) cS) (41q)™ : 
‘ eee ayo © 4 —> C 
(4) am _ (T)~ G12 mT(m—1) fir qc. 
“S4g.P° & 


Hierbei bedeutet u, p das im vorletzten Absatz eingefiihrte Paar u = |7'\''*, 
p p(7). Den Hinweis auf dieses Problem und seine fiir die Lésung so 
wesentliche Analogie zu den Heckeschen Untersuchungen [1] iiber die Ver- 
teilung der Primideale in Winkelriumen verdanke ich Herrn Prof. Maass. 

Wir schicken dem Beweis des Satzes einige Bemerkungen voraus. 

1. Dehnt man die obige Zuordnung von Paaren (u, p) zu den Matrizen T 
mittels (3) auf alle positiven Matrizen Y aus, so laBt sich der durch die Be- 
dingungen u(Y) - 0, p(Y)¢@ bestimmte Bereich im Y-Raum mit einem 
Kegel vergleichen. u entspricht dabei dem Abstand von der Spitze. 

2. Die Anzahl der Vertreter {7} mit u < q ist fiir jedes positive q endlich, 
da bekanntlich die Klassenzahl zu vorgegebener Determinante endlich ist. 

3. Der obige Satz ist auch fiir abgeschlossene Teilmengen von 5 anstelle der 


offenen Mengen G richtig. Ist namlich 6 abgeschlossen, so ist F— & offen, 
und die Behauptung folgt durch Auswerten der rechten Seite von 


‘ a(T) -> a(T) a(T) 
iT) e(T) ca e(T) iT | e(T) 
UusaPpce usd usapcy—G 


mit Hilfe des Satzes. Es wird kaum Interesse haben, (4) auf noch allgemeinere 


Mengen © auszudehnen. Das hat auch seine Grenzen, wie bereits das Beispiel 
der Menge zeigt, die aus den abzihlbar vielen Punkten besteht, die den Ver- 
tretern {7'} entsprechen. 
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Beweis des Satzes 


Ist f(r) eine beziiglich der Modulgruppe M automorphe Funktion, so 
werde allgemein die ihr auf entsprechende Funktion mit /(p) bezeichnet, 
und umgekehrt. $ bezeichne den Hilbertraum der bei M invarianten, Lebes- 
guesch meBbaren Funktionen /(t) von endlicher Norm 


IIAll =(f if Po)". 
Das Skalarprodukt sei , 
(f,9) = Jt) g(t) fiir f,g cH. 
Ist f(p) eine beliebige Funktion auf S, so schreiben wir abkiirzend /(7') = f (p(7')) 
fiir unsere Matrizen 7’. 
Es sei nun © eine offene Teilmenge von mit der charakteristischen 


Funktion 

1 far peG 
° M)= | 9 fir peF—G. 
Dann ist f(p) « 5) und (f,1) = |. Wegen |F| 5 besagt daher (4) dasselbe 
wie : 
(6) 5 2) a7 ~ y, 1) zee fiir q->%. 


(Tihuse e(T') m I'(m — 1) 


Der Grundgedanke des Beweises tritt, wie schon bemerkt, in den Heckeschen 
Untersuchungen [1] auf. Er besteht darin, die Formel (6) zunichst fiir die 
Eigenfunktionen der Wellengleichung 

- 2(2 , @# 
(7) y Fr T py) ele) + Aelr) 0 

zu M und fiir gewisse mit der zugehérigen Eisensteinreihe gebildete Funktionen 
anstelle von f(t) zu beweisen und dann durch Approximation von f(t) durch 
diese Grundfunktionen zu der Aussage (6) mit / selbst zu gelangen. Die vom 
Beitrag der Eisensteinreihe herriihrenden Schwierigkeiten haben kein Ana- 
logon in den Heckeschen Arbeiten [1]. Die Quelle fiir die asymptotischen 


Formeln bilden die Dirichletschen Reihen 


yy a(T) , e(T) 


8 8: 
(8) yp (8; e) wm e(T) T° 


aus [4], (65)!) zusammen mit folgendem 


') In [4] steht auf der rechten Seite von (65) e*(7'-') anstelle von ¢(7'). Nach [4], (63) 
und (19) ist aber 


e*(T1) =e (— ~) = ei) e(T). 


Daher besteht der Unterschied zwischen [4], (65) und unserer Gleichung (8) sachlich nur 
darin, da8 der Querstrich iiber der Eigenfunktion e fortgelassen ist. Da mit jeder Eigen- 
funktion von (7) auch die konjugiert komplexe Funktion eine Eigenfunktion zu demselben 
Eigenwert ist, ist der Unterschied unwesentlich. 
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Satz von Harpy und LirtLewoop (s. [9], 8. 126—127). 

Es sei A,, Ag, dg, . . . eine reelle, monoton wachsende Folge, und es gelte 

1. Die Reihe ¥ a,,4,,* sei absolut konvergent fiir Re s > 04, wobei a, > 0 hin- 

n=1 
reichend groB ist. 

2. Die durch die Reihe definierte analytische Funktion F(s) sei reguldr fiir 
Res > c > 0, und F (8) sei stetig fiir Re s = c abgesehen von einem einfachen Pol 
mit Residuum b bei s = c. 

3. F(s) = O(e") fiir t-+0o gleichméfig in Res =c fiir eine gewisse Kon- 
stante C, (8 =o + tt). 

4. A,/An-1 1 fiirn>o. 

5. a,, sei reell und geniige einer der beiden folgenden Ungleichungen 


a,>—Ka(a,—a,-1),  y, < KAS "(4,—A,_,) 


mit einer Konstanten K = 0. 
Dann gilt 
= b , 

Ze~ ode fiir n+. 
Die Ausfiihrung der Einzelheiten macht den Rest dieser Arbeit aus. Es wird 
ausgiebiger Gebrauch von den Ergebnissen der MaaGschen Arbeit [4] und 
meiner Dissertation [5] gemacht werden. Wir heben fiinf Schritte hervor. 

I. Die Modulform zweiten Grades, denen die Dirichletschen Reihen (8) im 
Sinne von [4] zugeordnet sind, ist 
(9) g(Z) = & e? 7! Sv Gi} 2), 
Dabei durchlauft G alle ganzzahligen Matrizen von m Zeilen und zwei Spalten, 
und Z= X +iY ist eine zweireihige symmetrische, komplexe Matrix mit 
positivem Imaginarteil Y. g(Z) hat die Dimension —+> (s. E. Wrrr [10], 
S. 336), d. h. es gilt 

g(Z,) = |CZ + Di” g(Z) 


bei den Modulsubstitutionen zweiten Grades Z,=(AZ+ B)(CZ + D)-'. 
Nach (9), (1) und der Erklarung von a(7') hat g(Z) die Fourierentwicklung 


(10) g(Z) = 3S a(T) e&***(F®) 
T20 


im Einklang mit den Bezeichnungen von [4]. Es geniigt hier, iiber alle ge- 
raden, nichtnegativ-definiten Matrizen 7’ zu summieren. Wegen der Posi- 
tivitét von Q ist 

(11) a(0)=1. 


Im folgenden bezeichne e(t) entweder eine Eigenfunktion von (7) im Sinne 
von [5], 8.6, so daB nach [5], 8.12, Satz 1 und §7 entweder A = 0 oder 


A> : ist, oder es bezeichne e(t) die primitive Eisensteinreihe 2*(r, 1 + 2ir) 
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mit r > 0, die man durch Fortsetzung der Reihe 


* a _. 

(12) E* (r, 8) = y jJer+ape 
erhalt (s. Maass, [3], §3). Sie ist ebenfalls invariant bei M und erfillt (7), 
wenn wir allgemein 
(13) A= ise, mit r 20 falls A> 4, 
setzen. Die Eigenfunktionen e(t) sind nach [5], 8. 16, Satz 3 mit den be- 
schrinkten, bei M invarianten Lésungen von (7) identisch. Nach [4], 8. 102 
und [5], 8S. 101 sind die Dirichletschen Reihen (8) fiir hinreichend groBe 
Werte von Re s absolut konvergent. 

Il. Anwendung des Hardy-Littlewoodschen Satzes auf die mit Eigen- 
funktionen gebildeten Reihen (8). 
Aus [4], (64), (97) und [5], (156) mit e(z) anstelle von e(z) (s. FuBnote '), 


k=— es und a,= a(0) = 1 [s. (11)] entnimmt man, da8 die Funktionen 
(14) R(s; e) = (22)-* I'(s— > ome i) P(s+ 7 — ; ) p(s3e) 
folgende Eigenschaften haben: 


a) Im Falle der konstanten Eigenfunktion e(t) = 1 ist R(s;e) in Res > 
m 1 a , . . 
> ana regulir analytisch, abgesehen von einem Pol erster Ordnung bei 
$= > mit dem Residuum = ; 


b) Ist e(z) eine nichtkonstante Eigenfunktion oder die primitive Eisenstein- 
reihe E* (rt, 1 + 2ir), so ist R(s; e) regular analytisch in der ganzen Halbebene 


m 1 
Re s > “tar % 

Wegen der absoluten Konvergenz der Integrale in den Formeln [4], (97) 
und [5], (156) sind die Funktionen R(s;e) ferner in jedem Vertikalstreifen 
—o, < Res <o, (o,>0) mit Ausnahme von Umgebungen der Polstellen 
beschriankte Funktionen. Wegen (14) folgt aus diesen Angaben 

a) Im Falle der konstanten Eigenfunktion e(t) = 1 ist p(s; e) in Res > 


> Sem regular analytisch, abgesehen von einem einfachen Pol bei s = 


2 4 
(2 x) (r fair (“*))°. -. 


mit dem Residuum 
i 


2 


m 
2 


(Man beachte, daB nach (13) jetzt r = + — ist.) Wegen 


re) T (2-3) =4)/n-4+T'(22—1) 
ist also 


(42)™ 


mee PO Te 


(15) 


teas 
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_— _— 


Aan | eP 











Klassen eigentlich assoziierter Matrizen 265 


b) Ist e(t) eine nichtkonstante Eigenfunktion oder die primitive Eisenstein- 
reihe, so ist w(s; e) in der ganzen Halbebene Re s > “ -_ regular analytisch. 
Aus (14) und dem oben iiber R(s;e) Bemerkten ergibt sich ferner: Die 


Funktionen p(s; e) sind fiir alle e(r) gleichmaBig in Re s => . von der GréBen- 
ordnung a 
p(s;e)= O(e°") fiir |t| + 0 (s=o+ it). 


Wir setzen jetzt allgemein 


a yes a(T) f(T) 
(8s; f) ~ e(T) ° Ts 





fiir beziiglich M automorphe Funktionen f(t). Es sei zunichst e(r) = 1. 
Denken wir uns dann in (8) zuerst alle Glieder mit demselben Wert von |7'| 
gesammelt, so erfiillt die entstehende Reihe nach dem obigen die Voraus- 
setzungen des Hardy-Littlewoodschen Satzes mit A, =n, a, 20, a ~ (da 
wegen a, = 0 die Abszisse der absoluten Konvergenz mit dem Maximum des 
(42)™ 


24 I'(m—1) 
gemaB (15), C,> = nach bekannten Eigenschaften der Gammafunktion und 


Realteils einer Singularitaét von p(s; 1) zusammenfiallt), ¢ = = ,b= 


mit K = 0. Der genannte Satz liefert dann 
a a(T) i + a(T) as (42)™ : (q?)m/2 








_ fiir 20 . 

(16) riwse (7) or tisq@ f(T) 24 T(m—1) m2 wore 
___(agm 
12mI°(m—1) ~ 


Damit ist (4) im Falle 6 = g bewiesen. 

Es sei jetzt e(r) eine nichtkonstante Eigenfunktion. Da wir Real- und 
Imaginirteil von e(t) getrennt behandeln kénnen, diirfen wir uns auf den Fall 
beschrinken, daB e(r) reell ist. Wegen (e(t), 1) = 0 (s. [5], 8.12, Satz 1) 
nimmt dann e(t) Werte beiderlei Vorzeichens an. Ist M eine Schranke von 
e(t)|, so kann der Hardy-Littlewoodsche Satz auf die Reihe mit nichtnegativen 
Gliedern 


) 5) 
g(s;e(t) + M) = yy 207) . fel) + MH) 


iT @(7) rT 
angewandt werden. Dabei ist wieder c = > , aber 
ba 2 Oe 
24I°(m — 1) 


zu nehmen. Es folgt 


*. ~ Mang _ 
ixce €T) O68) are - Th 


und wegen (16) (auch wieder fiir komplexwertige e(t)) 


ys AT) oT) = o(g™) far go. 
(Tiuse &(T) . 
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(17) y UD eT) ~0-q™ fir g—> co 
itiuse (7) 





(e(t) eine nichtkonstante Eigenfunktion) mége eine andere Schreibweise fiir 
denselben Sachverhalt darstellen. In diesem Sinne haben wir (6) nun auch 
fir nichtkonstante Eigenfunktionen bewiesen. 

Im Falle der Eisensteinreihe £* (rt, 1+ 2ir) versagt diese SchluBweise, da 
die Eisensteinreihe fiir y = Im t + co oszilliert und nicht beschrinkt ist. 

III. Wir diskutieren nun (6) fiir automorphe Funktionen f(t), welche be- 
liebig oft stetig differenzierbar nach z, y sind und in § nur auf einem Kom- 
paktum von 0 verschieden sind. Es liegen dann offenbar die Funktionen 
A*f(t) (n= 0,1,2,...) simtlich in §. Nach [5], 8.91, Satz 37 und dem 
anschlieBend Gesagten gilt die Entwicklung 


E* (t,1+ 2ir) 


Ht) = 3 an en(t) — : ([t B+ 2iv)w) dd 
; s 


oder 
(18) f(t) = A(t) + R(t), 
(19) h(t) = 3° ay eg(t), 
n=1 
(20) k(t) = ge | ol) BY (r,1 4 Linde, 
0 
(21) e(r) = f f(t) E*(t, 1+ 2tr)o. 
& 


Dabei ist e,,(t) (n = 1, 2,3, ...) ein maximales Orthogonalsystem normierter 
Eigenfvnktionen und a, = (f,e,). Wir beschrinken uns ohne Einschrinkung 
der Allgemeinheit auf den Fall, daB f(r) reell ist. h(t) und k(r) sind dann 
ebenfalls reell, da das System der Eigenfunktionen reell gewaihlt werden kann. 
In (20) konvergiert das auBere Integral hinsichtlich seiner oberen Grenze 
gleichmaBig in jedem kompakten t-Bereich (s. [5], Satz 37 und Satz 34). 
GleichmaBige Konvergenz fiir alle t ist nicht vorhanden, da E*(r, 1+ 2 ir) 
fiir y->co nicht beschrankt bleibt, waihrend k(t), wie bald gezeigt wird, be- 
schrinkt ist. Wir benétigen nun die im letzten Teil von [5], Satz 34 ausge- 
sprochene Tatsache, daB die Reihe h(t) aus (19) gleichmaBig in der ganzen 
oberen Halbebene konvergiert. Es ist dafiir nur zu beachten, daB die Eigen- 
funktionen e,(t), von der konstanten abgesehen, simtlich Spitzenfunktionen 
sind ([5], Satz 3). Aus der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe h(t) ziehen 
wir doppelten Nutzen. 

a) Da jedes Glied a,,e,,(t) der Reihe (19) eine beschriankte, stetige Funktion 
darstellt, fiir die Jim. a,,€,(T) gleichmaBig in x existiert, ist h(t) eine beschrankte, 
stetige Funktion, fiir die lim (r) gleichmaBig in x existiert. Wegen (18) folgt 
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die Beschranktheit der Funktion k(t) aus (20). Fir eine Schranke M von 
\k(t)| ist dann wieder g(s; k(t) + M) eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern. 

b) Aus dem Hilfssatz kann leicht die Giltigkeit von (6) mit A(t) anstelle 
von {(t) geschlossen werden: Wahlen wir fiir e,(r) die normierte konstante 


Eigenfunktion ) = , 8o ist fiir jede natiirliche Zahl N 


N 
(h, 1) -( E ayeq(t), 1). 


Da (6) nach II jedenfalls fiir endliche Linearkombinationen von Eigen- 
funktionen richtig ist, haben wir also 


N m 
22 y AM > a 
- (riuse &(7) (2 eer) Oo) mT mT) 


fiir g > co. Wahlen wir jetzt N zu vorgegebenem 6 > 0 so groB, dab 
N 

hee) a. ay €,,(T) 
n=1 


<6 





ausfallt, dann erhalt man unter Verwendung von (16) 


a(T) , a(T) A 
—m A(T) — SY —al| D nen (T) }) 
letce e(7’) (rice 2(T) \yo ” ” 
< aT) g— 2d(4aq)™ 
~ pcg O(T) 12m P'(m—1) 


fiir g => q,(4). Da 6 beliebig klein gewahlt werden konnte, folgt im Hinblick 
auf (22) die Giltigkeit von (6) fiir A anstelle von f. 

Da k(t) die Projektion von f(r) auf den zu den Eigenfunktionen senk- 
rechten Unterraum von $ darstellt ({5], §§ 9, 11), ist (&, 1) = 0. Nach (18) ist 
also (h, 1) = (f, 1), so daB (6) fiir unsere gegenwirtig betrachtete Klasse von 
Funktionen /(rt) bewiesen sein wird, wenn wir (6) auch noch mit k anstelle 
von / beweisen kénnen. Die problematische Gleichung ist 


23 ys AT) ET) ~0-q far gc, 
(23) req AT) (7) q ir q>x 


was in demselben Sinne wie (17) zu verstehen ist. 

IV. Beweis von (23). k(t) ist nach III, a) eine beschrinkte Funktion. 
Daher zeigt ein Vergleich mit ¢(s; 1), daB 
vw a(T) k(T) 


5) . = - 
(24) GsE) = Om ire 


in Res > = absolut konvergiert. Wir werden zeigen, daB g(s; k) in Res > 


_ ; regular ist und daB 


(25) (8; k) = O(el) fir |¢| > o 
gleichmaBig in Res = gilt (§;=0+ it, C;> 0 eine geeignete Konstante). 


Math. Ann. 131 19 
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Die im Abschnitt II fiir die nichtkonstanten Eigenfunktionen ausgefihrte Fir 
SchluBweise liefert dann (23). rect 
Denken wir uns (20) in (24) eingetragen, so entsteht nach formaler Ver- Abs 
tauschung der Integration mit der Summation (30) 
oo 80 € 
ee © a(T) E*(T,1+ 2ir) 
(26a) p(s; k) = 8x ctr) e(T) — — dr (31) 
6 
"li mit 
(26b) - + few w(s; E*(t,1 + 2ir)) dr, 
6 
womit der Zusammenhang mit der unter II betrachteten Funktion 
p(s; E*(t,1 + 2i7r)) hergestellt ist. Um (26a) durch den Hinweis auf absolute her 
Konvergenz fiir hinreichend groBen Res zu rechtfertigen, und auch fiir — 
spatere Zwecke schatzen wir zunichst die Eisensteinreihe sowie c(r) aus (21) ab. Be: 
Es ist nach [3], S. 163—164 
o r(v-! C(w—1) ~ 80 | 
E* (t, w) = 2y?+2)/a ( =) y 2 
r(5) £ (w) (32 
(27) ~s w—-1 giil 
222 ~ - 1 Ons 
. na - > |m|?-” |\n| 2 y *K w-1 (22 n y) ez tine 
r(s)em ZA 2 | , Ke 
2 we 
GemaB [8], 6.16, (1) ist fir Rev >—1,¢>0 o 
2 sek 
l > we 
I'\v+—}) 2’ 
K,(t) = rt a)® fens dv. 
” yx 4 (v?+ 1)’ 2 (3% 
Ist j eine natiirliche Zahl und 4 |}, so liefert j-malige partielle Integration, 
so 
on 1 1° vw f-v—j " d) _— be: 
(28) K,() = TT (v+ 3) fester Te + bd», 
6 
was offenbar fir » > — - und ¢ > 0 giiltig ist. Setzen wir dies in (27) ein . 
mit k,l +0, kl=n als neuen Summationsbuchstaben, so erhalten wir die (3 
fir Re w > —j + 1 giiltige Formel 
Se A 
mond atcha x) is ; 
P(F) Fw) 
(3 
(29) 4+ 2-5-9 C-1(w) y' 2? |hft— ws ||-9 era tare x (3, 
k,l+#0 


x [cos (2 kL y w) 75 (08+ 1) 2 dv. 
6 
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Fir w = 1 + 2ir, r>0 ist ’j = 4 zulassig. Verwendet man im zweiten Glied 
rechts die Funktionalgleichung der Zetafunktion und im dritten Glied die 
Abschatzung 


(30) C-1(1 + 2ir) = O(In’r) fiir r++ co (s. [7], (3. 6. 5)), 
so erhalt man 


(31) |£*(t,14+2inr)| <O,(y"+ 4%) <C,y'" 2? fir y= a ,Aa z 


mit geeigneten Konstanten C,, C, > 0. Das Glied A? riihrt von 


am (v?+ 1” 


her. — Wir verwenden (29) noch fiir eine andersartige Abschitzung. Es sei 
w = p + ig, und p sei auf das Intervall — p,< p < p,(p, > 0, fest) beschrinkt. 
Beachtet man die Abschiitzung (s. [7], (5. 1. 1)) 

|\C(w—1)| S Cyg+# fiir g Sj 1 gleichmaBig in — p, < p, 
so folgt fiir 7 > py+ 2 aus (29) die Abschiitzung 


Po 
(32) \f(w) - B* (x, w)| < Cz (po) y2 “* qre*4, 


giltig fir y= e > —Po = P=PMo, G21, mit einer nur von p, abhingigen 


Konstanten C,(p,). Die Bedingung qg=1 kann hier offenbar fallen gelassen 
werden, wenn man auf der rechten Seite von (32) g durch 1 + |q| ersetzt und 
feste Umgebungen der Stellen w= 1 und w= 2 von der Betrachtung aus- 
schlieBt. Mit Hilfe von [3], S. 163—164, insbesondere (116), kann man nach- 
weisen, daB die Stelle w = 1 nicht ausgeschlossen zu werden braucht. 

Nun zur Abschitzung von c(r) aus (21). Setzen wir 


(33) en(r)= f Anf(t)- E*(t,1+2ir)m (n=0,1,2,...), 
é 


so ist cy(r) = c(r), und fir n = 1, 2,3, ... liefert die Greensche Formel (man 
beachte die spezielle Natur der Funktion f(t)) 


cy (r) = f AM f(t): A B*(t,1+ 2ir)w 
& 
(34) =A f A™' f(r) - B*(t, 1+ 2ir)o, 
§ 


Cy (r) = A*c(r). 
Aus (33) folgt wegen (31) und der besonderen Beschaffenheit von f(r) 
c, (r) = O(A?) fiir roo. 
(34) liefert also 
(35) e(r) = O(4-™) fiir r—> oo, 
wobei «, eine beliebig groBe positive Zahl bedeutet. 
Ist {7} ein Klassenvertreter und (u,t) das ihm im Sinne von 8. 261 zuge- 
ordnete Paar, so ist t €%, und nach (2) und (3) gilt t,= {7'|* y-4, wobei ¢, 
19* 
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eine natiirliche Zahl ist. Also ist = Sy <|T\'*. Mit (31) folgt 


|E* ({7},1+ 2ir)| < CO, |T |" 22. 


Hiernach und wegen (35) mit «,= 3 wird nun die rechte Seite von (26a) 
durch 


Fes a(T) j-¢ 
co, [a Seay ith ar 
0 


majorisiert (s = 0+ it). Die Summe konvergiert fiir o > + + + gegen 
y (o—+ : 1) . Wegen (13) ist dann also unsere Majorante sinnvoll. Damit 
ist die zu (26a) fiihrende Vertauschung der Integration mit der Summation 
fiir o > > a z gerechtfertigt. 


Zur analytischen Fortsetzung von g(s,k) formen wir (26b) mit Hilfe 
von (14) um: 





4 1. a - e(r) R(s; B* (xt, 1+ 2ir)) 
(36) p(s;k)= > (22) 1 ae 7 y :y dr. 
( L 4) ( By a) 
Es sei nun 
(37) $AY)= SF a(T)e—22r”r 


Rang T = 2 

die aus der Modulform zweiten Grades g(Z) aus (10) wie in [4], (24) gebildete 
reelle Funktion der positiven zweireihigen Matrix Y, und g*(w) die in der 
ganzen w-Ebene mit Ausnahme eines Poles bei w = — regulire Funktion, 
welche g(Z) im Sinne von [4], (41) zugeordnet ist. Dann wird die analytische 
Fortsetzung von R(s; Z*) in die ganze s-Ebene gemaB [5], (156) wegen 8 | m 
und der in der FuBnote') besprochenen Ersetzung von e(t) = H*(t,1 + 2¢7r) 
= E*(rt,1—2ir) durch e(r)= £*(r, 1+ 2ir) in der Definition von ¢(s; e) 
gegeniiber [4] durch folgende Formel geliefert 


PP pf LORE TNE totes 


tye] peta a deers tater 


I(ir)f (2ir) 1 1 «(1 ‘ 
- + ster) — 
a@alea+3i9( 9,22 ae er te (3 ) 


Lr : 
“ie Mad ( i \s “ )*" (;—ir). 


(38) 








2s— stir m—2s—y+ér 





De 
gr 
In 
Be 


we 


(41 


mi 
bei 
Ur 
(42 
zei 


un 
sic 


so, 


Wi 
gle 
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Dabei ist fir Y die Darstellung (3) eingetragen zu denken, so daB die Inte- 
gration beziiglich w itiber F auch /,(Y) betrifft, und entsprechend fiir die 
Integration beziiglich u. — Wir untersuchen das analytische Verhalten der 
Beitrage der verschiedenen Glieder von (38) zur rechten Seite von (36). Dabei 


werde s zuniichst auf einen festen kompakten Bereich € in Res > 5 — - 
beschrinkt. Da g*(w) nach [4], (17), (41) die einer gewissen Modulform 


ersten Grades im Sinne von Hecke [2] zugeordnete Dirichletreihe ist, gilt 
y* (5 tir) = 0%) fiir r++ co 


mit einem geeigneten Exponenten a, > 0. Verwendet man nun die Funktional- 
gleichung der Zetafunktion und die asymptotische Formel 


1 nm 
(39) \'(u + iv)|~/2a vo" ze =” fir v++o, 
so erhalt man fiir die letzten beiden Glieder von (38) die GréSenordnung 


Olr=-1 e-3") fiir r+ + co gleichmaBig in s ¢ €. Da ferner 
| ‘ ir | ir 1 r \2o—3% ~ =? 
(40) P(e—y—a) Pl (¢+s—a)\~ 22 (4) te-3 


gleichmaBig in € gilt (s =o + it) und da (35) mit beliebig groBem «, zur 
Verfiigung steht, ist der Beitrag der letzten beiden Glieder von (38) zum 
Integral in (36) ein in € gleichmaBig konvergentes Integral. Da der Integrand 
von s regulir-analytisch abhingt, folgt, daB der Beitrag der letzten beiden 


Glieder von (38) zu (36) in Res > ™ — : regular ist. 


2 
Der Beweis der entsprechenden Tatsache fiir den Beitrag B(s) der ersten 
beiden Glieder von (38) macht mehr Umstinde. Wir beginnen mit der Unter- 
suchung der Funktion 


(41) p(w, u) = f f,(¥) E* (rt, w) @ 
s 


mit Y aus (3). y(1+ 2ir,u) speziell bestimmt das Verhalten der ersten 
beiden Glieder von (38) in Abhiangigkeit von r, und dieses benétigen wir zur 
Untersuchung des Beitrages B(s). Wir wollen 


(42) lp(1 + 2ir, u)| <C,(j) AM eZ" u-s fir FSO, uz] 


zeigen. Dabei ist j eine beliebige, durch 4 teilbare natiirliche Zahl = m + 4, 
und C,(j), %3(j) sind nur von j abhiingige positive Konstanten. Dann ergibt 
sich namlich leicht, daB B(s) eine ganze Funktion von s ist: Wir beschriinken 
s auf einen beliebigen kompakten Bereich € und wihlen die natiirliche Zahl j 
so, daB 4 | j und 
j =1+ Max[Re 2s, Re(m— 2s), m+ 3]. 
sc€ 


Wegen (42) folgt dann, da8 die in (38) von 1 bis oo erstreckten Integrale 
gleichmaBig in € konvergieren. Da der Integrand in s regular-analytisch und € 
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beliebig ist, stellen diese beiden Integrale also ganze analytische Funktionen 
von s dar. In Abhangigkeit von r geniigen sie wegen (42) der Abschaitzung 


Ola%e-3") fiir r + co gleichmaBig in €. Dies zusammen mit (40) und (35) 
zeigt, daB der Beitrag der ersten beiden Glieder von (38) zum Integranden 
von (36) eine ganze analytische Funktion von s darstellt, welche 
O(A-s+%-9+%) fiir roo gleichmaBig in s =o + it¢ € ist. Da a, in (35) 
beliebig groB gewahlt werden kann, folgt wieder wegen gleichmaBiger Kon- 
vergenz, daB der Beitrag B(s) der ersten beiden Glieder von (38) zu (36) eine 
ganze Funktion von s ist. Nach dem zuvor tiber den Beitrag der letzten 
beiden Glieder von (38) Bewiesenen ist dann also g(s, k) in Res > = _ ; 
regular, wie zu Beginn von IV behauptet. 

Zum Beweis von (42) werden wir y(w, u) zundchst in Re s = 5 betrachten, 
wo wir mit Hilfe der absolut konvergenten Darstellung (12) von E*(r, w) ein 
zu (42) analoges Verhalten von w(w,u) vorfinden werden. Sodann werden 


wir mittels der Funktionalgleichung 
(43) E* (tr, w) [(w) r(3) a t- P(t, w) = P(t, 2 —w), 


die aus [3], S. 163—164 zu entnehmen ist, auf ein ahnliches Verhalten von 
y(w,u) in Rew <—3 schlieBen, und die Anwendung eines Satzes von 
PHRAGMEN-LINDELOF auf den ausgelassenen Vertikalstreifen fiihrt dann zu 
der gewiinschten Gleichung (42). 

Da in (41) iiber F integriert werden soll, liegt der Punkt rt, welcher der Ma- 
trix Y des Integranden im Sinne von (3) entspricht, in F. Fiir diese Y und 
fir T > 0 aus (2) ist nach [5], 8. 101 


Sp(T Y) = (y tote)’. 
Daraus folgt wegen u, ty, t,>1, y= is 
2a Sp(TY) Su+ y+ (tots)'’. 
Damit, und weil fir 7 > 0 nach [4], (34) 
m 
(44) ja(T)| < Cyo|T |? 
mit einer geeigneten Konstanten C,, > 0 gilt, erhalten wir aus (37) 
~*~ —s- ‘- tots)? 
fe(¥)| < Cy Y |Tl2 € u—y3 —( * 
T>0 
(45) Ife(¥)| < Cy e-*-v! fir uel, yo). 


Variiert w in einem kompakten Bereich 23 der komplexen w-Ebene, der die 
einzige Polstelle w= 2 von ¢(w) #*(t, w) (s. (27) und [3], S. 163 u.) nicht 
enthalt, so gilt nach (32) und der anschlieBenden Bemerkung 


C(w) - B* (rt, w) = O(y*) fir te F, yoo 








a &. & bel 


— 


wy 
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gleichmaBig in 2 mit einer nur von W abhingigen Konstanten «, > 0. Wegen 
(45) konvergiert also das Integral (41) gleichmaBig in w¢ WW, so dab 
C(w) p(w, u) fiir wu => 1 eine in w + 2 regulire Funktion von w darstellt. Aus 
(41), (45) und (32) folgt noch mit w= p + ig 

(46) C(w) p(w, u) = O(|g|*e-™) fiir g-> +00 
gleichmaBig in —p,S p< py und u =1 mit einer nur von p, abhingigen 
Konstanten «, > 0. Unter Beachtung der beziiglich w = 1 im AnschluB an (32) 
gemachten Bemerkung erhalt man ferner 


(47) \C(1 + éqg) p(1 + tg, u)| S Cie fir 0Osqsl,u2l 


mit einer geeigneten Konstanten C,, > 0. 
Ist nun Re w > 2, so ist die Reihe (12) absolut konvergent, und aus (41) 
folgt 


vw, 4) = ffl ¥) Fm U2)? o 


Dabei durchlauft U in der Summe alle ganzen, eigentlich unimodularen Ma- 
trizen mit verschiedenen zweiten Zeilen. Da der Ersetzung von t = x + iy 
durch U rt in der Parameterdarstellung (3) die Ersetzung von Y durch [U] Y 
entspricht und /,(Y) dabei nach (37) ungeandert bleibt, erhilt man weiter 


ol w 
(48) p(w, u) = 2f fh(®) y2 dady. 
Nach (37) ist 


(z*?*+ y+ 22t,+t 


1 oo 
ft(¥)dx= Sa(T) fe *™ v dx, 
0 (T) —o 





ty t 

wobei (7') = (" ) ein vollstaindiges System von Matrizen T > 0 durchlauft, 
1 "2 

in dem keine zwei Matrizen durch Transformation mit einer parabolischen 


. {ln 
Matrix (; ) , n + 0 ganzrational, auseinander hervorgehen. Die Ausfiihrung 


der Nites se beziiglich z liefert 


fron dz= 2 a(7) Vee ea 2 ttley—2au|T| (oy) 


Damit wird aus (48), wenn noch 7 = 2 2 ut,y als neue Integrationsverinder- 
liche eingefiihrt wird, 


r n*u*|T w— 
y(w,u) = y= auth, = (2n0) 3 2 ida? ~H- te. 
6 


GemaB [8], S. 183, (15) und S. 79, (8) ist fiir alle » und fiir z > 0 


oo 


K,(z) = (5) fetter. 


0 

















274 W. RogLcKe: 


Mit z= 424 |T7/'* und y= wet folgt 
2 ae o~ i 1 
y(w,u)=2/— Sa(T)t) 2|T| 4 K w—1 (42u|T}"*). 
(?) 2 
Wegen Re w > 2 liefert hier (28) mit beliebigem j > 0, 4 | j 


eas fk = 
p(w, u) = 2 a-%,- 3 r(F) “ex 
= Mee 7 e Lae _¥ 
x Ya(T)ty 2 |T| ® [ conauin 0) aol (v?+1) 2dv. 
(T) 


0 


(49) 


Die Reihe ist ihrer Herkunft nach absolut konvergent fiir Rew> 2. Das 
Integral bleibt in Re w > 2, wu => 1 dem Betrage nach unterhalb C,,(j) |w|’ mit 
einer nur von j abhangigen Konstanten C,,(j). Beachtet man noch (44), so 
folgt 


lw, u)] < Cyg(9) 2 ae BITS) wn el 


o/s 


tie m-j 
x Le 2 -|Tl 2 
(T) 
Die letzte Reihe konvergiert jedenfalls fiir Re w= 5, j7 >m+4. Zum Be- 
weise schreiben wir sie in der Form 


(50) 


w m—j 
+ ,— Re— — 
s to 2-n 2 A (to, 2) > 


— 
ton 


wobei A (f,, n) die Anzahl der Matrizen (7') mit erstem Element ¢, und Deter- 
minanten n bedeutet. Offenbar geniigt es zu zeigen, daB A (t,, n) héchstens 
gleich f, ist. Sind 


_ [b ” he (" ti 
se -(° ty} ei a ‘) 


zwei verschiedene Matrizen der zuletzt genannten Art, so gilt t, = ¢* (modé,), 
denn andernfalls wire 
l *) ‘t—t 
*) . a 1 1 
(7*) -n)|(, 1 mtg le +0 
im Widerspruch zur Bestimmung des Systems der Matrizen (7'). Da bei ge- 
gebenen f),n das Element ¢, die Matrix (7') eindeutig bestimmt, ist damit die 
Behauptung iiber A (¢,,n) bereits bewiesen, und das geniigte zum Nachweis, 
daB (50) fiir Re w => 5, j => m + 4 sinnvoll ist. 
Wir wiahlen jetzt p,= 5 fest. Aus (50) folgt dann 


£ (po + tg) p (Po + ig, u) . 

u 3 <C. l J 

(51) r( Petia) 15 (9) ( < lq!) 
2 
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fir —co <q<oo, u21, j 2>m-+ 4 mit einer nur von j abhingigen Kon- 
stanten C,,(j). Aus (41) und (43) folgt 





“\n 


yw, u) C(w) P( 5) a *= y(2—w, w) C(2—w) (= 


(2 — w) p(2 — w,u) 








= zi-« r(3) C(w) p (w, u) ’ 
r(73*) r(@5°) r(2) 


Nach (51) ist daher fir — oo <q <w,u21 








o(2 — po — ig) y (2 — Po — 4g) | 2(Pe—1) +4 
(52) jw r(t a=m= i) = C16 (Po, 9) (1 + |g!) 
| 2 | 
Dabei ist 2— p, < —3. Wegen (46) ist gleichmaBig in 2— p,< Rew < py, 
u=lw=p+igq 
1 » 2 
uw S(w)y (w, u) at o(gs*2-F ea? ) 
r($) 
2 


Da ferner die Funktion 
ui 4 (w) y (w, u) 


w 
r($) 
abgesehen von einem Pol bei w = 2 regular ist (s. S. 272), folgt aus (51) und (52) 


nach einem Satz von PHRaGMEN-LINDELOF, angewandt auf den Bereich 
2—p, 5 Rewsp,q21 


fiir q->o. 


w Seevlwn) | < ¢ 
r(3) 


fir 2— p,»s Rew S py, g2>1, u]1 mit nur von p, und j abhingigen Kon- 
stanten C,,, %,. Beachten wir noch (47) und (30), so erhalten wir (42). 

Nach dem am Anfang von Abschnitt IV Gesagten fehlt am vollstaindigen 
Beweis von (23) nur noch der Nachweis einer Abschitzung der Art (25). In 


einem beliebigen Vertikalstreifen at <= Res <a, erhalt man eine solche Ab- 


12 (Pos 9) 7%") 





schitzung, indem man in (36) die Integration bei r= |2¢t| (s = o + it) unter- 
bricht und die Beitriige der einzelnen Glieder von (38) zu (36) unter Ver- 
wendung von (40) und (42) abschitzt. Wegen der absoluten Konvergenz 


von (24) fiir Re s > > gilt diese Abschitzung dann gleichmaBig in der ganzen 


Halbebene Re s = > . Damit ist der Beweis von (23) zu Ende gefithrt. Nach IIT 
gilt jetzt also (6) fiir die zu Beginn von III genannte Art Funktionen /(r). 
V. Wir beweisen nun (6) : fiir die charakteristischen Funktionen /(p) von 
offenen Teilmengen © von g. Wir setzen zunichst noch zusitzlich voraus, 
daB © ganz in einem Kompaktum von F enthalten ist. Es sei dann G die 
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Menge derjenigen Punkte der oberen t-Halbebene, denen auf g Punkte aus G 
entsprechen. @ ist eine offene Menge, die durch Modulsubstitutionen auf 
sich abgebildet wird und deren Durchschnitt mit § einem geeigneten Kom- 
paktum angehért. Zu G bestimmen wir nun fiir jedes e > 0 die folgenden 
beiden Mengen G;, G; : G; bestehe aus denjenigen Punkten von G, die vom 
Rand von G einen hyperbolischen Abstand > ¢ haben; G bestehe aus allen 
Punkten der oberen t-Halbebene, die von G einen hyperbolischen Abstand < ¢ 
haben (Abstand im Sinne der unteren Grenze der Entfernungen von Punkten 
aus ©). G; und G; sind wiederum offene Punktmengen, die durch Modul- 
substitutionen auf sich abgebildet werden und deren Durchschnitte mit F 
einem geeigneten Kompaktum angehéren. Ferner gilt offenbar G; c G c G? 
und fiir die hyperbolischen Inhalte 

(53) lim |(G@7 — G-) \§| = 0. 

Fiir jedes ¢ > 0 sei v,(9) eine in 9 > 0 definierte Funktion mit folgenden 
Eigenschaften 


1. v, (0) = 1 fir 9 = 0, 
2. 0<»,(0) <1 fir 0 <9 <e, 
3. v.(e) = 0 fir 9 =e, 


4. v,(0) ist beliebig oft stetig differenzierbar nach o (in 9 = 0 einseitige 
Ableitungen), 

5. simtliche Ableitungen von v,(9) verschwinden in 9 = 0, 0 = e. 

Wir bilden dann mit den charakteristischen Funktionen y;(t), y(t) von 
G;, G; die Funktionen 


fe (t) “i v,(0(t, 8)) ye (0) (8), fe (t) a | v.(0(t, 9)) yz (8) w (9), 


wobei € die obere t-Halbebene und (rt, 6) den hyperbolischen Abstand der 
Punkte 1, 6 bezeichnet. Die Funktionen (f; rt), ff (rt) sind dann Funktionen 


der zu Beginn von Abschnitt III genannten Art, und auf F hat man 
fr (Pp) S f(P) S fF (p)- 

Da f; (t), f2 (x) nur in GJ,— Gz, von einander abweichen, gilt nach (53) 
lim (f: — fz, 1) = 0. 


Da nun (6) mit f{, fy anstelle von / fir beliebiges « > 0 richtig ist, gilt (6) 
auch fiir f selbst. 


Wir miissen uns jetzt noch von der Voraussetzung frei machen, dab G 


in einem Kompaktum von F enthalten sein sollte. Fiir jedes H > = sei G, (H) 


diejenige Punktmenge von S, die der Punktmenge G,:1t¢G, y<H ent- 
spricht, und /,(p, H) die zugehérige charakteristische Funktion. (6) gilt dann 
mit {(p) = f,(p; H). Da (6) nach III auch mit der Funktion f(p) = 1 richtig 
ist, gilt (6) auch fiir die Funktion /(p) =/,(p;H) = 1—f,(p; 4). f.(p; A) 





an —_— — ==. 
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ist die charakteristische Funktion des Bereiches 6,(H) = §—G,(H), den 
man durch Ubertragen der Punkte t aus § mit y =H erhiilt. Ist nun G eine 


beliebige offene Punktmenge auf F und /(p) ihre charakteristische Funktion, 
so bilden wir die Mengen 


G (H) = 6 0G,(H), 6 (H) = G6 UG, (H) 


und ihre charakteristischen Funktionen f-(p; H), ft (p; H). Da G~(H) offen 
und in einem Kompaktum von F enthalten ist, gilt (6) fiir /-(p; H) anstelle 
von {(p). Ferner gilt (6) aber auch fiir /*(p; H) anstelle von /, da ja 


fh (p; H) = f-(p; A) + fe(p; A) 
ist. Aus den Relationen 


fh (p; H) < f(p) <f* (p; A), 
dim (fF (p; H) —f-(p; H),1)=0 


folgt nun die Giiltigkeit von (6) auch fiir die Funktion /(p) selbst. Damit ist 
der Beweis des Satzes auch fiir die allgemeinste Art offener Mengen erbracht. 
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Uber die erste Randwertaufgabe bei 
quasilinearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
in mehr als zwei Variablen 
Von 
Heinz Otro CorpEs aus Gottingen 


Die Frage nach der Existenz von Lésungen der ersten Randwertaufgabe 
fiir quasilineare elliptische Differentialgleichungen ist im Falle zweier unab- 
hiangiger Veranderlichen von LeRay und ScHAuDER [5] auf die Anwendung 
topologischer Resultate zuriickgefiihrt worden. Der dabei gefundene Existenz- 
satz wurde spiter unter schwacheren Voraussetzungen von L. NIRENBERG [7] 
wiederbewiesen. 

NIRENBERG erreicht dieses Ziel direkt durch Anwendung des Schauder- 
schen Fixpunktsatzes. Der wesentliche Punkt seines Verfahrens ist die Ge- 
winnung einer apriori-Hélderkonstanten fiir die ersten Ableitungen jeder zwei- 
mal stetig differenzierbaren Lésung u der linearen Differentialgleichung 
a, (x) U;, = 0, die im wesentlichen nur von den Randwerten von wu und der 
Form des zugrunde gelegten Gebietes, nicht aber insbesondere vom Stetigkeits- 
verhalten der a,;,(x) als Funktionen von zx abhingt. NIRENBERG erhilt diese 
Konstante durch ein Verfahren, welches die Quasi-Konformitat des Systems 
u,, von Funktionen (u eine Lésung von a;,u;,— 0) benutzt nebst einem 
Lemma folgenden Typs: Wenn fiir ein stetig differenzierbares v gilt / (v}+ 
+ vi) |w—a|-**dasc,a>0 und |x| <C fir alle x, eines Gebietes D, dann 
folgt fiir jedes im Innern liegende Teilgebiet die Existenz einer gleichmaBigen 
Hélderschranke zum Exponenten « fiir v, die nur von a, ¢ und der Beschaffen- 
heit von Gebiet und Teilgebiet abhingt. Im Zusammenhang mit Existenz- 
fragen bei quasilinearen Differentialgleichungen scheinen Gedanken dieser Art 
erstmalig von C. B. Morrey [6] publiziert zu sein. 

Im Fall von » unabhiangigen Veranderlichen gewinnt NIRENBERG auf 
diesem Wege zwar eine entsprechende apriori-Abschatzung [1], jedoch tritt 
die in 'iesem Zusammenhang entscheidende Unabhingigkeit vom Stetigkeits- 
verhalten der a;,(2) jetzt nicht mehr auf, so daB mit ihr der von NIRENBERG 
fiir n = 2 benutzte Weg nicht mehr gangbar ist. 

In vorliegender Arbeit greife ich den Gedanken der Zuriickfiihrung von 
Holderstetigkeitsaussagen auf Beschrinktheitsaussagen fiir gewisse Integrale 
im Quadratmittel auf, jedoch ohne eine Zuriickspielung auf quasikonforme 
Abbildungen oder deren Verallgemeinerungen vorzunehmen, und auf eine 
etwas andere Weise. Es ist méglich, fiir beliebige quadratisch integrable 
Funktionen v(x) die Hdélderstetigkeit und die Gewinnung gleichmibBiger 
Hélderkonstanten auf den Nachweis der gleichmaBigen Beschrinktheit von 
f (e(%) — v(x9))* |z — 29|-"~**d x zuriickzufiihren (vgl. § 1). Eine Aussage iiber 
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die Hélderstetigkeit der ersten Ableitungen von v ist aus der Kenntnis einer 
Majoranten des entsprechenden Integrals tiber den Reihenrest der bei den 
Gliedern erster Ordnung abgebrochenen Taylorentwicklung von v méglich. 

Diese Bemerkungen und einige scharfe Abschitzungen von /{ u*r2~*dx 
und f w?rdzx durch f (a;,%),;,)*7***dz, die bis zum Rande Giiltigkeit haben 
und die durch Verschirfung gewisser von E. Hernz [3] zur Behandlung ge- 
wisser Fragen beim Cauchyschen Anfangswertproblem benutzten Ab- 
schitzungen gewonnen werden, gestatten es, die Unabhingigkeit vom Stetig- 
keitsmodul der a, , (x) und damit den Existenzbeweis fiir die Lésungen der ersten 
Randwertaufgabe bei quasilinearen Gleichungen auch im Falle von mehr als 
zwei Verianderlichen zu erzielen. Allerdings benétigen wir dabei fiir die Matrix 
((a;,)) eine die Bedingung der Elliptizitét verschairfende sog. Kegelbedingung, 
die im Falle n = 2 gerade mit der gewéhnlichen Elliptizitatsforderung iiber- 
einstimmt, mit wachsender Variablenzahl n aber eine mehr und mehr ein- 
schneidende Forderung darstellt (vgl. § 4). Es hat den Anschein, als ob diese 
Forderung weniger durch die Grenzen der Richtigkeit der Existenzaussage, 
als vielmehr durch die zu ihrer Herleitung benutzten quadratischen Ab- 
schitzungen impliziert wirde. Eine analog durchgefiihrte Abschiitzung mit 
dem Exponenten eins bzw. 1 + ¢ (e klein) scheint aus einem gewissen Aspekt 
heraus mehr Aussicht darauf zu haben, eine Existenzaussage zu liefern, die 
nur mit der Forderung der Elliptizitaét allein auskommt. Jedoch ist mir z. Z. 
noch nicht bekannt, ob derartige Abschaitzungen mit entsprechend scharfen 
Konstanten mdglich sind. Uber weitere Einzelheiten zu den oben angedeuteten 
Aussagen vergleiche man den § 4: Problemstellung. 

Die Paragraphen 1, 2, 3 entwickeln im einzelnen die spiter benédtigten 
Hilfsmittel, insbesondere die Verbindung zwischen Hélderstetigkeit und Inte- 
gralbeschrinktheit (§ 1) und die erwihnten Abschitzungen von [ u®r*~*dx 
und f u? r*dx durch f{ (a;, %);,)*r***dx (§§ 2,3). In den §§ 5—8 erfolgt dann 
die Herleitung der entscheidenden Abschitzung, bei der die Kegelbedingungen 
eingehen. 

Es sei bemerkt, da8 wir auBer ganz elementarem Riistzeug nichts voraus- 
setzen, als allein die Richtigkeit des Schauderschen Fixpunktsatzes und den 
Existenzsatz fiir die Lésung der ersten Randwertaufgabe bei linearen Glei- 
chungen, wie er in der bekannten Arbeit von ScHaupeEr [9] formuliert und 
bewiesen ist. 

In einer weiteren Arbeit hoffe ich darzutun, daB auch der erwaihnte Schau- 
dersche Existenzsatz fiir lineare Gleichungen unmittelbar mit denselbe: 
Mitteln und nach derselben Methode gewonnen werden kann, und zwar nict 
nur fiir die erste Randwertaufgabe, sondern auch fiir die zweite und dritt. 
(es handelt sich dabei im wesentlichen nur um die Gewinnung von a priori- 
Hélder-Abschatzungen auch fiir die zweiten Ableitungen, wobei aber die Ab- 
schaitzungskonstanten jetzt vom Stetigkeitsverhalten der a,, abhangen diirfen). 
Ferner erscheint es mir dann méglich, auf entsprechende Weise auch Existenz- 
sitze fiir héhere Randwertaufgaben bei quasilinearen Differentialgleichungen 
zu beweisen. 











Hetnz Ortro Corpes: 


§ 1. Holderstetigkeit und Beschranktheit von { u?r«dx 


Die Funktion u(z) sei in dem n-dimensionalen, beschrinkten Bereich D 
e~klart. Wir wollen eine Beziehung herleiten zwischen der Hoélderstetigkeit 


~ : (w(x) — u (x9)? . 
von u(x) und der Beschrinktheit des Integrals lz —a,im+2a dx. Zunichst 
definieren wir etwas abweichend vom iiblichen Sprachgebrauch als Hélder- 


konstante H, ,= H,,,(u; D) der Funktion u(x) im Bereich D und zum Ex- 
ponenten «: 


H,s= sup = {|u(z!)—u(z*)| |2' — 2*|-9}. 
a+ 2*;2',2°€D 
|jz'—2*| $6 

56 > 0 sei dabei fest vorgegeben. Wenn wir u(x) in D gleichmaBig «-hdélder- 
stetig nennen, sobald H, ,< co ist, so ist diese Definition bei gleichmaBig 
beschrinkten Funktionen oder auch bei nicht zu ausgearteten Bereichen D 
aquivalent zur iiblichen Definition der gleichmaBigen «-Hélderstetigkeit, 
nur ist die iibliche Hélderkonstante H,(u,D) durch eine im allgemeinen 
kleinere, aber in unserm Zusammenhang iibersichtlicher zu handhabende 
Konstante ersetzt. Zum Beispiel kénnen wir mit H, , leicht folgenden Satz 
aussprechen : 

Hilfssatz: Der Bereich D mége in einem Gebiet D, eingebettet sein, in welchem 
u(x) auch noch erklirt sein mége. Der Abstand des Bereiches D vom Rande 
des Gebietes D, sei d > 0. 

Behauptung: Wenn fiir ein 6 < d und ein a > 0 gilt 


(u(x) — u(x»)? 
lz — xi"* 2% 


dx<q(6) 


|z—2| <5 
gleichmdfig fiir alle x,¢ D, so ist u(x) in D gleichméafig hélderstetig mit einer 
Hélderkonstanten H, ,(u; D), fiir die gilt 
(1.1) H,.< 2*41/n qd) w! 
‘a, sei die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel) . 


Bemerkung: Die Behauptung gilt auch noch fiir H, ,= S(d), den Stetigkeits- 
modul von u(x), d. h. aus 


\a — 2" 
|z—2| <4 
folgt 
(1.1 a) S(6) < 2"**1/nq(6) @,'. 
Beweis'): Fiir beliebiges z'= (x}, ..., 2), 27= (z?,..., 2) aus D und z aus 


D, mit |z!— 2*| < dgilt: (u(2')—u(z*))*< 2 (u(x)—u(z"))? + 2(u(x)—u(z*))*. 


1) Der kleine Kunstgriff dieses Beweises entstammt dem Beweis eines Lemmas von 
NIRENBERG [7], S. 110. NireNBERG beweist dort damit die Beschranktheit von Has 
durch f(u?,+ uf,)r—2* da dy im Falle n = 2. 
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Fay diese Ungleichung iiber die Kugel 8: la —=£+* \<4 s — |2!— 24: 
“P (u (a) — worse [leader [ (u(x)—u(2*)P*dr< 





1 
— Wn 
n 


— xr—ginree ja — ztin+ se 


<2|x Rape dz +2|zt—asnt2e [ (u(x) — wz) g 
Daraus: R 
ju (x) — u(x*)} \2 417” (u(x) — u(zx))* 
(MER SE )t Sore f lea ge + 
ja—z'|56 
4 grea (u(x) — u(x*))* 


®n lz — x n+2a 
|jz—2"| <6 


also H, 5 < 2"**! /nq(6) @,} , w.z.b.w. 
A fortiori kénnen wir aus einer Abschitzung der Form 


(u(x) — u(xq) — (x4 — 2} )m),(2))* 


aambsasndiinal dz < q,(4), a20,d6>0,2,¢D 


\a — 2 » mt+2+2a 





dz S 2"*2 njw, q(d) , 


|z— 2%] $6 
die gleichmaBige Hélderstetigkeit der ersten partiellen Ableitungen uw; in D 
herleiten. Wir kiirzen dabei ab u,,= du/dz,; tiber doppelt vorkommende 
Indios werde summiert, also z. B. sei (x; — x})u, geschrieben fir 


Se —x})0u/Ox,;= (x — 2», grad u). Es gilt der 


' Hilfssatz: Uber D, D, und d mégen die Voraussetzungen des ersten Hilfs- 
satzes erfiillt sein. u,= du/dz;,,i=1,..., n, existiere fiir x, aus D. 
Behauptung: Wenn fiir ein 6 < d ond on a > 0 gilt 
(u(x) — u(x) — (x — x ) %, ; (%9))* 


jz — el jn+e+2a 


dz < q,(6) 








|z—2%| <4 
gleichmdfig fiir alle x,¢.D, dann ist w;(x) in D gleichmdfig hélderstetig und es 
gilt fiir die Hélderkonstante 





Hay Hs(u;D)—= sup] Swale) — wary] "24 
of" mes” | 
die Abschitzung 
am Hi,5 < 2"?+? n(n + 2) q, (6) wy 
z+ 2? 





ym (BBs + +o Bd? 
f (w(a) — w(2*) — (2,— 2}) u ,(2t))¢d + 
7 + f (u(2)—u (a4) — (a, — af) u (at) 2 


Beweis: Wir haben diesmal mit x= 


2 1/2 f (u(2) + (2 — a} ) w(x?) — w(x®) — (2? — a?) uw, (x*) + 
+ (x,— af) (u,,(2") — u,,(2*)))? dx 
a hat + (2? ra u,; (2!) — w(x*) — (2? — a?) w,(x*))? dx + 


a 


- + @q [n(n + 2)]- tea — (ue (2) — 4, (2*))* > 
> w,, [n(n + 2)}- 1 2-*- a A" 8(u, (a) — uf)? 
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Hierbei wurde benutzt, daB { (x,— 2?) dx=0, wie auch { (x,— 29) (x,—2}) dz 
R R 
= 0,1 + k, gilt. Es ergibt sich genau wie beim ersten Hilfssatz: 


[(me (a?) — wa(z*))*}* 
| zie z\¢ 

Auch hier gilt der 

Zusaiz: Die behauptete Ungleichung gilt sinngemaéB auch fiir « = 0, wo die 
Hoélderkonstante H’,,(u; D) in den Stetigkeitsmodul S’ (6) der Vektorfunktion 
u),(x) im Bereich D iibergeht. 

Wir kénnen auch fiir die zweiten Ableitungen u,;,(z) und augenscheinlich 
fiir alle héheren Ableitungen entsprechende Relationen herleiten, jedoch er- 
geben sich dabei etwas andere Formeln. Wieder wird, wenn wir 





< 2"2+2 n(n + 2) q,(6)@,1, w.z.b.w. 





J (tex) xy) — (4 2) (2) — 9p (2D) (ty — 2B) yx (2) d= 1 (2,2) 
R 


setzen : 


I(x, x!) + I(x, x?) 
= 1/8 f ((%— #2) (x, — 2p) (u gy (x) — uw ,,(2*)) + P(x — 2,))? dz, 


wobei P(x — 2) = po; (x; — x8) + p, ein Polynom ersten Grades in den 
(x, — x®) ist mit gewissen, von der Integrationsvariablen unabhangigen Koeffi- 
zienten. Jedoch sind die beiden in den Absolutstrichen auftretenden Terme 
jetzt nicht mehr orthogonal, es folgt vielmehr: 


I(x, x1) + I(x, x?) 
= V/8(uy¢, (2) — mye (2*)) (wy (2") — wy, (2?) x 
x f (oe — D(a, — A) im — BD (=, — Mh as + 


+ 1/8 f (os x — %4))*dx + 1/8 py coq/n [zt — xt" 2-" + 
gr 
+ 1/4 (mg 5 (2) — Myce (2)) Pr == 2) ja? — 28|*+2 2-9-8. 
Nun ist die n? x n®-Matrix Z;,,;, = { (2%; — 2?) (x;— 29) (x, — xf) (a, — 2?) dx 
& 
(« &k vorderer, j/ hinterer Index) im Raum der symmetrischen n x n-Matrizen 
Cj, positiv definit, denn es folgt far beliebige Konstanten c;, mit c,, 
= Cyi,tk = l, oo oy MR, sofort 
DD Zin sr Cin Oye = Sf (ein (a; — 22) (a, — af) P dx > 
ij,kl=1 R 
und ,,=“‘ dann und nur dann, wenn das Polynom ¢; ; x; x, identisch verschwindet, 
d.h. wenn c,, = 0, i,k =1,...,n gilt. Bei Betrachtung des Verhaltens der 


Zx,;; unter Einwirkung einer Ahnlichkeitstransformation z’ = 9 x bemerkt 
man, daB gelten muB 


Zin, it Cie Cp SM |Zt — 2*|"** cP, 
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mit einem nur von n abhingigen a,. Folglich ist 


(wiz (z*) — wie (z*))* 
jz" a ee 





S 8 a5 |x! — at[-m--28 (I(x, 23) + I(x, 2%) + 
+ 2-*-4 [a, n(n + 2)}* a, [at — 2-2 x 


x {AGED aE , 9 (mailer — waco) Bret e 
jai — x24 2Va+ 2 lat — a? 








ve A cms 2))\2 
S 16.05% 44(6) + 2-*4, [ay (n-+ 28} AMI Sete 
sofern jetzt die zu den Bedingungen der ersten beiden Hilfssiitze analoge 
Forderung 


[ (ua) — u(x») — (x; — 2?) uw; (9) — = (x, — x?) (a, — af) u inl) x 

r—2| <6 
x iz — xe\**** > 92 (9) 
fiir x, ¢ D gestellt wird. 

Ersichtlich ist also die Hélderkonstante H;’ , der zweiten Ableitungen von u 
auf diese Weise durch q, (6) und die Hélderkonstante H, ,(4 u; D)der Funktion 
Au abgeschitzt, jedoch ergibt sich nicht mehr eine Abschitzung durch q, (4) 
allein. , 

Wir werden die beiden Ungleichungen (1.1) und (1.2) spiiter wesentlich 
verwenden, jedoch nicht die Ungleichung (1.3). 

Wir bemerken endlich, daB umgekehrt aus der Existenz von H, , nur die 
(u(x) — u(z,))* 

z=— Zo n+2a’ 


gleichmaBige Beschranktheit von 

2-254 
Daher ist die Existenz einer Rauieunen q(6) mit den im ersten Hilfssatz 
geforderten Eigenschaften zwar aquivalent mit der Forderung der gleich- 
maBigen Hélderstetigkeit, jedoch nur qualitativ (ohne Anschauung der «). 
Bei der Betrachtung der « ist ersteres schirfer. Entsprechendes gilt fiir die 
Aussagen der Ungleichungen (1.2) und (1.3). 


dx fir a’ <a folgt. 


§ 2. Herleitung einiger Integralidentititen 


Zum Zwecke spiiteren Gebrauchs stellen wir in diesem Paragraphen einige 
Identitaéten zusammen, die sich simtlich elementar mit Hilfe partieller Inte- 
gration herleiten lassen. Die Gebietsintegrale seien dabei stets bei 2 = 0 im 
uneigentlichen Sinne existent’). 

B sei irgendein Bereich mit der zweimal hélderstetig differenzierbaren 
Berandung J. Die Funktion u(x) sei in B zweimal stetig differenzierbar. 

Behauptung: 
| wire dax + | uAuredx— aaa wt. 
(2.1’) B é B 
= fuw,r*do—§fwr-'n,do. 
r r 


[ wre 2dx 


*) Vorausgesetzt, daB B den Nullpunkt im Innern oder als Randpunkt enthalt. 
Math. Ann. 131 20 
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Darin sei u,, der Differentialquotient von u in Richtung der auBeren Nor- 
malen und wu, sei als Abkiirzung fiir = geschrieben; tiber doppelt vor- 


kommende Indizes mége summiert werden von | bis n (also bedeutet auch 


m 
z. B. u?; soviel wie S* u?;). « sei beliebig reell. 
i=1 
Zum Beweis obiger Identitaét geniigt die Bemerkung, daB 4 u?= 2 uF; + 
+2uAu und daB A(r*) = «(a + n— 2) r*~* gilt,.man folgert daraus die 
Formel durch die partielle Integration 


f A(u*) r*¥dx = f w®A(r*) dx + f ((u®) ,r*—u®(r*),) do. 
B B r 


Ferner gilt: 
f (Aude — fuiyrtttde— 
B B 
— a(x +2) fuprrda + (a+ 2)(a+n—1) fuirtde 
(2.2’) B i 
= f ww, r7**do— f w,w,,7** *do— 
& r 


— (a+ 2) f (u,w,— uf-r,) r***do. 
r 


Beweis: Man bemerke, daB fiir dreimal stetig differenzierbare u(x) gilt: 
(A u??— (uf; x.) - (Uy ¢%x))ex — A (uj) - 
Es folgt eed’ | ((A u)? — uf,,) r**+2dax ws ((r4y¢%yx)jcx — (Uf )ex) P**2 dx 
=f (mj Mx) (7***)icn— Uf (7***)inx) dae + 
+ f (uy; Myx))¢ ¥er**2%do mr | (uz), r***do — 


—f MU, Uy, (7***), do + f uf (r***), do. 
Wegen “i J 
(r**+?) c= (& + 2) r*6,, + a(x + 2) r*-* 2,2, 
ergibt sich danach: 
f ((4 u)® — (uf, ,)) r**2# da = — (a + 2) (x +n— 1) f uP; r*d x + 
+ a(a + 2) f uf, dat f meempr**8do— f uous, 1***do— 


— (a+ 2) f w,u,r**1do+ (a + 2) f uf r*+4n, do. 
r Pr 


Da in der so fiir dreimal stetig differenzierbaren, hergeleiteten Formel u(x) 
keine dritten Ableitungen mehr auftreten, ist es leicht, dieselbe durch Grenz- 
tibergang auch fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen als giiltig nach- 
zuweisen. 

Wir werden die beiden Formeln (2.1’) und (2.2') nur fiir Kugelbereiche 
|z| <r, und nur fiir nebst Normalableitung auf |x| =r, verschwindende 
Funktionen u(x) benétigen, jedoch brauchen wir sie auch fiir solche u, die 
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stetig differenzierbar auf B sind und deren 2. Ableitungen noch stiickweise 
stetig sind, d. h. stetig sind bis auf endlich viele Sprungstellen lings gewisser 
zweimal stetig differenzierbarer Hyperflichen*) J’, in B. Fiir soleche Funk- 
tionen ergeben sich (2.1’) und (2.2’) auf folgendem Wege: Alle oben gemachten 
Schliisse kénnen zunichst wiederholt werden, jedoch treten neben den bis- 
herigen Randintegralen iiber J’ noch die entsprechenden Integrale iiber jede 
der Flichen von J), genommen auf, und zwar jeweils mit entgegengesetztem 
Vorzeichen an beiden Seiten der Fliche genommen. Zu zeigen ist, daB diese 
zusitzlichen Randintegrale stets verschwinden. Zunichst haben wegen der 
Stetigkeit bis zu den ersten Ableitungen hinauf alle solchen Randintegral- 
differenzen bei der Formel (2.1’) den Wert Null (es treten ja keine zweiten 
Ableitungen in den Randintegralen auf), bei der Formel (2.2’) dagegen erhilt 
man Ausdriicke der Form 


Fj ((tj¢4)+ — (Mjes)-) H, 77+? do J U4 ((Me,)+ — (Uje,)-) 17+? do. 


Das Verschwinden dieser Terme ist z. B. folgendermaBen einzusehen: Man 
denke sich in irgendeinem Punkt x, von J’,, der nicht auf zwei Flichen von 
I'+ I, gleichzeitig liegt, die Tangentialebene an J, gelegt und (0.B.d.A.) 
durch eine lineare orthogonale Transformation der unabhangigen Variablen x 
diese zur Ebene z,= 0 und den Punkt x, zum Nullpunkt gemacht. Es geht als- 
dann 0/dv in + 0/@x, tiber. Nach Voraussetzung ist wu, stetig auch in einer 
ganzen Umgebung von x=0. 2’=(2j,0,...,0, 2,0,...,0), &+ 1, mit 
x, > 0 sei ein weiterer Punkt auf J,, der nahe genug an Null gelegen ist. Es 
kann x’ von Null aus auf zwei verschiedenen Wegen erreicht werden (wir 
bezeichnen sie mit €, und €,), von denen je einer in jeder der Stetigkeits- 
teilumgebungen von Null fiir die zweite Ableitung gelegen ist, also /\, aufer 


in Null und in 2’ nirgends trifft. Seic’ = sup = *\ (c’ ist sicher- 
| S| ” 
(2,0...0, 2 ,0,...0) € rr, 

lich endlich) und sei c = 2c’. 

Definiere: 
€,:1) a=-:-=2,=0,0< 2,< a2; 2) 2,=c 72,05 4 < 4%, z= 0,7 +1,k; 

3) z= % 2;=0,7+1,k, eS 45.0 2. 
€,:1) 4=---=2,=0,—c2zZ%< 24,50; 2)4,=——c2Z%,0< 45 %, 

2;,= 0,7 + 1,k; 


3) m= %, 2;,= 0, 7 +1, k, —c zs as 2}. 
Jede der Kurven sei von 0 nach 2’ orientiert. Dann folgt, da wu, auch auf 
I’, stetig ist, 


uw ,(2’)— wt) — | dem [284 ae, 


8) Selbstverstandlich kénnen auch Sprungstellen es 2mal stetig differenzierbarer 
Mannigfaltigkeiten der Dimension < » — 1 zugelassen werden. Da diese jedoch bei den 
durchgefiihrten partiellen Integrationen keine Randintegrale ergeben, sind fiir uns nur 
die Hyperflachen (Flachen der Dimension n — 1) wesentlich, und wir werden uns daher 
auf die Betrachtung dieser beschranken. 


20* 
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Dividiere diese Relation durch 2, und beriicksichtige, daB die Linge der 
jeweils ersten und letzten Geradenstiicke, aus denen ©, besteht, = O(2,?) ist, 
dann ergibt sich: 


zk 
Hz | ale xj2, 0, .. ., 0, ty, 0, .. . 0) — wyg(—e 24%, 0, ..., 0, ty, 0,..., 0) dt, 
0 


= O(2}). 
Bei Grenziibergang x, 0 folgt daraus sofort u,,,(0) = %,,-(0). Da dies 
fir alle i=1,...,n, k=2,...,n richtig ist, kann bei z = 0 héchstens die 
doppelte Normalableitung u,,,= u,,, mdglicherweise unstetig werden. Be- 
ricksichtigt man dies, so vereinfacht sich die oben angegebene Randintegral- 
differenz iiber J), zu 


f ((&) y+) = (uw) »»-)) UW, yearn d oe f u v ((u,)5 es (u),,)-) gate d o= 0 
rT, I, 
w.z.b.w. 

Wir bezeichnen den Raum aller stetig differenzierbaren Funktionen u mit 
stiickweise stetigen zweiten Ableitungen mit Cf} und fixieren dieses Resultat in 
folgendem 

Hilfssatz: w(x) sei in |x| <r, erklart und aus C3, und es sei u(x) =0 fiir 
r =f. Dann gelten die beiden Formeln: 


(2.1) furdes [udurde—St— [wr 2dz=0 
TSt TS TSt 
f (4 up rt? da— f ui, rtt? dx— 
, —a(a+ 2) fu? rtdx+ (a+ 2)(a+n—1) f ui r*dzx=0. 
rst TST 


Der Beweis ist nach obigem evident. 
Wir machen ferner einen fiir die Anwendung spiter wichtigen Zusatz: Im 
Falle « =—n erhalten wir: 


f (Auf P-*dz— fuiyr-*dx — 
TSfe rsh 
(2.2a) —(n— 2) f (n uz — u?,) r-"dax 
rSfe 


— —2 
» = the ~*) w,, uz (0) . 


Das Integral der zweiten Zeile ist dabei als Cauchyscher Hauptwert aufzufassen, 
d.h. f = lim /f . Beweis evident. 
TST e—0 esrste 

Jetzt sei k(r) eine in 0 < r <r, stetig differenzierbare, in 0 < r < ry, zwei- 
mal stetig differenzierbare Funktion, fiir die gilt k(r,)=k'(r,)=0. Wir 
wiederholen die beiden Herleitungsprozesse dieses Paragraphen, indem wir 
iiberall r* baw. r**? durch k(r) mit k(r) ~ 1’, y’ > 2 —n, ersetzen. Insofern 
ergibt sich dabei eine Vereinfachung, als wir nicht auf die Randintegale /{ 


T=. 





er 


te 
t). 
lie 


il. 


ir 
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zu achten brauchen, da diese verschwinden miissen. Es folgt in analoger 
Weise: 
(2.3’) ni ui k(r)dx+ f uAuk(r)dx—1/2 f ut A(k(r))dx=0 


und i "es 
f[ (Aupk(r)dxz— f ui k(r)dx 
rst rst 
= J (ui u,,(k (r)),;, — uz A(k(r))) dx 


jeweils fiir zweimal i differenzierbares u(x), das aber nicht am Rande 
verschwinden zu braucht. Genau wie friiher kann die Richtigkeit dieser 
Formeln auch fiir Funktionen u(x) ¢ C3 gezeigt werden. Aus diesen beiden 
Identitaéten entnehmen wir die folgenden Abschitzungen : 

a) In (2.3’) setze k(r) = (r>— r)'*7 17’, y > 0, y'> 2—n. 
Dann ist 

Sf W(rg—rptrr’ dese’ f (Au (r,—rty re’ t2dae+ 
(2.3) TSte TS 
+c(e’, y, y',%) f wWirg—ry-in’-*dz 
Ste 

mit einer Konstanten c(e’, y, y’, ro), die nur von den eingeklammerten Werten 
abhiangt. 

b) In (2.4’) trage entsprechend ein: k(r) = (r, —r)®*” 17” *?, y >0,y'>2— 
Es folgt 
| Sf ((uPix) — (4-u)*) (r9— Ptr rt? dais 
2.4) — 
Scly,y',%) f uk(ro—rp tyr’ dz. 

rst 

§ 3. Absehiitzung von { u®r*-? dx dureh /{ (Au)? r*** dx 

Es soll folgende Ungleichung bewiesen werden : 
(3.1) (Ps 7 er = a)uy dzs fi u)* r*+2dz. 

rst Tat 

Voraussetzungen dazu (a): u(x) sei in |z| <r, erklart und ¢ Cf, es gelte 
u=w,=0 fiir |x| = 19. Beide Integrale und /[(ur}(**"-®)?, r?-"dx mégen 
existieren. 

—V,, sei der Beltramische Operator auf der n-Kugel, so da8 also gilt: 

n@ a ip. 1 
A = ri- ie GOB career =a V_=V,—- ~V,. 

Der Beweis von (3.1) verlauft iiber folgende Tm 


[1A u) r**2da=  lnieaattltenalaied [ Aa, r8-* de + 
. a* + (» — 3)° . (n—2)? _ a*) ,\? mn 
(3.2) + —— [a r- one i (|". + = —4]?) r"d2+ 


B 
+f (2, Zipp — 215 Zep My) TA a APY 
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und dabei seien R weitere Randintegrale iiber J’, in denen nur < erste Ab- 
a+n— 


2 
leitungen von z auftreten; ferner ist dabei z = ur gesetzt und der 
Differentialoperator A definiert durch 

f\AuPtdo= fup,udo= f (ui — uf) do.) 


r=T. rT=f. r=, 





u sei in B zweimal stetig differenzierbar und iiber B und J" seien dieselben 
Voraussetzungen wie am Anfang von § 2 gefordert. Setzen wir die Richtigkeit 
dieser Formel voraus, dann ist daraus wie in § 2 wiederum die Giiltigkeit der 
Identitaét (3.2) auch fiir wu ¢ Cf, das obigen Voraussetzungen geniigt, zu er- 
schlieBen: Denn in den angefiihrten Randintegralen heben sich wiederum die 
Terme mit z),, heraus. z besitzt fiir z+ 0 dieselben Differenzierbarkeitseigen- 
schaften wie u, also fallen alle Randintegrale iiber die Unstetigkeitsflichen I’, 
fort. Somit gilt fir uw ¢ C} mit den Voraussetzungen (a) die Identitat: 


f (4upPrtdz= f (rz, r-"dx 


TSro TST 
2 —2)2 
ein +2 [ldate-ede + SEE [Renae 
TST rSt 





+ J (ve+*3*-4 u) td. 
Tst, 


Aus dieser ergibt sich unmittelbar (3.1)5). Wir benutzen (3.1), um daraus die 
folgenden beiden wichtigen Abschitzungen herzuleiten: Unter den Vor- 
aussetzungen (a) gilt: 


(3.3) , Min ((0 +*5*)-4) 





[eras [4 ul r*+2 da, 


TSth TSh 





Min (t+ — 





(4 ul? + a a u*) r*-2dx 








a 2 4 
(3.4) 1=0,1,2,... OA 
Ss f (4upr*?dz. 
Tst 


Diese Abschatzungen ergeben sich unmittelbar aus der Tatsache, daB der auf 
der Kugel |x| = 1 erklairte Operator 7, im Raum 9, aller u € C} ein diskretes 
Spektrum besitzt und daB seine Punkteigenwerte genau mit den Zahlen 
(il + n—2),1=0,1,2,... tibereinstimmen, zu denen alle Kugelfunktionen 
der Ordnung / und der Dimension n als Eigenfunktionen gehéren, mit andern 
Worten aus der Vollstindigkeit des orthonormierten Systems der Kugel- 
funktionen. Es geniigt daher, um die Betrachtungen dieses Paragraphen zu 





*) Man denke sich durch irgendeine zusiatzliche Vorschrift diese Definition von A in 
passender Weise eindeutig gemacht. (Au, Av), welches wir allein benétigen, ist auch durch 
obige Angaben eindeutig bestimmt. 

5) Insbesondere ist aus dieser Art der Herleitung zu erkennen: Die Ungleichung (3.1) 
ist scharf. Es gilt immer das <-Zeichen auBer im Falle u =0. Man, erkennt dab ‘ 
auch die nachfolgenden Abschatzungen (3.3) und (3.4) nicht verbessert werden kénnen. 


i 
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vollenden, die Richtigkeit von Identitat (3.2) fiir zweimal stetig differenzierbare 


a+n-2 


Funktionen u(x), die bei Null der Beziehung u = 0 (-- — geniigen , 
nachzuweisen. 
Beweis von Identitat (3.2): 








_atn—2 
Wir substituieren u = zr 2 =2r*. Es wird: 
£5 n—2 9 
Au=r " Az—(a+n—2)z,1r?- 1+. #5 y zrP-3, 
aN — 9)? — a? 
r2 Au=A-*2 (6 2,)),— a8 2, —9-8[7, + = * : rE 


r=+2(4 u)? 
= r®-" (rz) + a2 22" 2h + 9 (|v. + 
oF | 


(n—2)?—a? 
ya 





2) — art" ((rz,)*)\,+ 


+2ari- *2in|[Ve + —2ri- * (raihe|Pe 42-7 "|e 
Jetzt werde /{ (4 u)*r*+*dx gebildet und durch partielle Integration der 
B 


letzten drei Terme dafiir gesorgt, daB in allen Integralen iiber B nur Quadrate 
von z und dessen Ableitungen auftreten. Zuniachst mégen die Randintegrale 
betrachtet werden. Offenbar treten Randintegrale mit zweiten Ableitungen 
nur auf bei der Umformung des Termes 


I,=—2f (r 2,)\7V,2r-"de. 
B 


Um diese zu bestimmen, betrachten wir 


I,=2f (r2)\- Azr"dz. 
B 


Fir dreimal stetig differenzierbares z folgt: 
I,=— af (r3-* (1 2),):)\4 2 2 + 2 f (r 2),)\p 2, 7°" do. 
Ferner liefert bei der weiteren Umformung des ersten Termes noch die par- 
tielle Integration von —2 { r°-"(rz,),,2,,d2 nach r das Randintegral 
—2 fr" (rz,), 2; 7), do. intents treten bei Umformung von /, als 
Renticemels mit zweiten Ableitungen nur auf 
P=—2f (2, - 25 Tp — Zire Zp)" do. 
Aber es ist . 
I,=1,—2 [ (r Zine (ir + a=" a) r-dz, 
B 


und bei der Umformung des zweiten Termes treten gar keine Randglieder 
mit zweiten Ableitungen auf. Also sind die Randglieder die einzigen in der 
endgiiltigen Formel vorkommenden Randglieder, die zweite Ableitungen ent- 
halten. Nachdem dies einmal erkannt ist, bestimmen wir die Integrale iiber 
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den Bereich B so: 

I,=—a f r-*(rz,)2d2 = Randintegral. 
B 

Ig= 2a | 2,(V,z+ 
i 


(n—2)*— at 


— 2) ri-ndaz 





=o [ (ua 2|*)\. + ey (2)-) ri-" da + Randintegral = Randintegral. 


B 
Iy=—2 f (r2,),,V_2r-da— P= F=f (ra,),,20-* dz 
b B 


= Randintegral—2 [ ,,7y2r-*de—S— T= | 4,,2r0* de 
B 


(n — 2)? — a® 


= Randintegral — 2 / ((A z),,, Az) ?-"dx—— 3 [ eerzrmde 
B 


need sa 


. ( a? 
= Randintegral — [ (iA z|? + ; “ a) a dz+ 
B 


— 3 — of 
+2 (\d42,2+°-7F—* 


B 


23) r-ndz 


— 9)? — g? \ 
(n S 2 - z*) re-"dz. 


= Randintegral + 2/ (\4 2,[* + 4 - 


Man bemerke dabei insbesondere, daB die Existenz der Integrale ausreicht, 
um das Verschwinden aller Randintegrale fiir den eventuellen Randpunkt 
x= 0 zu gewihrleisten. Alle auftretenden Randintegrale laufen daher nur 
iiber J. Durch Zusammenfassen aller dieser Formeln ergibt sich die gefragte 
Identitat (3.2); man hat nur zu bemerken, da alle Randglieder ver- 


schwinden, sobald u = . = 0 fiir x «I gefordert wird. 


cv 


§ 4. Randwertaufgaben fiir quasilineare, elliptische Differentialgleichungen und 
Fixpunktsatz; Problemstellung 
Sei vorgelegt die quasilineare, elliptische Differentialgleichung : 


n 
I Dd 4;,(2, u, w,;) u,, = 0. 
ik=1 

Voraussetzungen: Es sei a;, fiir x ¢ D, —co <u, wu, < + co erklart und 
4-hélderstetig und fiir x ¢ D, |u|, |x; ;| < k, gelte jeweils eine gleichmaBige Hélder- 
konstante zum Exponenten 4 > 0 in allen 2n+ 1 Variablen 2z,, u, u,,; i,j 
= 1,...,. D sei ein beschrinkter Bereich des (z,, . . ., x,)-Raumes, der von 
endlich vielen zweimal o-hélderstetig differenzierbaren, geschlossenen, doppel- 
punktfreien Hyperflachen /” berandet wird, welche sich weder durchdringen 

noch beriihren. Es gelte o > A. 
Wir fragen nach Lésungen von (1), die auf J’ vorgegebene Randwerte ¢ 
annehmen. Von den beiden in der Einleitung fiir n = 2 erwihnten Methoden 
[5, 7] benutzen wir die folgende, auf NrRENBERG zuriickgehende: 





d 


id 


ym 


]. 


< 


on 
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Sei C,, ,,,0< y < 1, der Banachraum aller fiir z ¢ D m-mal y-hélderstetig 
differenzierbaren u (2) mit®) 


|] %¢] m +> = Max [ |u|, |uy,,|, |te¢,é41 > © © 8 |e, ++, al} + Max A, (wij, ...4,.) 
ig= Aeon i= Len 
? geD ? 2D 
und ferner C},, , der entsprechende Banachraum fiir Funktionen ¢, die auf 
erklart sind, mit einem Betrag | ¢|;,,,, der analog wie oben gebildet sei’) 
(nachdem zuvor J" in passender Weise durch endlich viele offene Mengen U, 
iiberdeckt wurde und alsdann jedes U,; auf ein Koordinatensystem bezogen 
wurde, werde Cd he wie oben und alsdann | ¢||,, ,,,= Max lol 7 erklart). 


Fir y=0 mége erklart sein |w/,, = Max [|u|, |u|, ..-,|ws,...4,|] und 
entsprechend | q|;,; C,, bzw. C), seien die Raume aller stetigen Funktionen 
auf D bzw. I’ mit obigen Normen. Ersichtlich lat sich tibrigens |u|, wie 
auch |p|; auch fir den in § 2 definierten Funktionenraum C} definieren. 

Zu irgendeinem fest vorgegebenen g €C;,, werde erklirt die Trans- 
formation Z(z) von C, , , in sich: Z(z) sei die (eindeutig bestimmte) Lésung von 


a;, (2, 2, 2,;) Zi, = 9, zeD, Z= 9, rel. 


Wenn die Differentialgleichung (1) fiir jede Wahl von z(z) elliptisch voraus- 
gesetzt wird, so ergibt sich gemaB den Saitzen von J. ScHauDER [9] die Existenz 
von Z und die Apriori-abschitzung 


(4.1) |Ze+e SC(l2hi+,) lee. fiir jedes festeO <1 <Ay. 


Die Abhingigkeit der Abschitzungskonstante c (|/z|,.,) von |z\,,, kommt 
dadurch zustande, daB in der Schauderschen Abschitzung die Hélderkonstante 
der a,, wesentlich eingeht. Zur Gewinnung einer Lésung des Randwert- 
problems zu (I) versuchen wir auf den Operator Z(z) den Schauderschen 
Fixpunktsatz anzuwenden: 

Wenn eine stetige Transformation Z(z) eine Kugel ||z\|,,, << ¢ in eine 
kompakte Untermannigfaltigkeit ihrer selbst transformiert, so besitzt sie einen 
Fixpunkt z, mit Z(z») = zp. 

Ein Fixpunkt unserer Transformation wéire aber eine Lésung von 

@; x (2, 2, 29:5) Zocx = 9, reD, z=, rel, 
also eine Lésung unserer quasilinearen Randwertaufgabe. 

Sei also jetzt |z|,,.,<¢, vorausgesetzt. Zunichst ist die Kompaktheit 
der Menge aller Z(z) mit |z|, , , <c, im Raum (C, , , evident, denn fiir |z, , ,< ¢ 
gilt 

lele.e < Cle) Iles = K, 
und bekanntlich ist jede Kugel |z/,,< K in jedem Raum C,, mit y’< u kom- 
pakt. Auch die Stetigkeit der Transformation Z(z) ergibt sich unmittelbar 
aus den Sitzen von ScHAauDER [9]. Es ist somit nur noch ein ¢, und ein y 
so zu bestimmen, da8 die Kugel |z\,,,,< c, durch Z(z) in sich transformiert 


- ®) H, sei die im ithiichen Sinne definierte Hélderkonstante. 
7) Dazu ist notwendig, daB I eine m-mal y-hélderstetig differenzierbare Flache sei; 
in unserem Falle existiert || 9], , also fir m+ y 52+. 
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wird. Aus Abschitzung (4.1) ergibt sich nun unmittelbar eine Abschitzung 
der Form 


21+» S co(lzii+,) | elle+e, 
also 


(4.2) 2+» S 2G) || Plle+s fir |z\14,S4%.- 


Fiir c,(c,) | plj2..< % ist also die letzte Voraussetzung des Fixpunktsatzes 
auch erfillt. Hier ergibt sich nun eine Bedingung fir 9: 


(4.3) | Glle+2S Cr [2(4)}-°. 


Bei Verwendung der Schauderschen Abschitzung (4.1) zur Gewinnung von 
(4.2) zeigt sich nun, daB c,(c,) in einer solchen Weise von c, abhangt, daB nur 
fiir sehr kleine || q\|,,, die Bedingung (4.3) erfillt werden kann. Leray und 
ScHAUDER iiberbriicken diese Schwierigkeit fiir n = 2 dadurch, daB sie die 
betrachteten Randwerte in einer stetigen Weise auf Null so zusammenziehen, 
daB sich der Abbildungsgrad der Transformation Z(z) dabei nicht andert, 
wobei sie zwar die oben erwihnten Voraussetzungen auch, nicht aber den 
Schauderschen Fixpunktsatz heranziehen. NIRENBERG dagegen geht eben- 
falls fiir n = 2 das Problem der Auflésung von (I) mit beliebigen auch groBen 
Randwerten direkt dadurch an, daB er sich bemiht, eine Verbesserung der 
Abschatzung (4.2) zu finden. Es zeigt sich dabei, daB in der Tat fir n = 2 
eine Apriori-Abschaitzung gefunden werden kann, deren Konstante c, unab- 
hangig ist vom Stetigkeitsverhalten der a,;,(z, u, u);), also auch unabhingig 
von |\u|,,,, bzw. von c, ist. In diesem Fall kann durch geniigend groBe Vor- 
gabe von c, die Bedingung (4.3) fiir jedes p € C, , , erfiillt werden. 

Unsere Absicht ist es, unter Benutzung der in §1 bis 3 bereitgestellten 
Hilfsmittel eine entsprechende, von den Stetigkeitseigenschaften der a,, (2,u, u);) 
unabhangige Abschitzung auch fiir > 2 Dimensionen zu _bewerkstelligen. 
Allerdings mu8 dazu die Forderung der Elliptizitaét von (1) fiir jedes u und u,,; 
eine Verschirfung erfahren, die mit wachsendem n immer einschneidender 
wird. 

Wir definieren : 

Definition 1: Eine symmetrische nx n-Matrix ((a,,)) geniigt einer K,- 


Bedingung, wenn folgendes gilt: 
Seien 1;,i= 1, ..., n, die Bigenwerte der Matrix ((a,,)), dann gelte 


n 2 
(m—1) a—ayesa—o( 32) 
i<k i=1 
Definition 2: Eine symmetrische n x n-Matrixz ((a;,)) geniigt einer K;-Be- 


dingung, wenn folgendes gilt: 
Seien A,;,i=1,..., n, die Bigenwerte der Matrix ((a;,)), dann gelte 


m—(1+ 257) a-arsa—o( Sa), 
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Deutet man die Matrix ((a;,)) als den Punkt A, = (A;, . . ., Ay) im (A;,.. ., An)- 
Raum, so bedeutet die K,-Bedingung offenbar, daB A, innerhalb oder 
auf dem Rand eines gewissen ,,Kreiskegels“ liegt, dessen Achse mit der Ge- 
raden A,= A,=+:+=A, tibereinstimmt und der fiir den (nicht erlaubten) 
Wert ¢ = 0 gerade die Wiinde des Winkelraumes /,;> 0, i = 1, . . ., n beriihrt, 
in welchem er ganz enthalten ist. Eine K,-Bedingung fordert also, daB A, in 
einem solchen Kegel liegt, wahrend die Elliptizitatsforderung nur besagt, 
A, mége im Winkelraum /,;> 0, i= 1,...,”, bzw. im Winkelraum A; < 0, 
i=1,...,m, liegen. Die Bedingung K; ist die Ungleichung des Inneren eines 
gewissen, etwas engeren Kegels, dessen Radius um einen gewissen Faktor 
kleiner ist als der Radius des ersten Kegels. Der Faktor betrigt im Falle 
n = 3 etwa 0,85 und strebt fiir wachsendes n monoton gegen } |/2 ~ 0, 707. 
Es ist méglich, die Bedingungen K, und K; auch direkt durch die Koeffizienten 
der Matrix ((a;,)) auszudriicken; man hat naimlich 


= (A; — Ay)? = (n — 1) (ays)? — m (a4; Oey — Oy), 
i<k 

( y i) (a, ;)*. 

i=1 


Es ist ferner méglich, auch scharfere Bedingungen anzugeben, die die bei 
NIRENBERG iibliche Form besitzen: 


m & <a, &:§< M & 


und aus denen eine K,- bzw. eine K{-Bedingung folgt, man hat dazu nur einen 
Quader m= A,;< M abzugrenzen, der noch ganz innerhalb eines solchen 
Kegels liegt. Allerdings ist es nicht mehr méglich, m beliebig klein positiv 
und M beliebig groB zu wahlen. 

Mit Hilfe einer Kegelbedingung formulieren wir nun unseren Existenzsatz 
wie folgt: 

Satz 1: Es existiert fiir n >. 2 zu jedem p € Cy, eine Lésung z(x) der quasi- 
linearen Differentialgleichung (1), die auf dem Rand I die Werte qm annimmt, 
sofern neben den zuerst gemachten Voraussetzungen folgendes gilt: 

Es gibt fiir D positive Zahlen m, M, p, P, 6, &, mit denen gilt: Zu x,¢ D 
gibt es eine nichtsingulére n x n-Matrix T,,= ((t%)) mit konstanten Koeffi- 
zienten, so dap: 

1. p|8|<|T,,8| < P I8| ist fiir jedes & =(6,,..., En) 

‘wager me :p + a < > (t* a Ox > ep") : 


2. Wenn die Matrix ((a;,(2, u, w,))) mit A(x, u, ws) bezeichnet sei, 8o geniigt 


A'(2, u, u,) =7,,A(x, U, U,) Te, 


fiir alle x¢ D mit |x— 2x) <6 und fiir —w <u, w,< +00 der Ki- 
Bedingung mit dem oben vorgegebenen e. 


n 
3. Es gelte X a, + 0 fiir x C D, — 00 < U, Wy < + 00. 
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Fiir diese Lésung kann eine Apriori-Abschitzung angegeben werden: 


|z]e+2-S¢ | Qlla+-, 
deren c nur von der Gestalt des zugrunde gelegten Bereiches D und den Konstanten 
m, M, p, P, 6, e, 4 und o abhéngt. 


§ 5. Abschiitzung von { (A u)*r***d ax dureh f (a;, %;,)?r**? d 2; 
Abschitzung von / uj,r*d x und f[u®r*-*dx 
dureh f (a;, %4;,)?77*** dx 
Sei vorgelegt ein linearer Differentialausdruck zweiter Ordnung : 
2 
L = a;x (2) 9237, * 
Voraussetzungen: 1. Die Funktionen a;,(x) seien fiir |z| <r, erklart und 
meBbar. 
2. Es gelte a; ;(x) + 0 fiir |z| < ry. 
3. ((a;,(x))) geniige in |x| <r, einer gleichmaBigen K;-Bedingung mit 
einem ¢ unabhangig von z. 
Dann behaupten wir den 
Satz 2: Unter obigen Voraussetzungen gibt es ein a, > 0 und eine Konstante c, 
welche nur von ¢ und a, abhiingt, so da fiir0 < a < a gilt 
r 29-n—22 (L(u)? » n- 2 
(5.1) / (Au)? r?-"-**da<e a r < 
rst rst 
fiir jedes u € C3 mit u(x) = w,(x) = 0 fiir |x| = ry und mit u(0) = w,(0) — 0. 
Beweis: Wir definieren s(x) = a;;(x) und zerlegen jetzt 


dz 


L(u) = a4, Ux = In s(x) A w+ (aj, — 1/n 8(x) b,x) Wy. 
Demnach 
L(u) 
(aii) 
Die Dreiecksungleichung liefert : 
n | / (L(u))" r2—"- se | =| / (Au)? ™ Maat — 
3 rér 


(a; ;)* 


* Au + 1/s(x) - (ajy — 1/n 8(x) dj 4) Mix 


(5.2) ate . 


r 12 

-| | og 
TS 

wobei definiert werde b; , = (a;, — 1/n s(x) 6;,) (1/n s(x))~*. Wir betrachten wei- 


nn 
ter (a; —1/ns(x)6,;,)u,,. Firi=k gilta,;, —1/n s(x) 4,, -- ¥ Un (a,;,—a,,), 
j+i 
j=1 
fiir i+ k dagegen a,;, — 1/n s(x) 6;, = a,;,. Es kann demzufolge umgeformt 
werden 


\o 


+ ij — Ope . -... 2 
(ax — 1/n s(x) 6;,) Ux? = (5 — (ti5¢5—ex) F 2 > Mix in) 
i<k i<k 
— suvilei 2 
= (in (4; ; — Ayy) (We5 —U yx) + 2/J2na;,-V2nu 1) 
i< 
l ’ P , ‘ 
=> 2 ((a;; — 4x)? + 2 naj) - p> (Migs — Mag)? + 2n UF). 
i<k i<k 
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Man hat 
X, (us — tan + 2 n az,) 

= (n —1) S a}; 2S a, Oye + 2n Sa, 

i i<k 
= (n— 1) (a,,? — Sie ay» — Gj) 
=) (4, —A,* 
i<k 

und entsprechend auch 


- (ties — Ueg)® + 20 u,) = (n—1) (4u)?* —n ((4u)? — u)},) - 
<k 


Somit folgt endlich 
x (Ay — Ae)* 
(jy Ux)? 2?" 2**dz< | (n—1) Ear 
rat TS i 
(5.3) x @ u)? — <4 ((4 u)? —uiy} p2-n-2adg< 
n(n — 2) -1 
. a—a(i * wrt) 
“| [aupe- n— **dz+— —— > [ (uh—(4uy) r2-n- “ae : 
TS ” % 


wobei zuletzt die Giiltigkeit der K{-Bedingung herangezogen wurde. 
Nun verwenden wir zur weiteren Abschitzung die Identitat (2.2) des § 2. 
Es folgt, wenn darin « durch — n — 2 « ersetzt wird: 


f (wie— (4 u)*) P-*-24 dax = (n—24+20)(14+ 20) f |Aul?r-2"22dz2— 


rst St 
(5.4) —(n—2+2a)(n—1) f w?r**drs 
Ts 
S(n—2+ 2a) Ji ((1 + 2 a) |A w|® — (nm — 1) (1 + a)? w®) 2-22 dz. 


Dabei wurde die folgende Ungleichung verwendet : 
(l+ a)? f wr? "2*2dr< f uzr-22dz, 
rst, rst 
welche sich nach Substitution z = u r-“**), Ausdifferentation und partieller 
Integration unter Beriicksichtigung des Verschwindens der Randintegrale 
ergibt. 
Nun beachte man, da8 obiger Term weiter abgeschitzt werden kann: 


S(n—2+ ae fra + 2 a) |Aw|* — (mn — 1) (1 + «)®u*) r-® 22 dz. 
Das Zeichen ” soll ee sideniak. daB nach Entwicklung von u in eine Reihe 


nach Kugelfunktionen die Komponenten von wu hinsichtlich aller Kugel- 
funktionen nullter und erster Ordnung fortgelassen werden sollen. Denn fiir 
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diese Komponenten up, uv, gilt offenbar 


Sf (lL + 2 a) |Au,|* — (mn — 1) (1 + a)? uP) r-2-"-22 dzx<0. 
rsr 
Wir k6énnen daher jetzt die Ungleichungen (3.3) und (3.4) so anwenden, 
als ob u keine Komponente irgendeiner Kugelfunktion nullter oder erster 


Ordnung enthielte. Das bedeutet, daB darin Min durch Min ersetzt wer- 
t=0,1,2,... 1=2,3,... 


den kann. Ersetzt man nun in (3.3) und (3.4) « durch — n— 2 « und fordert 
0 < « < 1, so ergibt sich 


: —2\2 (n+ 2a)? (n + 2)? — (n+ 2)? 
M Th => | = |- 
wm ay -F4 j 





=n-+ 1+ &9(a) mit &¢9(a)>0, «+0. 
Also folgt 


"(|Aul? + o— Sta et Ser ut) -2-24dy< 











TST 
< 1 2 y2—n-2% 
S(s57 + 4 (@) [aur dz, 
rst 
yt p-n-2-2aggc(_! + & (a) P [1A u)? r2-"-2%dz, ¢,(a)>0,«+0 
~\n+1 a : de ' . 
TSfe rs 
Fir kleines « hat man (e— spa et oo? a —(n— 1) + €,(a) mit &,(«)+0, 


a0. Demgema8 findet man eine Abschitzung 


[ (win—(4 u)*) s-a-8tde< ("=F + €(a)) [14 u)? r2-"-22 dz, 


TST. TST 


und es ergibt sich schlieBlich 


[ Gis UP r-*-*dzes 


rat < n(n — 2) =i 2 p2—n-—2% 
<(1—e)(1+ 7-9) [ure dz+ 
rf. 
yea fa ey (2)) (4 u)? #-*-39 dal 
(n+1)(n—1) * Z, 
TST 

ae n(n — 2) -1 n(n — 2) 
= e) (1 + etHe—n) (! + f+ * 4 (a)) x 

x [1A u)? r2-"-2%¢dac 

r<fe 
< (l—e’) [i u)? r2-"-2% dz mit e’ > 0, 
rst 


sofern nur 0< a < a@ gilt und a, hinreichend klein gewahlt wird. 
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(5.5) n| C&P Am *da)"2 (1 (ey) [ure 22dz|", 
TSto Tat 


woraus durch Quadrieren die behauptete Abschatzung (5.1) folgt. 
Nachdem wir / (Au)?r?-"-2%d a fiir passendes « durch [ p8-—"-2edy 


(aus)? 
TSTro rst 
abgeschitzt haben, ist es nun ein leichtes, dasselbe auch fiir [ u?, r-"-?*dax 
rst 
und / u?r-?-"-2%dz zu tun, sofern noch « > 0 vorausgesetzt wird. Da nim- 
rsSro 
lich « + 0 vorausgesetzt wurde, folgen aus den Ungleichungen (3.3) und (3.4) 


unmittelbar die Abschatzungen : 


(5.6) fwr-*-*-*%*dz<c(a) f (Aujrt-*-*dz 
TST%, rst 

(5.7) f \AupPr-t-s-t4dxse'(a) f (A upr--*dz. 
rst rSfe 


Aus (2.2) bzw. (5.3) erhalt man: 


f (A uptr?-"-2% dz + (n—2+4+2a)(1+20) f |Aul*r-?-*-2*dz 


rst. TSTte 
f ub, 2-*-2%da2+ (n—24+2a)(n—1) f uf, r-*-** dz, 
rs TST 


also nach Verwendung von (5.7): 
(5.8) [ub rn-tedese'(a) f(A uj A-"-2dz, 
TST, rst 
Aus (5.7) und (5.8) zusammen folgt 
(5.9) f u?, r-*®-22dx< cl" (a) f (A u)? r2-"-2% dz, 
TS rSte 


Wendet man endlich (5.1) und (5.6) bzw. (5.9) hintereinander an, so folgt 
Satz 3: Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gibt es zwei Konstanten c, 
und Cy, die nur von e und « abhiingen, so daf gilt: 


(5.10) [ wtr-t-9-89de se, CY ae edz. 
réte TST : 

(5.11) uf, r-"-2*dz<c, a 
TSfe TSTlo . 


6. Absehiitzung von u?,(0), fu? r3-" dx und [ u%(r,—r)'*” re’ dx 
li 0 


In diesem Paragraphen streben wir nach weiteren Abschiitzungen durch 

* u))? 
] (au)? 
zieren lassen. Wir gehen zunichst aus von Ungleichung (2.2a) und machen 


r* dx, die sich in gewisser Weise ahnlich zu denen von § 5 verifi- 
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dieselben Voraussetzungen iiber u(x) und die a,;,(z) wie in § 5 auBer der 
einen, da8 wir namlich nicht mehr u?,(0) = 0 fordern. Es folgt, indem wir 
(2.2a) aéhnlich wie friiher (2.2) etwa auf die Gestalt (5.4) umformen. 


= (n—1) (n—2) @y B uh (0) + | (tin —(4uy) Ades 
rTsr 
<(n—2) "(Ault —(m—1) w) ede + 
TS 
+ 2B (n—1) (m—2) rte 9!6 x 


| [(u(2)—w(0)— 2.0, (0) d+ J (uie(2) rg (0) -*-**d a] 


rsh rsh" 
<7 [Aue tnde +28 (m— 1) (m—2) rere? x 
TSh 
x [| (@(2)—40)— 2,0 0) 8d 2+ [emi rtdal. 
rs rs’ 





Hier sei O< a <1, 0<f <1; a, B beliebig sonst gewahit und ferner 
B’ = r,e-(*°) " gesetzt. Die Rechnung verlauft etwas anders als in § 5, daher 
fiihren wir sie noch etwas naher aus. 


Aus (2.2a) ergibt sich 


1/n(n — 1) (n— 2) @,uR(0) + f (uh, — (4 u)*) ?-" dx 
TST 
=(n—2) f (\AuP—(n—1) uh) re-tde. 
TSt 


Das Integral f (|A u|*— (n — 1) r?u,) r-"-*dz ist hierbei, wie auch schon in 
Formel (2.2a) als Cauchyscher Hauptwert zu nehmen - h. f=lim f/f ) , 
rst e-Orsrsr 
Jedoch existiert f r uf, r-"-2dz nicht mehr notwendig; wir erhalten daher 
Tst 
statt der Formel 
fwr*-*dzes fuirdz 
TSh rst 
jetzt die Identitat 


— f (Pui —w*)r-*-2dz 
TSto 


~ = fon t-nde + faa Haier), 
0 


rst 


in welcher das Zeichen { do, Integration iiber die Einheitskugel bedeute. 
Nun ist einerseits 


f do, (wins, ar) - I/n w,, uf; (0), 
é 














Quasilineare Diff ialgleichungen zweiter Ordnung 





andererseits folgt fiir jedes f’ aus 0 < f’ < r, die Abschiitzung 
To 2 ’ 2 Te 2 
f ao,(/ (wr), dr) <2/do, (/win-ar) + 2fdo,( fiwr),dr) 
0 Fi 


’ 2 
<2/ ao,(/ (x; u; (2) — u(x) + w(0)) ari) + 
6 
+ 2 log (r/B’) f (ujr)%, P-"dx 
TStre 
<4 f dr/ri-2 f (u(x) — u(0)— x; u,,(0))* p-2-n-22 dy 
0 rs 8’ 


P 
+4 f drjr'-2* f (ums (x) — uw, (0)? r-"~-2* dx + 2 log (r,/B’) f (u/r)f, r2-"dx 
0 rsf" vile 
S2p*Ja f (u(x)—u(0)—2, w,(0))?r-2-*- 24#dx 


Se’ 
+2p'7/a f (uw); (2) — wy, (0))? r-"-2* dx + 2 log (r,/B’) J (u/rRr-" de. 
rs 8" ral 


Daher kann man weiter folgern: 
— f (Puj,—u) re tdas— f (ujrii,r-"dax + 2B log (r9/p") x 


TST Tate 
Sf (ufr P-"dx+ 2B pa f (u(x) —u(O)— x, w,(0))? r-*-"-** dx + 
rSfe rs 8’ 
+ 2B Ba f (my (x)— uw, (0)? r-"-?* dz + (1L—B) lnm, ui (0). 
rse’ 


Bestimmt man hierin £ so, daB 2 £ log (r,/8’) = 1 wird, also f’ = r,e-(2?)™’, 
dann heben sich die beiden Integrale der rechten Seite fort. Insgesamt folgt 
daher 


I/n-(m— 1) (n— 2) @, uf, (0) + f (wi, — (4 u)*) ?-"dx 
rsr, 


=(n—2) f (Awl? (n—1) w) -*-28de— 


TST 
—(n—1)(n—2) f (?uh—w*) rm *dz 
TST 
<(n—2) f (\AulP*—(n—1) u®)r-*-2dx+ 
rSfeo 


+(1— B)1/n-(n— 1) (n— 2) wm, uF, (0) + 

+ 2 Bla (n—1) (n—2)r2*e-*? x 

x f (u(x)— uO) — x, w, (0)? r-2-"- 2% dx +- 

rs’ 
+ 2 Bla (n — 1) (n— 2) r2*e-*? ff (wm, (x) — wy, (0)? r-"-** dx 
rsp’ 

also nach Ausgleich der beiden Terme mit ul, (0) die erste Abschitzung der 
behaupteten Formel. Aus ihr folgt, indem wir wie in § 5 die Ungleichung (3.4) 
verwenden, auch die zweite Abschitzung. Bei der Anwendung von Unglei- 
chung (3.4) hat man dabei insbesondere zu beriicksichtigen, daB eine Funktion 
u € Cf, die orthogonal auf allen Kugelfunktionen nullter und erster Ordnung 
ist, notwendig mitsamy ihres Gradienten bei z = 0 verschwindet, so daB die 
Voraussetzungen fiir (3.4) alle erfillt sind. 


Math. Ann. 131 21 
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Weiter ergibt sich analog zu § 5: 
(n — 2) w_ B ui;(0) + f (4 u)® r?-" da + nj(m — 1) f (uP, — (4 u)*) P2-" de 


rst, rst 
n(n — 2) - 
<(\+ wene—n) [ere dz+ 
+ 2B/a n(n — 2) 12% e—a!? J (w(z)— 10) — 24,0) r-2-n-2a da 4 
rs’ 
+ 2B/a n(n — 2) r2%e-a/8 ne) same dx 
rsh" 


und somit 


Vn—2 dV, B [u?; (0)}? + 


+ | fi u)? r2-" dx + n/(n — 1) | @- (A nenas] 2 
rsh ren 
, ( tarne-n) +e [i war's 
rsh 
+V2Bla [n(m— 2) (1 + 2) 12% eae pH? x 
: | J (ua) —u(0) — 2,0, (0)r-*- dx + 
rsh’ 








(6.1) 


+ J(u, (0) r-*—2a Ie fiir jedes 6 > 0. 
rs’ 
Jetzt mégen die Abschitzungen (5.3) und (5.2), die ja auch far « = 0 gelten, 
mit (6.1) kombiniert werden; es folgt : 


* (Z(u))* 





(a;i)* 


on 5 [i tat y ty 
J TSh% 

n(n — 2) —1/2 n(n — 2) 1/2 . 
—0-9(1+ ashen) (lt aeneen) tone 
1/2 


T 








x [i u)r-"dzx 


LTSte a 
& —1/2 
at e)¥*(1 + wEne—n) V2B/a [n(m— 2) (1 + 6%) r2%e-*P]N2 x 


x J (@(2)—u (0) 24, (0) d+ J (u(2)—asoyperne das 
irse’ ( 2) - rs’ 

i, nin — = ay2 ‘ar 1/2 
+e)" (14 GP) m2)" Venn uh (OT 
Wihle 6 so klein, daB (1 — «) (1 + 6*) = 1 wird, dann ergibt sich fiir n > 2 
die Abschitzung 
(L(u))* 
(aii)? 








u?,(0) < ¢/B 
rar 
“| [me — u(0) — x, u,(0))? r-2-"-22 dx + ic (x) — u,,(0))® r= dz} 
rs’ rs’ 


r-"dz+c'e%b x 
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Im Falle n = 2 erhalt man auf diesem Wege fiir u?;(0) offensichtlich keine 
Abschiitzung; dagegen liegt es nahe, in diesem Fall anstatt (2.2a) die ent- 
sprechende Identitaét zu verwenden, bei welcher anstatt r?-" der Logarithmus 
log 1/r verwendet wird. In der Tat ist es méglich, auf diesem Wege ganz analog 
vorzugehen ; wahrend jedoch fiir n = 2 die K{-Bedingung in die gleichmaBige 
Elliptizitatsforderung iibergeht, so da®B die Nirenbergschen a priori-Ab- 
schitzungen fiir die Hélderkonstante der ersten Ableitungen wieder heraus- 
kommen, benétigt man zur Durchfiihrung einer Abschitzung der ersten Ab- 
leitungen selbst nach obigem Muster im Fall n = 2 eine noch schirfere Kegel- 
bedingung. Im Fall n = 2 erscheint es infolgedessen giinstiger, auf den Rado- 
schen Satz zuriickzugreifen, wie NIRENBERG es tut. Wir wollen in diesem 
Zusammenhang von der Behandlung des Falles n = 2 absehen. Fiir n > 2 folgt 

Satz 4: Im Falle der Giiltigkeit der Voraussetzungen von Satz 2 aufer der 
Forderung u?;(0) = 0 ergibt sich fiir n > 2 eine Abschitzung 


u?,(0) < ¢/B ae. -*dz+ ce? x 
rr 
[ (uia) — u(0) — x, u ,(0))? r-2-"-*2 dz + one — u,,(0))? r-"-** dx 
rsp’ rsp’ 
mit beliebigem x, B aus 0 <a <1,0<£ <1 und mit p= rye~(*?)’” bei der 
c und c’ nur von r, und « und von dem « der K'-Bedingung abhiingen. 
Wenn wir weiter nach einer Abschitzung fir { u*;r?-"dx trachten, so 


x 





TST, 

zeigt es sich, daB man in diesem Falle mit der (schwiicheren) K,-Bedingung 
auskommt, also in Kegeln operieren kann, die die Wiainde des Winkelraumes 
A,= 0 nahezu beriihren. Fir den Operator L von §5 fordern wir dann die 
Erfiilltheit folgender Voraussetzungen: 

1) a,,(x) set fiir |x| < ry erklart und meBbar ; 

2) es gelte a,,(x) + 0 fiir |x| < ry; 

3) ((@;,(x))) geniige in |x| < ry einer K,-Bedingung mit einem ¢ unabhiingig 
von x. 
Voraussetzungen iiber u(x): 

1) we CE (vgl. § 2); 

2) u(x) = w,,(x) = 0 auf |2| = 79; 

3) u(0) = 0. 

Satz 5: Unter obigen Voraussetzungen gilt fiir n > 2 eine Abschiitzwng der 
Form 





fia ufri-=dz<c / ate P-rdzx 
St TS 
mit einem c, das nur von « abhingt. 

Beweis: Zunichst zerlegt man und schitzt ab wie beim Beweis von Satz 2 
in §5 und betrachtet dann die Gleichung (5.4). Hier ist jetzt « = — 1/2 zu 
setzen. Es folgt 
(6.2) f (u?;,— (4 u)*) F-"dax =— (n—1) (n—3) fu. "des. 


TST TSt 
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Anstelle von (5.3) ergibt sich 


2% — &y 
(6. %a2%F-"dzrs (»— 1) Ea B-"dz 





(6.3) rsh rst 
< (l—e) (A u)*r?-" dz. 


rst 
Dies und (5.2) liefern 


(1 —yi- “| fia u)? andels “| aa ies % 
rst, rsh = 
aus welchem die Behauptung folgt. Mit den Ungleichungen (3.3) und (3.4) 


sowie mit der Identitat (2.2) ergibt sich endlich 
Satz 6: Unter den Voraussetzungen von Satz 5 gilt 


ad 








(6.4) ur-i-"dzcc (ax)? r-"dz 
TsSt v. 
(6.5) ui r-adese’ [ LO" p-naz 
; (a;i)* 
rst rst 


jeweils mit Konstanten c, c’, die nur von ¢ abhiingen. 

Als letztes benétigen wir noch eine Abschitzung iiber { u?;dx, bei der 
nicht das Verschwinden von u am Rande erforderlich ist. Dazu dienen uns 
die beiden Ungleichungen (2.3) und (2.4). Es geniigt, eine K,-Bedingung zu 
fordern, und es ergibt sich folgender Satz: 

Satz 7: Seien iiber a;,(x) die Voraussetzungen von Satz 5 erfiillt. Es gelte 
ferner u(x) € C¥, aber nichts weiter sonst. 

Behauptung: Fiir jedes y > 0 und jedes y' > 2— n gilt 


fu (ro—rftrr’dx<ct ane 
(6.6) rst rst 
+ e(e, y, y’, T, To) Max |u(x)|*. 
|jziSte 
Dabei kann t > 0 beliebig klein vorgegeben werden. 
Zum Beweis werde zunichst wiederum zerlegt und abgeschitzt wie bei 
(5.2). Es folgt 





(r5—rtr rr’ *+2dx 








“| na. fae (rnp vr! 
rs rsh 


— ey" f(a + 25 (uhe— (4) (7 0 ‘as] : 
rst 
Nun gilt gemaB (2.4) 
J J (ui 4 — (A u)?) (rg — v7 172d zl <ely, y', 17) f ui; (ry —r)? dz, 


rst 














also folgt 





n | (L(u))? (tr. —r)*+7 rv'+2 sa I 
sh 


(aji)* 
> a—i=a)| f aw or —ne tae) — 


St 


—Vl—e Ynj(n—1) ce" (y, y', 7) fut (ro — r)i+v rv’ i 
Somit: “ 
f (4 uP (ro — rr das cle, y, y's 1%) f (L(u))* (ro — nr)? rr t8dax + 
TSTr TsSt 
+e'(e,y,y',%) f wi (ro —r) rr" dz. 


TSt% 
Dies trage man in Abschitzung (2.3) ein, deren e’ noch hinreichend klein 
gewahlt wird. Es ergibt sich, wenn man noch 
f (ry —r)r-1 1-2 dx < c Max |u|? 
TS" ZSt 
abschatzt, die behauptete Ungleichung. 


§ 7. Apriori-Abschitzungen fiir | «||, , , 
Es sei vorgelegt der lineare Differentialausdruck 


to 


a C) 
q, = a; (2) Ox; Ox, + b; (x) 9x; + c(z), n> 


Voraussetzungen: 

1) In der Kugel |z| < R+ x,0<x< R, mégen a,,(zx), b;(x) und c(zx) er- 
klart und meBbar sein. 

2) Es gebe eine positive Konstante Q, so daB gilt 


b/s Q, |e(z)| SQ fir t=—1,...,n, Jz] SR+x. 


3) Es gibt positive Zahlen m, M, p, P, 4, ¢ und zu jedem 2, mit |z,| < R 

eine nichtsingulare, konstante n x n-Matrix 7’, , so daB gilt: 
p |é| = |T,, | s P \é| fiir jedes n-tupel § = (&,, . . ., &,); 

b) A?z.(x) = T,, A(x) T,, (mit A(x) =((a;,(x)))) geniigt in |x—x| <6 
einer K,--Bedingung mit dem oben vorgegebenen ¢ (es wird 6 < x voraus- 
gesetzt) ; 

c) m < Spur(A’x,(x)) < M fir |jx—a2,| < 6. 

Wir beweisen in diesem Paragraphen den folgenden 

Satz 8: Jede in |x| < R+ x stetig differenzierbare Funktion mit stiickweise 
stetigen zweiten partiellen Ableitungen, die der Differentialgleichung L,(u) = f 
geniigt, erfiillt mit einem passenden a, dessen Auswahl nur von der GréBe der 
Zahl « abhingt, die a priori-Abschdtzung 


Max |u| + oer {ua} + Ay g(u; 
(7.1) 2\<R 
Se Max lfi+e¢’ Max |u| 
2sR+x zis Rin 


|< R) 


| =| = 
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mit d = 6 p/16 P und zwei Konstanten c, c’, die nur von Q, m, M, p, P, db, € 
abhdngen. 

Beweis: Sei x= (z/,..., x3) ein Punkt mit |x| < R und T',,= ((ti)) die 
zugehoérige nichtsingulire, konstante Matrix. Fihre fir |x— 2,| <6 ” 
folgenden neuen unabhiangigen Variablen y ein: y; = tj} (x;— 2), also y = T",, 

x (x — 2). Bei der Transformation auf diese Verinderlichen transformiert sich 
die Matrix A(x) =((a,,(z))) in die Matrix A7=(z), wir erhalten demgemaB 
im Bild den Operator 


Ly = = aj} (2) “Sad bi(2) 5 “ted c**(x), 


wobei A?*(x) = ((a;j(zx))) gilt. Der Bildbereich der Kugel |x — 2,| <6 ist 
offenbar ein Ellipsoid, dargestellt durch die Ungleichung |7'; "’ y| < 4; es ent- 
hilt zufolge der Voraussetzung 3a) die Kugel |y| < 6 p (da ja |7,,| > p |é| 
verlangt wurde). 

Beschrinken wir uns jetzt auf diese Kugel, so sind in ihr und natiirlich 
auch in jeder kleineren Kugel fiir die aj; (x) die Voraussetzungen von Satz 2 
erfillt und somit erst recht die (schwicheren) Voraussetzungen von Satz 5. 
Sei u(x) € CZ eine Lésung von L,(u) =f und sei v(y) = u(%y+ Tz," y), 9(y) 
= f(x+T,,*y), so gilt in |y| < 6 p die Differentialgleichung L7* (v) = g. Sei 
weiter 9 = (y?)'? und (0) eine in 0< 9 < p 6/8 zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion mit 


C(e) = lin 0S o< pd/l6, C(e) =f’ (oe) = 0 in y = pds. 
Bilde dann 
w(y) = C(@) (v(y) — v(0) — y,0,;(0)) 


(mit | ¢ sei hier die Differentiation nach y, gemeint), und wende auf w(y) mit 
a;j(z(y)) und r,= p 6/8 eine der beiden Ungleichungen von Satz 3 an (dessen 
Voraussetzungen sind nunmehr erfiillt). Es folgt etwa aus (5.10): 


done (v(y) — v(0) — y, »,(0))® o-*-"-** dy < 
esp 
Sqm? f Cropper sdyte, Sf (i(y—v(0))'dy + 
es pd/s espd/8 


+e, f (v(y)—v(0)—y,, (0)? dy + cf’ f ey) oF *-22dy + 
es pols espo/8 


+ cl¥ f wy) o?-*-%*dy < 


es pd/8 
SK, Max a +A + 5 Li wily dy + 
|z|SR+x 
expos la] R+x 


Die Ungleichung (5.11) liefert entsprechend 
[ (uote ays 


esp? 


wobei rechts genau dieselben Abschitzungsterme wie oben auftreten. 





sm pm | @O 


iC) 
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Jetzt definieren wir z(y) = ¢(0/2) (v(y) —v(0)) und wenden auf z(y) die 
Abschiitzungen der Siitze 4 und 6 mit r, = p 6/4 an: Es folgt aus Satz 4 (fiir 
n > 2): 
vf; (0) < Ei ( Mex InP+ KYB f vily)dy+ 
jal SR+x espod 
+ KSB f wily) @-"dy+ KB ( Max [ul + 
es pels jal = R+x 
+ KY e-#® f (v(y)—v(0)— y, 0, (0))*g-2-"- 2 dy + 
ess’ 
+ f (@(y)— mi(O)Pen**edy) 
es’ 


mit p’= rge-(2P) = p dj4-e- (20), 





Ferner ergibt sich aus Satz 6: 
J vily) o?-"-**dy s (pdj4y-** =f oi(y)g-"dy < 


es ps/4 expels 
SKy( Max f+ Ky _f oh(yor"dy + Ki ( Max |) 
jal R+x espd/2 |2|g R+x 
falls noch « < 1/2 gefordert wird. Zusammen hat man damit 


f (ely) — vO) — y,% (0)? o 2-"-22#dy 
e<p/16 
or Il)? + KAIB | Max |u|}? + KV/B f vikyle’-"dy + 
|a| SS R+x |2| = R+ x es pe/2 
+ Kile-aip S (ely) — 00) — ¥, 0 (0))2o-2-"- 24 dy + 
es’ 


ae (re(9) — ae(O)Pe-*-**dy| 
exh" 





und Entsprechendes fiir 


J (ely) — (0)? o-*** dy. 
esp 4i6 
Wir addieren nun beide Ungleichungen und wihlen alsdann f so klein, daB 
einmal f’ < p 6/16 wird, zum anderen aber der Koeffizient der Summe /{ (v(y) — 
— v(0)— y,v,,(0))? o- ?-"-** dy + f (vy, (y)—v,,(0))* o- "-** dy auf der rechten 
Seite dieser Ungleichung kleiner als 1/2 wird. (Das ist méglich, da in ihm der 
Faktor e~*'* auftritt.) Alsdann folgen die Abschitzungen 
Lf (ely) — 20) — yO) oe? *2dy+ f  (v%(y)—v,(0))*o-™™* dy 
e<psi6 ex ps6 
<Ky( Max [f+ Ki( Max |u)*+ Kz of(y) oh" dy 
risRin jtig Rix espd2 
und 


0) < Ky( Max [f+ Kg (_ Max |ul)*+ Ky _f vh(y) oh" dy. 
ljais Rix jz7ig Rix esps2 
SchlieBlich halten wir fest 
J (wl(y)—v0)Po dys K,( Max il)? + RK; Max ul) + 
espdi6 laig Rix 2igR+x 


+K; f w?(y)o"dy, 
os ps2 
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eine Abschitzung, die zwar fiir diese Uberlegungen nicht wesentlich ist, die 
aber auch dann gilt, wenn anstatt der K;-Bedingung nur die K,-Bedingung 
gefordert wird und aus welcher man den Existenzsatz fiir quasilineare Diffe- 
rentialgleichungen unter diesen allgemeineren Voraussetzungen erschlieBen 
kann, falls in den Koeffizienten a;, nur das u, nicht aber die Ableitungen w,, 
als unabhangige Veranderliche auftreten. 

Somit bleibt als nichstes abzuschiitzen [{ v?(y)o*"dy. Dazu ver- 


espd/2 
wenden wir die Ungleichung (6.6) zu Satz 7. Es folgt 


fvtwlendys Ky( Max f)* + K;( Max |u)?. 
esps2 2sR+x j7ig R+x 


Wir fihren schlieBlich die alten Koordinaten wieder ein. Es gilt 
p|x—x|SQSP\x—-ax); yr (0) = (x, — 2) wy, (x9); 
P-* (ui (xq)) < v7 (0) S p-?(u F(x). 
Das Bildellipsoid |7", (x — 29)| < p 6/16 im x-Raum der Kugel |y| < p 6/16 
enthalt die Kugel |x— x,| < p 6/16 P. DemgemaB folgert man fiir alle z, 
mit |x | < R die Abschiatzbarkeit von 


f (u(x) — w(x) — (x; — xP) u,) (xq)? |w9 — xq|-?- "22 dz, 
2—2| <p0/16 P 
f (uw); (x) — u),(xq))? |2— a|-"-2* da, w?(a) und 


I-22 SpsleP 
(u(x) — u(2%o))* |2 — a,|-"-1 dex 
£—2% Spds/l6eP 
durch einen Ausdruck der Form 


me Max ily’ + + Max [ml ; 

zisR+x zisRix | 

Dabei hangen K und K’ ersichtlich nur von Q, m, M, p, P, 6 und ¢ ab. Jetzt 

mégen die Siatze des § 1 herangezogen werden. Dann folgt unmittelbar 

Hi? 4(u; |r| < RY < “1 Max fl)? + val | Max Iu)" mit #= pd/lé6P. 
ajsRix jzico Rix 

Also gilt insgesamt Ungleichung (7.1), womit Satz 8 bewiesen ist. 

Bemerkung zu Satz 8: Gilt in den Voraussetzungen zu Satz8 nur die 
K,-Bedingung anstelle der K{-Bedingung, so ergibt sich statt der Abschatzung 
(7.1) due schwachere Abschatzung 

Max |u| + Hye 4(u;|z7]< R)< K Max |f|+ K’ Max |u|. 


zisR aisRin asRix 


§ 8. Beweis des Existenzsatzes 
Der Beweis des Satzes 1 erledigt sich jetzt einfach folgendermaBen durch 
den Beweis nachstehenden Satzes. 
Sei vorgelegt der lineare Differentialoperator 


2 
L, = a,x (2) ein + 6; (x) * + ¢(x), "> 


to 














% 


tzt 


die 
ing 


rch 
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Voraussetzungen tiber L,: 

1. a,,(x) sei in D erklart und meBbar. D besitze die in § 4 geforderten 
Eigenschaften. 

2. Es gebe eine positive Konstante Q, so daB gilt 

\b,(x)| <= Q, |e(x)| < Q fir +=1,...,.n, ~€D. 

3. Es gebe feste positive Konstanten m, M, p, P, 4, « und zu jedem z, 
aus D eine nichtsingulire konstante Matrix 7’, , so daB gilt: 

a) p|é| <|7z,8| < P |é| fir jedes n-tupel € =(&,,.. ., £4); 

b) A(x) =T, A(x) T,, (mit A(x) = ((a;,(x)))) genigt fir x <¢ D, mit 
|a — 29] S 6 einer K{-Bedingung; 

c) m < Spur (A™*(z)) < M. 

Voraussetzungen iiber u(x): 

Die Funktion u(z) sei < C[ und Lésung des Randwertproblems 


I L,(u)=f, e€D; u=, cel. 


y sei auf J” zweimal stetig differenzierbar. 

Satz 9: Es gibi ein « > 0, das nur von e abhingt, so dap 
(8.1) I¢hi+aS KX | pl + K’|ul + K"|fl 
gilt. Dabei sind K, K', K"” nur abhiingig von der speziellen Gestalt des Be- 
reiches D und den Konstanten Q, m, M, p, P, 6, e. 

Beweis: Um jeden Punkt x, von J" beschreibe man eine Kugel |z — x,| < u 
(u hinreichend klein) und bilde durch eine zweimal stetig differenzierbare 
Transformation x = x(y) der unabhingigen Variablen x mit nichtverschwin- 
dender Funktionaldeterminante den Durchschnitt dieser Kugel mit dem Be- 
reich D so auf einen Bereich G* eines y-Raumes ab, daB x, nach Null ab- 
gebildet wird und das Hyperflichenstiick |x—z,| <u, x¢€J' in eine Um- 
gebung von y = 0 auf der Hyperebene y,= 0 iibergeht. Fiir |x — 2,| < p, 
x«¢€D—T gelte y, > 0. 

Die Transformation x= x(y) ist durch die verlangten Eigenschaften 
natiirlich nicht eindeutig bestimmt. Mit ihr leistet z.B. die Abbildung 
x = x(B y) genau dasselbe, wenn B eine beliebige konstante, nichtsingulire 
n x n-Matrix von positiver Determinante ist, die die Ebene y,= 0 invariant 
laBt. Sei S(x) = ((0y,/x,)), dann transformiert sich bei der Abbildung 
x ~ x(y) der Operator L, in den Operator 


“4 ° is it * oO * 
Ly ~ ajx(y) aa + BF (y) int? (y) 


mit ((a,, (y))) ~ A*(y) und A*(y) = 8’(x(y)) A(x(y)) S(x(y)), A(z) = ((ain(2))). 
Definiere nun B = S’(x,)T,,'O mit einer orthogonalen Matrix O, die dafiir 
sorgt, daB B, wie verlangt, eine positive Determinante hat und die Ebene 
¥,= 0 in sich transformiert. Eine solche Matrix O kann immer gefunden 
werden. Wendet man die Transformation x = x(B y) mit dem so bestimmten 
B an, so geht L, iiber in den Operator 


*  #e ll ** —- ** 
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mit ((ajz (y))) = A**(y) und 
A**(y) = B'S’ (x(B y)) A(x(B y)) S(x (By) BY 
= 0' T’,, S' (x9) S'(x(By)) A(x(By)) S(a(By)) S-(x») 7, 0. 


Fir y = 0 kommt also heraus: A** (0) = 0’ A™**(x,) O, und diese Matrix geniigt 
der K{-Bedingung mit dem in der Voraussetzung zu Satz 9 angegebenen e, 
denn die orthogonale Transformation O laBt die Eigenwerte von A‘**(z,), also 
auch jede K,- und K{-Bedingung invariant. Wir wollen uns davon iiberzeugen, 
daB auch noch jede K;,-Bedingung mit 0 < e’< «¢ in einer hinreichend kleinen 
Halbumgebung |y| < 6’, y,=> 0, x(y) € D von y = 0 erfillt ist, wobei 6’ nur 
von den Konstanten e, e’, p, P, 6 und der Beschaffenheit der Transformation 
x = x(y), also letzten Endes von der Beschaffenheit des Bereichs D abhingt. 
Mit 
Z(y) = S(x(B y)) S-1(x9)— E, E = ((6; x). 
folgt 
A** (y) = O'T,,A(x(By)) T,,0 + 
(8.2) + O'T,,2Z' (y) A(x(By)) T,,0 + O'T;,A (x(By)) Z(y) T,, O + 
+ O'T:2' (y) A(x(By)) Z(y) T,,0. 


Wie bereits in § 4 ausgefiihrt, kann die K{-Bedingung auf die Komponenten 
der Matrix, anstatt auf ihre Eigenwerte, bezogen werden. Gilt fiir C = ((c;,)) 
die K{-Bedingung, dann ist das gleichbedeutend mit der Ungleichung 


((m—1) + ™*=7)) ch < (1+ SF — elm) (exo? 
Wir erhalten nun etwa fy 


C =((¢;x)) = O' T,,Z' (y) A(x(By)) T,,0=O'T,, ZT, 'AT*(x(By))O 





die Abschiitzung 
ches tf 2B (y) Of aie (2 (By), mit ((t%;)) = Tz, 
< ntahy(y) pt PH(1 + 2=F) ((m—1) + 2) Caza By)? 
Se (n) p-® P? (2,4)? (@iz(x(B y)))*, 


falls y so nahe an Null gewahlt wird, daB gilt |x(B y) — x,| < 6. Entsprechend 
erhalt man fiir die Matrizen O’ T’, A(x(By)) Z(y)T,,0 und 








O'T’,,Z (y) A(x(By)) Z(y)T,,0 
Abschatzungen durch 
c,(n) p-* P?(z,x(y))* (afy(x(By)))* baw. c; (nm) p-* P* (27, (y))? (a73(x(By)))?. 


Es ist aber S(x(y)) stetig differenzierbar (da x(y) zweimal stetig differenzierbar 
ist), und also folgt fir y mit |x(y)— | <6 eine Abschitzung der Form 
lz;x(y)| < Toly|, wobei t, nur von 6, p, P und den Eigenschaften der Trans- 
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formation x = x(y) abhangt. Folglich gilt 
(azz (y))? 


s[(i+233- ©) (n—14 *@—2)" +e (n, p, P, 6) |y|*| (a%(x (By)))?. 


Weiter folgt fiir C = ((c;,)) die Abschitzung 
leis] S m* To |yl p-* P [agg (x (By))*)"* 


< |y| ey" (n, p, P, 6) (az (x (By))) 
und Entsprechendes fiir die dritte und vierte Matrix auf der rechten Seite der 
Forme! (8.2). Somit hat man schlieBlich 


a3? (y) = af (x(By)) — |y| clY (n, p, P, 6) a% (x (By)) 


=(1— |yl e'Y) af; (x(By)) - 
Insgesamt folgt 


at (ys 


aa n —2 7 yee.) n(n — 2) ” jz Iv) ** 
<|(1 += de — 0+ r+ lylter] cl ly| c'¥)-* (az (y))?. 
Zu jedem ¢’ mit 0 < e’< « léBt sich nun ein 6'(e, e’, p, P, 5) bestimmen, 
so daB fiir |y| < 6’ mit x(y) € D gilt 


(1+ 255 — elm) (m—1)— OEP) + [yl lal eg) 


+1 
n(n — 2) \- 
s(1+*2- e'/m) ((n + 1)— Ts 

Also gilt in |y| < 6’, z(y) ¢ D die K},-Bedingung fiir die Matrix A**(y) selbst. 

Wenn wir jetzt die Transformation z= z(By) schlechthin wieder mit 
x= 2x(y) bezeichnen, so kénnen wir sagen: Die Transformation z = x(y) 
kann so gewahlt werden, daB sie neben den zuerst angegebenen Eigenschaften 
auch noch die folgende besitzt: Zu jedem e’ mit 0 < e’< e gibt es eine Halb- 
kugel |y| < 6’, y,=> 0, so daB nach Transformation auf die neuen Variablen y 
der Operator L, die Gestalt 


On dies aw e129 2 
Ly = aj, (y) yam + b; (y) i + c*(y) 


annimmt mit einer Matrix A* (y) = ((a,,(y))), die fir |y| < 6’, y,> 0, x(y) « D 
der K;-Bedingung geniigt. 

Man entscheide sich nun fir ein festes e’ aus 0 < e’< e, beschreibe um y = 0 
eine Halbkugel |y| < mo, y, [0 mit <6’, die noch ganz in G* liegt und be- 
zeichne mit G,, den Bildbereich der Halbkugel |y| < /2, y, 20 im z-Raum. 
|2 — 2| <f sei eine Kugel, deren Durchschnitt mit dem Bereich G,, iiberein- 
stimmt mit ihrem Durchschnitt mit D, und F,, endlich bestehe aus allen 
Punkten x¢€D mit |x—2,|< 7/2. Nach dem Heine-Borelschen Uber- 
deckungssatz gibt es dann endlich viele Punkte z*,tT=1,..., N,, auf J’ und 
endlich viele Kugeln 8, : |z— a*| <r,, t= 1,..., Ng, fiir die |z— 2*| S31, 
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noch ganz in D liegt, so daB die Kugeln &,, t = 1, : . ., N, und die Bereiche 
Fp, : |2—2z*| <7,/2,2€ D, r= 1,..., Nj, den abgeschlossenen Bereich D voll- 
standig tiberdecken. 

Wir werden zeigen, daB sowohl in |x — 2*| < 2r, als auch in G3 die Ab- 
schatzung (7.1) erfillt ist. In |z— z*| < 2 r, ist dies evident, denn die Voraus- 
setzungen 1), 2), 3a, b,c) von Satz 8 sind erfillt mit R=2r,, K=r,, de 
+» Min(r,, 6). Also fehlt nur die Betrachtung der Gz. Wir transformieren zu 
diesem Ende auf die neuen Koordinaten y und erhalten im y-Raum zwei 
Halbkugeln |y| < ,/2, y, [0 und |y| < mH, y, =O und darin erklart den 
Operator L¥, und wenn v(y) und g(y) die Transformation von u(x) und f(z) 
auf die neuen Veriinderlichen sind, so folgt Lf (v) = g. Wir erklaren endlich 
in |y| < m, ¥, ] 0 die Funktion p(y) = ¢(z(9)), wenn 9 die orthogonale 
Projektion von y auf die Hyperebene y,= 0 sei. Ersichtlich gilt dann 


Max (y*, yi, viz) < ¢ lps, 

vis 
wobei c, nur von den Eigenschaften der Transformation x(y) abhaingt. Setzt 
man w= y— v, dann folgt 


L¥ (w)=h(y) mit h(y)=LF(y)—gly) im |lyj\sn, m2; 
w(y)=0 fir y,=0, ly|/< m, 


und es gilt offenbar Max {hj < c; |\q\|3 + |/|, wobei c, nur von der Trans- 
v\S% vi 20 
formation x = x(y) und den Konstanten M, Q abhingt. 


Jetzt werde eine Spiegelung an der Ebene y,= 0 vorgenommen, und zwar 
sollen w(y) und h(y) ungerade fortgesetzt werden. Da nach Voraussetzung 
w(y) = 0 ist fiir y,= 0, ergibt sich stetige Differenzierbarkeit von w(y) auch 
auf der Hyperebene y,= 0. Allein die zweiten Ableitungen kénnen auf y,= 0 
allenfalls springen. Es gilt also w(y) ¢ C3 auch im Bereich |y| < yo. Werden 
auch a¥, (y), b¥ (y), c*(y) an der Hyperebene y, = 0 gespiegelt, und zwar af, (y), 
a},,(y), Of (y), A, uw = 2,..., n, sowie c* (y) gerade, dagegen af,(y),A=2,..., 
und b¥ (y) ungerade, so gilt auch in der ganzen Kugel |y| < 7, stets Lf (w) = h. 
Da die Spiegelung einer orthogonalen Transformation der unabhingigen Ver- 
anderlichen gleichkommt, bleibt die K{-Bedingung, die sich ja hier gemaBb 
unserer Konstruktion auf die Matrix A*(y) selbst bezieht, auch fiir y, < 0 
erfiil!’ nd iiberhaupt gelten die fiir y, > 0 hergeleiteten Voraussetzungen 1), 
3a, b, c) des Satzes 8 mit den gleichen Konstanten auch fiir y,< 0. Eine neue 
Konstante Q’, die b¥ (y) und c*(y) fiir |y| < m) majorisiert, laBt sich ebenfalls 
leicht aus den Konstanten Q, m, M, p, P von L, und den Eigenschaften der 
Transformation x = x(y) bestimmen; daher gilt auch Voraussetzung 2). 

Es ist also die Abschitzung (7.1) mit R= x = y/2, d= p y,/32 P richtig 
und wegen der Symmetrie der Funktionen w und h gilt auch 

Max |w|/+ Max = = [wy] + Hy (wv; |y| < y/2.¥, = 9) 
ys n/2,v, 20 ¥\Sn/2.v:. 20 
scs; Max |hi+c,; Max lw. 
vi S120 ¥i S20 
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J 
= — 


woraus man nach Zerspaltung von w in seine Bestandteile v und yw folgert: 
Max |voj/+ Max  [vi}" + Hy o(v; |yl < nd2,% = 0) 
\visn/2,w.20 |v S m/2,¥. 20 
se Max |e +algle+ eo iil. 
\y|Sn/2.¥%1 20 

Man kann nun auf die alten Variablen z zuriicktransformieren und erhilt 
fiir u(x) im Bereich G;: die Abschatzung 

_ |u| + uae (uit + He o (us Get) S cy Jul + 5 Ila + os Ifl- 

2CGrr el 
In dieser ist definiert 

| Oh ans 2)) 
0’ =8 untere Grenze Jy) — =(9') . 
yey ir—v\< 0 vv 
\y*| S ne/2.¥5 20, = 1,2. 
Man zeigt leicht, daB #’ positiv ist, es folgt dies daraus, daB die Transfor- 
mation x = z(y) umkehrbar eindeutig vorausgesetzt wurde. In den Kugeln 
| — 2*| < 2r, hat man entsprechend 
Max |u|+ Max [w?}" + Hy o,(u;|x—2*|<27,) < cq ul + cg Ifl, 
ja—at|\s2re jz—a*\S2re 
was unmittelbar aus Ungleichung (7.1) mit R= 2r, ,k=r,, 0, = p/16 P(Min(6,r,)) 
folgt. Indem man mit #” das Minimum aller #,, t= 1,..., N, und aller 
Zahlen 3, = Min(#, 7,/2), t= 1, .. ., Ny, bezeichnet, folgt schlieBlich in jedem 
G;* und jedem |x — z,| < 2 r, die Ungleichung 
Max |u| + Max [w?]"" + Hy, 9-(u) <c, ul + of lela + of Ifl- 

Da nun schon die F;* und die |x — 2*| < r, miteinander ganz D iiberdecken, 
liegen je zwei Punkte aus D mit einem Abstand kleiner als #” voneinander 


stets in mindestens einem G;* oder |x — 2*| < 2 r, gemeinsam. 
Also ergibt sich 


ul, + A, 9 (u; D) < cy iu] + cy | pls + es Iii, 
und so hat man abschlieBend 
n? 


[efr +a Sem ul + ey plete fl, 
also die Aussage des Satzes 9. 
Wenn schlieBlich itiber die Voraussetzungen von Satz.9 hinaus fiir den 
Operator L, noch gilt 
c(x) < 0, f(x) =0 fir x¢ D 


und wenn, wie wir es fiir den Beweis des Existenzsatzes von § 4 voraussetzen 
kénnen, die Koeffizienten a;, (zx), b;(x), c(x) stetig sind, dann kénnen wir das 
Maximumprinzip anwenden [4] und aus (8.1) die Abschitzungen 


IM} +20 | ple. 
also die in §4 zum Beweis des Existenzsatzes noch benétigte a priori-Ab- 
schatzung folgern, bei welcher die Konstante c,, nicht mehr vom Stetigkeits- 
modul der Koeffizienten a,;,(xz) abhingt. Der Existenzsatz ist also damit 
bewiesen. 
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Bewertungssysteme 
und Zetafunktionen algebraischer Funktionenkérper. I*) 


Von 


Ericu Lamprecut in Wirzburg 


1. Problemstellung und Einleitung 


Ein Korper A hei®e algebraischer Funktionenkérper von n Veriinderlichen 
iiber einem Teilkérper k, wenn A durch Adjunktion endlich vieler Elemente 
zu k entsteht (endlich-erzeugbar ist) und zugleich vom Transzendenzgrad n 
iiber & ist; ist zusitzlich k in A algebraisch-abgeschlossen, d.h. sind alle 
iiber k algebraischen Elemente aus A schon in k enthalten, so sagen wir ab- 
kiirzend, A sei ein AFn iiber k. Ist K ein Teilkérper des AFn A iiber k mit 
A> K Dk, der in A algebraisch-abgeschlossen ist und der iiber k vom Trans- 
zendenzgrad m < n ist, so sagen wir abkiirzend, K sei ein 7'Km fiir A iiber k. 

Ausgangspunkt dieser Untersuchungen ist eine bewertungstheoretische 
Definitionsvorschrift fiir Zetafunktionen zu Kérpern, die algebraische Funk- 
tionenkérper von n = 0 Veriinderlichen iiber ihrem Primkérper sind’) ; speziell 
fiir Kérper A der Stufe 2*) ergibt sich diese Vorschrift aus dem nachstehenden 
Schema. 

Die PrimdivisorenY,,;. Es sei A ein AFI iiber K, und z, ein iiber K, 
transzendentes Element aus A. Jede diskrete 1-rangige Exponentenbewertung 
vy, von K, (p, sei der zugehérige Primdivisor) kann zuniichst eindeutig als 
Funktionalbewertung vy’,, beziiglich x; auf K,(x,) fortgesetzt werden (vgl. 
[5a], S. 133ff.); der zugehérige Primdivisor von K,(z,) sei Pj,. vy,; hat in 
der endlich-algebraischen Erweiterung A von K,(2x;) mindestens eine und 
héchstens endlich viele Fortsetzungen vy,;, die diskrete 1-rangige Bewertungen 
von A sind. Somit werden jedem p, von K, endlich viele durch 2, eindeutig 
bestimmte Primdivisoren J, ; zugeordnet. 

Zetafunktionen eines Kérpers der Stufe 2. Ist A von der Stufe 2, so ist K, 
entweder ein endlich-algebraischer Zahlkérper oder ein AFI] iiber einem 
Galoisfeld k. Ausgehend von allen diskreten p, von K, erhilt man nach 
obigem Schema ein durch z, eindeutig bestimmtes System B(K,, x,;) von 
Primdivisoren J,; von A. Die Restklassenkérper A, ,;*) sind fiir alle 

*) Der Deutschen Forschungsgemeinschaft bin ich fiir Unterstiitzung bei der Durch- 
fiihrung dieser Untersuchungen zu Dank verpflichtet. 

1) Vgl. [3b, c], [5b], [7a, b], [9a]; Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das 
Literaturverzeichnis dieser Arbeit. 

*) Ist der Primkérper ein Galoisfeld, so ist die Stufe gleich dem Transzendenzgrad n; 
ist der Primkérper der rationale Zahlkérper, so ist n +- 1 die Stufe des Kérpers. 

%) Mit A®,; bezeichnen wir den Restklassenkérper A modulo Y,; und entsprechend 
spiter mit £$,; die Restklasse eines Elementes £“ A moduloY,;, wobei §P,; =o 
gesetzt wird, falls € nicht im zugehérigen Bewertungsring Og,; liegt. 
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3, , € B(K,, x,) AF1 iiber einem Galoisfeld, besitzen also eindeutig bestimmte 
Zetafunktionen Z4q,; (8). Wir definieren dann durch 


(1.1) Zs; Ky x)= TM Zay,cs) 
6° B(K,.7;) 
die arithmetische Zetafunktion von A beziiglich der ,,Erzeugung“ (Kj, z,). 

Da man bei Zugrundelegung verschiedener ,,Erzeugungen“ (K,, x;) von A 
im allgemeinen verschiedene Zetafunktionen erhalt (vgl. die Beispiele in [7b)). 
interessieren GesetzmaBigkeiten, die diese Abhaingigkeit der Zetafunktion von 
der ,,Erzeugung“ beschreiben, und ob es eine (oder endlich viele) ausgezeichnete 
Zetafunktionen solcher Kérper gibt‘). Weiter kann man fragen, welche 
arithmetischen und algebraischen Beschreibungen bzw. Aussagen durch die 
in die Definition der Zetafunktionen eingehenden Bewertungen erméglicht 
werden (vgl. hierzu auch [7a], 4.2). 

Wir beschranken uns zunichst auf den Fall, daB A ein AF2 iiber einem 
Galoisfeld k ist, und beginnen in dieser Note mit der Untersuchung der Frage. 
welche Folgerungen aus den Eigenschaften des Systems der Bewertungen von 
B(K,, x,;) auf die Struktur der zugehérigen Zetafunktionen gezogen werden 
kénnen. Dabei setzen wir vorerst viel allgemeiner voraus, daB k ein beliebiger 
Kérper, A ein AF2 iiber k und K, ein TK/ fiir A iiber k sei; unter B(K,, x,) 
verstehen wir wie oben das System derjenigen J, ;, das man erhalt, wenn man 
von allen p, von K, iiber k ausgeht (erst bei den Anwendungen auf die Zeta- 
funktionen werden wir zusitzlich voraussetzen, daB k ein Galoisfeld ist). 

Neben Eigenschaften des Systems B(K,, x,;) werden wir untersuchen. 
welche Beziehungen zwischen der Arithmetik des AF] A iiber K, und der 
seiner homomorphen Bilder AY,, iiber K,V,, fiir DB, ,¢ B(K,, x;), den Kon- 
stantenreduktionen von A‘), bestehen. Es zeigen sich hierbei weitgehende 
Parallelen zwischen diesen Konstantenreduktionen und den Konstanten- 
erweiterungen, der anderen Konstantenoperation eines AF 1; Eigenschaften 
eines AF/, die sich unter gewissen Voraussetzungen auf alle Konstanten- 
erweiterungen tibertragen, gelten unter den gleichen Voraussetzungen fiir 
, fast alle“ DB, ; in den zugehérigen Konstantenreduktionen. 

Uber die ,; und die Konstantenreduktionen waren bis jetzt unter der 
zusatzlichen Annahme, daB 2; separierende Variable fiir A iiber K, ist (d. h. A 
tiber K, separabel erzeugbar), folgende Aussagen bekannt (vgl. etwa Dev- 
RING [3a)}): 

(D,) Fir fast alle B,, ist B,, trige iiber Bj;. d. h. unverzweigt und un- 
zerlegt. 

(D,) Fiir fast alle G,, ist K,,,; der genaue Konstantenkérper von AQ, ; 
(als AF / tiber K,Y, ;). 








*) Auf die Méglichkeit, durch Abanderung der Beitrage fiir endlich viele, ; in (1.1) 
zu einer invarianten Zetafunktion zu kommen, gehen wir zunachst nicht ein (vgl. dies- 
beziigliche Ansatze in [3 c]). 

5) AD,; ist algebraischer Funktionenkérper einer Verinderlichen iiber K,,;, d. h. 
eine durch Konstantenoperationen bestimmte homomorphe ,,Verkleinerung’* von A 
iiber K,. 
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(D;) Fir fast alle D,,; ist das Geschlecht g(A/K,) von A iiber K, gleich 
dem Geschlecht g(A J, ;/K,B, ;) von AQ, , tiber K,, ;. 

Um die Untersuchungen weitgehend frei von Beschrinkungen durch 
Separabilitatsvoraussetzungen zu halten, werden wir zuniichst keine dieser 
drei Aussagen zugrunde legen; vielmehr wird spiter eine (D,) und (D,) stark 
verallgemeinernde Aussage hergeleitet. — Wie in 5. gezeigt wird, gilt (D,) 
unter den angegebenen Voraussetzungen nicht allgemein (vgl. auch dies- 
beziigliche Bemerkungen in [3c]}). 

In 2. wird der hier benutzte Begriff der ,,Erzeugung‘ (K,, z,;) durch einen 
allgemeineren kérpertheoretischen Erzeugungsbegriff ersetzt und gezeigt 
(Satz 1), daB die Bewertungssysteme B(K,, z,;) diesen allgemeineren Er- 
zeugungen invariant zugeordnet sind (dies bedeutet ihre Invarianz bei einer 
Klasse von birationalen Transformationen). Ein Satz iiber das Erhaltenbleiben 
von Transzendenzeigenschaften von Elementen bei Restabbildung mod, ; 
(Satz 2), Transformationsregeln fiir den Ubergang von einem Bewertungssystem 
zu einem anderen (Satz 3) sowie Folgerungen fiir die Struktur der in einem AF 2 
enthaltenen AF/ bilden den Inhalt von 3. — Einfiihrendes iiber die Rest- 
abbildung von Divisoren und ein grundlegender Satz iiber die ,,Verlagerung* 
der Grade von Relativerweiterungen (Satz 4 und Korollare) sind in 4. ent- 
halten. In 5. werden Kriterien fiir die Erhaltung bzw. Anderung des Ge- 
schlechts bei Konstantenreduktion angegeben. 

Folgerungen aus diesen Uberlegungen auf die Struktur der arithmetischen 
Zetafunktionen (Spezialfall: k — Galoisfeld) werden in 6. angegeben. Eine 
Transformationsregel fiir die Zetafunktionen bei Erzeugungswechsel (Satz 5) 
z. B. garantiert, daB ein wesentlicher Bestandteil der Zetafunktion zumindest 
Invariante fiir A als AF/ iiber einem 7'K/ K, ist. Die Invarianz der Zeta- 
funktion bei rein inseparablen Erweiterungen (Satz 6) gestattet es, Separa- 
bilitaétsvoraussetzungen bei der Berechnung der Zetafunktionen weitgehend 
zu eliminieren. 

Diese Untersuchungen sind ein erster nur einfache Hilfsmittel aus der 
Algebra und Bewertungs- bzw. Idealtheorie verwendender Schritt in Richtung 
auf das in [7a], 4.2 angedeutete Programm. Auf weitere Fragestellungen 
aus [7a], § 4 soll in den geplanten Fortsetzungen dieser Note eingegangen 
werden. 


2. Algebraische Erzeugungen 


Es sei k ein beliebiger Kérper und A ein AF 2 iiber k. Der in 1. erwihnte 
,,Erzeugungsbegriff* (K,, z,;), d.h. die Auszeichnung eines 77K] K, und eines 
iiber K, transzendenten Elementes 2; <A, soll zuniichst durch einen etwas 
allgemeineren Begriff ersetzt werden. 

Definition 1. Sind K, und K,;+ K, zwei TK] fiir A iiber k, 80 nennen wir 
das geordnete Paar (K,, K;,) eine algebraische Erzeugung (kurz: Erzeugung) 
von A iiber k*). 





*) Da K, und K; in A algebraisch-abgeschlossene A F / iiber k sind und da K, + K; ist 
ist notwendig K, ~\ K; = k, d. h. jedes x; © K; mit 2;¢ k ist transzendent tiber K,. 
99* 
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Dieser algebraische Erzeugungsbegriff (K,, K,) ist im folgenden Sinn zu 
verstehen: 1. A werde iiber k als Kérperturm 


(2.1) kc K,cA 


erzeugt, und 2. die Erzeugung von A iiber K, geschehe durch Adjunktion 
eines (iiber K, transzendenten) Elementes 2;¢ K,, x; ¢ k zu K, und anschlieBende 
endlich-algebraische Erweiterung (zu A). Gema8 dieser Interpretation kénnen 
jeder algebraischen Erzeugung (K,, K,;) unendlich viele der provisorischen 
Erzeugungen (K,, z;) aus 1. zugeordnet werden nach dem Schema 


(2.2) (K,, x,)-> (K,, K,), falls 2,¢ K;, x,¢k. 


Invarianten einer algebraischen Erzeugung von A iiber k& sind Bildungen, 
die nur von der Angabe des geordneten Paares (K,, K;) abhingen,‘d. h. un- 
abhangig von der Erzeugung von K, iiber k und der Auswahl von 2; aus K; 
sind; sie sind also invariant bei birationalen Transformationen von K, in sich 
und bei solchen von K; in sich. Einer algebraischen Erzeugung (K,, K;,) ist 
somit eine Vielzahl von erzeugenden Gleichungen fiir A iiber k zugeordnet’). 
Im Spezialfall, daB A ein AF/ iiber k ist, liefert die sinngemaiBe Einschrin- 
kung der Erzeugungsinvarianz, da dann A mit K, zusammenfiallt, die volle 
birationale Invarianz fiir AF/; die Erzeugungsinvarianz ist somit eine echte 
Verallgemeinerung derselben auf AF2. 

Durch eine Erzeugung (K,, K;) ist eindeutig der durch Adjunktion aller 
Elemente von K; zu K, entstehende Koérper K,;= K,(K;,) bestimmt; da 
K,;,= k(K,, K;), ist in dieser Bezeichnungsweise K,;= K;,. Wegen A 2 K,; - 
> K,(a;) fiir x,¢ K,, x; ¢ k, ist K,,; endlich-erzeugbar und vom Transzendenz- 
grad 1 iiber dem in K,,; algebraisch-abgeschlossenen K6érper K,, d.h. K,; ist 
ein AF] iiber K, und als solcher gleich der Konstantenerweiterung von K; 
iiber k mit K,; das Entsprechende gilt fiir K,,; tiber K;. Somit ist 


(2.3) K,;= Ky = K,: K; 


das unabhingige Kompositum von K, und K; iiber k und heibe der zur Er- 
zeugung (K,, K,) gehérige Doppelkérper. 

Verstehen wir die Separabilitaét einer beliebigen K6rpererweiterung im 
Sinne von CHEVALLEY (vgl. [2], 8. 79ff.), bei endlich-erzeugbaren Erweite- 
rungen ist dann Separabilitét mit separabler Erzeugbarkeit gleichwertig, so 
werden durch diese Untersuchungen die nachstehenden Bezeichnungen nahe- 
gelegt. 

Definition 2. Ein TK1 K, von A iiber k heiBe separabel, falls K, iiber k 
separavel ist, er heiBe separierend, falls A iiber K, separabel ist. Eine Er- 
zeugung (K,, K,) heiBe separabel bzw. separierend, wenn K, separabler bzw. 
separierender TKI ist; eine separierende Erzeugung (K,, K;) heiBe stark se- 
parierend, wenn zusiitzlich in K, ein fiir A iiber K, separierendes Element zx; 
existiert. 


*) Allerdings ist bei unseren Erzeugungen zu beachten, da8B eine feste Numerierung, 
d. h. eine vorgegebene Reihenfolge der Adjunktion, wesentlich eingeht. 





aan Ga kes 8S 6S 
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Diese Begriffe stehen naturgem&B in enger Beziehung zur Separabilitat 
von A iiber k (beachte, wenn k vollkommen ist, ist A stets separabel iiber k): 
Ist A iiber k separabel, so ist auch jeder TK/ von A iiber k separabel; ist A 
iiber & nicht separabel, so kann ein separabler 7'K/ nicht gleichzeitig se- 
parierend sein. — Existiert ein separabler separierender 7'K/ K, fiir A iiber k, 
so ist A iiber k separabel und es gibt eine (separable) stark separierende Er- 
zeugung, in der K, erste Komponente ist; ist dabei 2; separierende Variable 
fiir A tiber K, und 2, separierende Variable fiir K, iiber k, so ist wegen der 
Separabilitét von K, iiber k(x,) auch K,(2,) tiber k(x,, x;) separabel, und 
wegen der Separabilitat von A tiber K,(x,) ist A tiber k(x,,2,) separabel und 
endlich-algebraisch. — Ist andererseits A iiber k separabler AF 2, d.h. von 
der Form A = k(x,,%,;,y), wobei y separabel und algebraisch iiber k(z,,2,) 
ist, und ist K, der k(x,) enthaltende 7'K /, so ist A auch separabel iiber K,(z,), 
d. h. K, ist ein separabler separierender TK/. Da K,(x,)° Ky,= Ky: K,CA 
(x, K,), ist A tiber K,, separabel, und wegen der Separabilitét von K,, 
= K,: K, tiber K, und iber K;, ist K, ebenfalls separierender T K/ und (K,, K,) 
und (K,, K,) sind stark separierende separable Erzeugungen. 

Lemma 1. Die Separabilitét eines AF2 A iiber k ist dquivalent der Existenz 
eines separablen separierenden TK1 K, und der einer separablen stark sepa- 
rierenden Erzeugung (K,,K;,) fiir A iiber k. Mit (K,,K;,) ist auch (K,,K,) se- 
parabel und stark separierend; ferner ist A iiber K,,— K,:- K, separabel alge- 
braisch und es gibt Elemente x, ¢ K,,x,¢ K;, 80 daB A separabel und endlich-alge- 
braisch iiber k(x,,x;) ist. 

DaB andererseits nicht jedes Paar separabler separierender 7'K/ eine 
separable und stark separierende Erzeugung liefert, zeigt das folgende Gegen- 
beispiel : 

Es sei k ein Galoisfeld der Charakteristik p (also vollkommen) und A 

= k(2,,%, 23) mit der erzeugenden Gleichung 
(2.4) x? — 2(%3+1) = 0. 
Die Teilkérper K,;= k(x,) (¢ = 1, 2,3) sind in A algebraisch abgeschlossen, 
da (2.4) in K,; absolut irreduzibel ist. Alle drei 7’K1 K, sind separabel und 
auch separierend, da A sowohl iiber K,, als auch iiber K,, separabel 
algebraisch ist (Relativgrad = 1). Obwohl K, und Ky, separable und sepa- 
rierende 7'K/ sind, ist A tiber K,, = k(x ,x,) rein inseparabel, d.h. (K, K3) 
keine stark separierende Erzeugung. 

Somit ist bei separablem A iiber k die Beschriinkung auf stark separierende 
Erzeugungen eine (véllig invariant formulierbare) im allgemeinen echte Ein- 
schrinkung unter der Vielzah] der méglichen Erzeugungen. — Ist A itiber k 
separabel, so ist fiir jede Erzeugung (K,,K,) K,; tiber K,,K; und k separabel ; 
durch Adjunktion aller iiber K,,; separablen Elemente von A zu K,, entsteht 
ein tiber k separabler AF 2 A,,2K,,;, tiber dem A rein inseparabel ist. A, , 
heiBe die separable AbschlieBung und der (endliche) Grad [A : A,,] der In- 
separabilitdtsindexr der Erzeugung (K,,K;). Nach Lemma | ist [A: A,,]= 1 
(d.h. A = A,,) aquivalent damit, daB (K,,K,) eine stark separierende Er- 
zeugung ist. 
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Falls A iiber k nicht separabel ist und (K,,K,) eine Erzeugung von A 
iiber k ist, werden wir neben K,,; noch Hilfskérper der folgenden Art gelegent- 
lich verwenden: Wir wahlen einen in K; enthaltenen und in K; separabel- 
abgeschlossenen iiber k separablen AF] K,,,) aus (ein solcher existiert, ist 
aber im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt); wir bilden den in K,, ent- 
haltenen Doppelkérper K, ;(,)»= K,- K;(,), der tber K, separabler AF 1 ist. 
Es sei nun wieder A ein AF 2 iiber k ohne 
jegliche Separabilitatsvoraussetzungen ; K, sei 
ein 7'K/ fiir A iiber k, x, ein iiber K, transzen- 
dentes Element aus A und K;, der k(z,) ent- 
haltende 7'K1. Wir wollen zeigen, daB das 
System B(K,,x,) der B,;, d.h. die Gesamt- 
heit der Fortsetzungen beziiglich x; aller p, von 
K, tiber &, nur von der Erzeugung (K,,K;,), 
die gemaB (2.2) (K,,x,) zugeordnet ist, nicht 
aber von der speziellen Auswahl von z; aus 
K, abhingt. 
Die Fortsetzungen vy, der vp, beziiglich 
x, auf K,(zx,) (vgl. 1.) bewerten k(x,;) identisch 
und sind also diskrete (1-rangige) Bewertungen 
des AF 1 K, (zx;) iiber k(x,;). Die Fortsetzungen 
op ; dieser vqy auf die endlich-algebraische 
Erweiterung A von K,(z,) sind unabhingig 
Fig. 1 von der Einschiebung von Zwischenkérpern 
zwischen A und K,(z,;) und zugehériger 
schrittweiser Fortsetzung. Wir setzen die Xy,, zunichst auf die endlich-algebra- 
ische Erweiterung K,,¢ A von K,(z;,) fort und erhalten so Bewertungen ops, 
von K,, iiber k(x,); die Fortsetzungen der Ops, auf A liefern die Gesamtheit 
der % ; (vgl. Fig. 1). 





Die Ope, bewerten mit -&(2z,) auch seine algebraische AbschlieBung K; in K,, 
identisch, d. h. sie sind Bewertungen des AF] K,,; iiber K,;. Da die Ope, in K, 
die urspriingliche Bewertung v,, induzieren und da es bei der Konstanten- 
erweiterung von K, iiber k mit K; zu K,, tiber K, jeweils zu einem v,, nur 
genau eine Fortsetzung in K,, iiber K, gibt (vgl. [2], S. 92—96), sind die Ups, 
gerade die Fortsetzungen der v, im Sinne der Konstantenerweiterung mit K;,; 
somit liegt iiber jedem p, genau ein Pf, d. h. p,+ PF, und die PF; sind unab- 
hangig von der Auszeichnung des x,;¢ K, mit 2,¢ k. 

Da die B,,; von A iiber K; mit den Fortsetzungen aller Pf; von K,, iiber K, 
iibereinstimmen, sind auch die %,,; von der Auszeichnung des Elementes 
x,€ K,; mit x,¢ k unabhaingig. Somit hingt die Gesamtheit B(K,, x,) der PD, ; 
nur von dem geordneten Paar der 7'K1 K, und K;, ab, d. h. ist eine Invariante 
der algebraischen Erzeugung (K,, K,); wir schreiben deshalb fortan ab- 
kiirzend B, ; fir B(K,, x;). — Natirlich braucht zwischen den Pf; und den J; 
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keine eineindeutige Zuordnung mehr zu bestehen, denn bei der endlich- 
algebraischen Erweiterung von K,,; zu A kénnen die Q¥; jeweils in endlich 
viele B, , zerlegt sein; ferner ist durch diese Uberlegungen die Abhiingigkeit 
von B,; von der Transzendenten 2; nicht vollkommen befreit, sondern nur 
eingeengt, denn bei Ersetzung der zweiten Komponente K, durch einen 
anderen 7'K 1 K,+ K, kann man ein anderes System B,, erhalten. 

Satz 1. Das System B,, der Primdivisoren Y,,; ist eine Invariante der Er- 
zeugung (K,, K,) von A iiber k, d.h. die Y,; héingen nicht von der speziellen 
Auswahl eines x,¢ K; mit x,¢ k ab; die Mp ; fiir DB, ,¢ B,,; sind Bewertungen des 
AF1 A iiber K; und ihre Einschriinkungen vp. auf den Doppelkérper K,,= K,: K, 
sind die Fortsetzungen der v,, von K, iiber k beziiglich der Konstantenerweiterung 
mit K, und entsprechen den v, umkehrbar eindeutig. 

Nach Satz 1 hiangt alles Weitere iiber Konstantenreduktionen und die 
Primdivisoren , ; nur noch von den algebraischen Erzeugungen (K,, K,) ab, 
was die ZweckmaBigkeit dieser Begriffsbildung bestatigt. 


3. Restabbildungen von Elementen und Teilkérpern 

Es sei weiter (K,, K,) eine algebraische Erzeugung eines AF 2 A iiber k 
und B,; das System der zugehérigen Primdivisoren B,;. Die Restklassen- 
kérper A Y,, enthalten jeweils den zu K, isomorphen Teilkérper K,; J, ;, sind 
also endlich-erzeugbare Erweiterungen vom Transzendenzgrad 1 iiber dem 
isomorphen Bild kY,; von k; somit sind alle AY,,; AF/ iiber einem Kon- 
stantenkérper, der entweder gleich dem homomorphen Bild K,%,,; von K, 
oder tiber K,%,; und damit auch iiber &D,, endlich algebraisch ist. — Wir 
untersuchen zunichst, wann die Restabbildung yJ,,; eines Elementes y € A 
in AB, ; eine Konstante (bzw. oo), d. h. wann y J, ; tiber K,Q, ; algebraisch ist, 
und wann es transzendent (iiber K,Q, ,) ist. 

Ist y € K,, so ist fiir alle B, ;¢ B,; entweder yP, ,;¢ K,B,,; oder yP, ; = co. — 
Fiir jedes 2,¢ K; mit 2;¢ k und fir alle PB, ,¢ B,,; ist xB; transzendent, da 
K,;%,; isomorphes Bild von K;, ist; folglich gibt es keine nichttriviale Glei- 
chung-{(X) mit iiber K,Q,; algebraischen Koeffizienten, so daB /(x,B,,) = 0. 
Wir zeichnen jetzt ein festes solches x; als Hilfselement aus. 

Sei nun y¢ A aber y ¢ K,, d.h. y transzendent iiber K,, so ist y sicher 
iiber K,(x;,) algebraisch, d. h. geniigt einer Gleichung 

n 
(3.1) O=fly.2%)= Ya, y" t= ¥ gly) 2; (a,,, € Ky), 
y= @ 


—_ 
vie ¥ 


wobei mindestens eine 2,-Potenz wirklich auftritt, d. h. mindestens ein 
Polynom g,(y) + 0 fiir y => 1 ist. Da ein von 0 verschiedenes Element aus A 
nur endlich viele B,,¢ B,; als Pol oder Nullstelle haben kann, werden mit 
den Polen und Nullstellen der endlich vielen g,(y) +0 in B,, nur endlich 
viele DB, ;¢ B,,; ausgeschlossen. Somit ist fiir fast alle B, ,< B,; zu jedem g,(y) + 0 
auch g,(y) B,;+ 0 aus AP,;. Wire nun y,, algebraisch iber A,D,, fiir 
eines dieser J, ;, so waren auch die g,(y)%,, algebraisch tiber K,D,, und es 
folgte, daB x,%,, einer Gleichung mit iiber K,B,, algebraischen Koeffizienten 
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geniigte; dies ist ein Widerspruch zur obigen Feststellung. Folglich ist fiir 
fast alle D,,¢ B,; yY,,; transzendent iiber K,Y,;; die Gesamtheit dieser fast 
allen G,; sei mit B,;(y) bezeichnet. 

Wir erhalten somit ohne jegliche Separabilitatsvoraussetzungen den nach- 
stehenden Restabbildungssatz. 

Satz 2. Ist B,, das zur Erzeugung (K,, K,) des AF2 A iiber k gehirende 
System von Primdivisoren B,; und y ein Element von A, so ist yB,,¢ K,BD,,; 
(konstant) bzw. yP,;= © fiir alle P,,, falls y ¢ K, ist, und es ist yP, ; trans- 
zendent iiber K,B, , fiir fast alle PD, ;, niimlich fiir alle B, ,¢ B,;(y), falls y ¢ K, ist. 

Dieser fiir alle anschlieBenden Untersuchungen grundlegende Satz) ge- 
stattet es, sofort eine Reihe von Folgerungen fiir die Restabbildung von Teil- 
kérpern zu ziehen. 

Bei der obigen Bedeutung von A, k, K,, K; und B,, sei 2;¢ K, ein Element 
von A; fiir fast alle $B, ;, namlich alle B,,¢ B,,;(x;), ist 2,B,, tiber K,B,; und 
somit auch iiber kG, , transzendent. Ist f(x,;) « k[2x,], f(x,) ¢ k, so ist fiir jedes 
PB, ,< B,;(x;) f(x;)B,, + 0 sogar keine Konstante in AQ, ;, d. h. f(z;) B,;¢ kD, ,; 
folglich ist fir jedes § + 0 aus k(xz,;) ED,, +0 aus AP,,, d.h. k(x,;)P,; ist 
isomorphes Bild von k(xz;) in AY,,; und k(x;) wird durch vy, ; identisch be- 
wertet. Mit k(x,;) wird auch jede endlich-algebraische Erweiterung von k(z,) 
in A und insbesondere auch der k(x,) umfassende 7KJ K,; durch vy, zu 
$,,¢ B,,(xz,;) identisch bewertet; ferner ist fiir diese B,,; A,B, ; isomorphes 
Bild von K,; in AY, ,; und yp ; ist zugleich Bewertung des AF/ A iiber K,. 

Da mit dem obigen willkiirlichen x; auch jedes andere xj ¢ K; mit x; ¢k 
durch alle J, ;¢ B,,;(z;) auf ein tiber kD, , transzendentes Element abgebildet 
wird, kann B,,(x;) auch charakterisiert werden als Gesamtheit derjenigen 
$,,¢ B,,, fiir die K,;B,,; ein zu K,; isomorpher Teilkérper von AP,; iiber 
kP, , ist; wir kénnen somit die Bezeichnungsweise abiandern zu 
(3.2) B,,(K;) = B,,(z,) far 2,¢ K,;,2,¢k und K,+ K,, 
d. h. dieses Teilsystem von B,, in elementfreier Weise erklaren, und erhalten 
das 

Korollar zu Satz 2. Die Gesamtheit B, ;(K;) der B,, zur Erzeugung (K,, K,) 
des AF2 A iiber k, fiir die KB, , tiber kB, , in AD, ; isomorphes Bild des TK1 K; 
iiber k ist, ist gemaB (3.2) identisch mit der Gesamtheit der YB, ,, fiir die xB, , 
bei beliebigem x;¢ K,, x;¢ k ein iiber kB, , transzendentes Element ist; B, ;(K;) 
besteht aus fast allen PB, ,¢€ B,; und alle Vg, zu %, ,< B,,(K,) sind Bewertungen 
des AF1 A iiber K;. 

Sei weiterhin K; + K,. Wir betrachten die Einschrankungen der vy , zu 
den , ,¢ B,;(K;), die Bewertungen von A iiber AK; sind, im Doppelkérper 
K,,;= K,- K; und bezeichnen sie mit B43 da A iiber K, ; endlich-algebraisch 
ist, kénnen jeweils endlich viele der yj ein und dasselbe "B,; liefern. Die 
‘ 8) Insbesondere wird hiermit im geplanten Teil III dieser Arbeit gezeigt werden, daB 
das aus Kombination der Dp ,; mit den Bewertungen der Restklassenkérper AY,; ent- 


stehende System 2-rangiger Bewertungen ausreicht, um ein Element von A bis auf einen 
Faktor aus k eindeutig festzulegen. 
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DB ;; sind Bewertungen von K, ; iiber K,, die zugleich in K, die urspriinglichen 
Bewertungen v,, induzieren; somit sind sie (vgl. Beweis von Satz 1) Fort- 
setzungen der v, von K, iiber k beziiglich der Konstantenerweiterung mit K,, 
d. h. vom Typus Ups Folglich sind auch alle Vy, ZU P,,¢ B,,(K,;) gleichzeitig 
Bewertungen vom Typus vp, mu gewissen J, ,¢ B,;, d.h. B,,(K,;) kann mit 
einem Teilsystem von B,, identifiziert werden (die zugehérigen Bewertungen 
und damit auch ihre Restklassenkérper sind identisch). 

Entsprechend ist das aus fast allen J,,;¢ B,,; der Erzeugung (K,, K,) be- 
stehende Teilsystem B, ;(K;) fiir K; + K, auch ein Teilsystem von B,,. Da 
die vp, 7u %,,¢ B,;(K,)° B,; sowohl K; als auch K, identisch bewerten, 
gilt tiberdies B,,(K;)° B,,(K,); aus Symmetriegriinden gilt auch die Um- 
kehrung B,,(K,) 2 B,;(K,) und wir erhalten zusammen 


(3.3) B,,(K,) = B,,(K,), falls K,+K, und K, + K;. 


Bezeichnen wir mit S,,(K,;) das System der endlich vielen $,,;¢ B,,, die K, 
nicht isomorph abbilden (die also fiir K, ,,singulir“ sind), d. h. die Erginzungs- 
menge zu B,,(K,) in B,,, und erklaren wir S,,;(K,) entsprechend, so folgt 
zusammen mit dem Korollar zu Satz 2 die nachstehende Regel fiir die Ab- 
hingigkeit des Systems B,, von der zweiten Komponente der Erzeugung. 

Satz 3. Sind K,, K, und K, drei voneinander verschiedene TKI des AF2 A 
iiber k, 80 stimmt das System B,, der zur Erzeugung (K,, K;) gehérigen DB, ; mit 
dem System B,, der zu (K,, K,) gehérigen Y, ; bis auf jeweils endlich viele Aus- 
nahmen iiberein und bei obiger Erklirung der endlichen Primdivisormengen 
S,,;(K,;), S,;(K,) gilt die Austauschregel 
(3.4) B, ;— S,;(K;) - B, ,(K;) ‘tes B, ;(K;) s B, ,— S,;(K,)*); 
ferner ist ein beliebiger TK1 K, bei vorgegebener Erzeugung (K,, K,) entweder 
identisch mit K, oder aber fiir fast alle Y,,, néimlich fiir alle B,,¢ B,,(K;), ist 
KS, ; zu K, isomorpher Teilkérper in AX, ;. 

Wiahrend in Satz 1 die Abhiangigkeit des Systems B,, der D,,; von K, und 
dem Element x; auf die Abhangigkeit von der Erzeugung (K,, K;) zuriick- 
gefiihrt wurde, zeigt Satz 3, wie B,, von der zweiten Komponente K, der 
Erzeugung (K,, K;) abhingt; bei einem Wechsel der zweiten Komponente 
sind nur endlich viele J, ;, namlich die aus S, ,(K,;), durch endlich viele andere, 
naimlich die B,;¢ S,;(K,), zu ersetzen und fast alle B,, bleiben unveriindert. 
Diese Uberlegungen zeigen andererseits, daB sich bei einem Wechsel der ersten 
Erzeugungskomponente, etwa bei Ersetzung von K, durch einen TK/ 
K, + K,, die zugehérigen Primdivisorsysteme in fast allen Primdivisoren 
unterscheiden, denn wihrend K, durch fast alle , ; isomorph abgebildet wird, 
wird K, durch kein $,,; isomorph abgebildet. 

Da bei einem Wechsel der zweiten Erzeugungskomponente mit fast allen 
$,, auch fast alle Restklassenkérper A YB, , unveriindert bleiben, folgt fiir die 
in 1. zitierten Aussagen (D,), (D,) und (D,) das 


*) Mit B, — S,(K;) bezeichnen wir die Differenzmenge der angegebenen Prim- 
divisorenmengen ; B,;(K;) sei wie in (3.2) erklart. 
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Korollar 1 zu Satz 3. Sind bei der Erzeugung (K,, K;) des AF2 A iiber k 
die Aussagen (D,) bzw. (Ds) erfiillt, so auch bei jeder Erzeugung (K,, K;) mit 
der gleichen ersten Komponente K,; sind fast alle Y, ; iiber K,(x,) triige, so sind 
auch fast alle B, ,¢ B,, traége iiber K,(x;) und umgekehrt. 

Ist das Primdivisorsystem B,; einer festen Erzeugung (K,, K;) von A 
iiber k vorgegeben, so ist gemaB Satz 3 jedem TK/ K,;+ K, von A iiber k 
eindeutig ein Teilsystem von endlich vielen Q,, zugeordnet, némlich das 
System der Ausnahmeprimdivisoren S,,(K,) [fiir K;= K, ist dieses System 
trivialerweise leer; fiir AK; = K, kénnte man sinngema® S,,;(K,) = B,, (un- 
endliches System!) setzen]. Die Frage, ob umgekehrt ein T7K/ K, schon 
durch S, ;(K;) eindeutig charakterisiert ist, mu8 auf Grund einfacher Gegen- 
beispiele’®) verneint werden. 

Die letzte Aussage aus Satz 3 gestattet es bei vorgegebener Erzeugung 
(K,, K,;) von A iiber k, den méglichen Typus eines TK/ von A iiber k durch 
den Typus von K,, K; und den der Konstantenreduktionen AP, ; und AG,, 
(bei umgekehrter Erzeugung) stark einzuschrinken. Diese Abschitzungen 
sind besonders genau, wenn die Struktur der Kérper AD,; und AP,, von 
vornherein bekannt ist ; falls speziell A = K,;— K,- K,; ein Doppelkérper iiber 
ist, so ist nach bekannten Siatzen (vgl. [2], S. 91—95) 


(3.5) AY,, = K,,B,,= K,p,- K;, falls K, tiber k oder falls K,p, 
iiber kp, = k separabel ist, 


d.h. der Restklassenkérper ist gleich der Konstantenerweiterung des zu- 
gehérigen Komponentenkorpers. Als Ergebnis erhalten wir 

Korollar 2 zu Satz 3. Sind K, und K,+ K, zwei TK1 fiir A iiber k, 80 ist 
jeder TK1 K; von A entweder gleich K, oder gleich K, oder aber fast alle AD,, 
und fast alle AY,, enthalten einen zu K; isomorphen Teilkérper iiber kD. 
bzw. kDa, (Byo& Bye, Bo, < By); ist speziell A = K,.— K,- K, ein Doppelkérper 
iiber k und K,; ein von K, und K, verschiedener TK1 von A iiber k, so enthalten 
fast alle Konstantenerweiterungen K,p,- K, und Kyp,: K,, fiir die K,p, oder K, 
bzw. Kyp. oder K, tiber k separabel ist, einen zu K, isomorphen Teilkérper™). 

Falls der Doppelkérper aus zwei iiber k separablen AF] K, und K, kom- 
poniert ist, ist somit jeder von K, und K, verschiedene T7K1 K, ,,fast iso- 
morph einem Teilkérper von AK, und von Kg, naimlich isomorph in einer 
unendlichen Schar von endlichen Konstantenerweiterungen von K, bzw. K, 
enthalten. Fall jeweils eine der zulissigen Konstantenerweiterungen vom 


1°) Sei z. B. A = k(2,, x.) ein rationaler AF2 und K,=k(2,), K, = k(x,); By, sei das 
System der J,.. Sei ferner &,= 2,22, &,—= 2? 23; dann sind &, und &, die gleichen Aus- 
nahme-}, , zugeordnet, namlich die dem Zahler und Nenner von 2, in K, entsprechenden. 
d. h. den algebraischen AbschlieBungen von k(&,) und k(&,) in A entspricht das gleiche 
Ausnahmesystem. Wegen x, = §,/&, und x,= &/&, sind &, und &, algebraisch unabhangig 
und die algebraischen AbschlieBungen (7'K 1) von k(&,) und k(&,) verschieden, q.e.d. 

11) Dieses Korollar verallgemeinert (bis auf die dort zitierten Geschlechtsabschatzungen) 
wesentlich die Aussage von Lemma 3 in [7a] und bendétigt nicht die dortige Voraus- 
setzung iiber £; auBerdem wird der dort knapp formulierte rechnerische Beweis durch 
einen ausfiihrlichen inhaltlich-bewertungstheoretischen ersetzt. — Man beachte, daB mit 
den 7'K1 auch die in A enthaltenen AF/ iiber k abgeschatzt sind. 
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Grad 1 ist, dies gilt sicher, wenn unendlich viele p, und p, vom Grade 1 sind, 
so liegt jeweils genaue Isomorphie vor. Weitere Uberlegungen in dieser 
Richtung lassen sich nach dem Schema des nachstehend untersuchten wesent- 
lichsten Spezialfalls durchfiihren. 

Es sei A = k(x,, x2) = k(x,) - k(x.) = K,- K, ein rationaler (also sepa- 
rabler) AF 2 tiber k und K, ein T7K/ von A. Dann gilt fiir fast alle p, und 
fast alle p, im Sinne der Isomorphie K, © K,p,(z,), K,;& Kyp2(x,); somit 
gilt auch bei zugehériger Konstantenerweiterung K,- K,p, © K,p,(2_) und 
K;* KyP_& KyPq(x,). Nach dem Li‘roruschen Satz fiir AF / ist somit K,- K,p, 
fiir alle p, zu B,.¢ B,.(K,) bzw. K,- Kap, fiir alle p, zu D,,¢ B,,(K,) ein ra- 
tionaler AF] iiber K,p, bzw. K,p,. Enthalt nun k unendlich viele Elemente, 
so gibt es unendlich viele p, vom Grade 1 und K;, ist sicher ein rationaler AF J 
iiber k. Ist dagegen k ein Galoisfeld, so gibt es sicher unendlich viele p, von 
ungeradem Grade; da nun ein nichtrationaler AF] iiber einem Galoisfeld bei 
keiner Konstantenerweiterung ungeraden Grades rational wird, muB K, selbst 
schon rational sein. — Hieraus folgt der nachstehende erste Schritt zur Uber- 
tragung des Litroruschen Satzes (daB jeder Teilkérper eines rationalen 
K6rpers wieder rational ist) auf AF 2. 

Korollar 3 zu Satz 3. Jeder in einem rationalen AF2 A iiber k enthaltene 
AF] iiber k ist rational; jede Erzeugung eines Kérpers A’ iiber k, iiber dem A 
endlich-algebraisch ist, ist ein Paar rationaler AF] iiber k'). 

Wahrend die in A enthaltenen AF] alle rational sind, ist fiir die in A 
enthaltenen AF2 iiber k gezeigt, daB sie zumindest wieder nahe am ratio- 
nalen Fall liegen. — Die hier behandelte Frage nach den Teilkérpern eines 
AF! ist natiirlich vollkommen verschieden von der geometrischen Frage, 
welche Kurven auf einer Flache liegen. 


4. Restabbildung von Divisoren und Relativgradverlagerung 

Es sei (K,, K,) eine Erzeugung des AF2 A iiber k und B,, das System der 
zugehérigen B,,; die vy zu %,,< B,, sind eine Teilmenge aller Bewertungen 
des AF] A iiber K;. Mit Q, bzw. vg, bezeichnen wir Primdivisoren bzw. 
Exponentenbewertungen des AF/ A iiber K,; zur Unterscheidung verschie- 
dener J, , bzw. Q, versehen wir diese mit oberen Indizes. 

Zur Untersuchung der Frage, ob und wie man einem Q, von A iiber K, 
einen Primdivisor in einer Konstantenreduktion A J, , zuordnen kann, machen 
wir zunachst eine Hilfsbetrachtung. 

or. 2. Zu je endlich vielen QY (u=1,...,m) und endlich vielen 
BY) (» = ., n) gibt es einen TKI K, von A iiber k, so daB K, durch alle 


‘, ") aiid ot v a”? identisch bewertet wird, d. h. daB alle diese vm und Pair) Be- 
1 li 
es des AFI A iiber K; sind. 
Beweis. Da k durch alle diese rw und a) identisch bewertet wird, 
li 
geniigt der Nachweis eines Elementes § ¢ A, fiir das & Qo” und ED) trans- 


12) Mit den gleichen Uberlegungen lassen sich ahnlich scharfe Ergebnisse fiir halb- 
rationale Kérper, d. h. Doppelkérper, deren eine Komponente rational ist, erzielen. 
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zendent iiber k QM bzw. kPl’) (u=1,...,m; v= 1,...,m); der k(&) ent- 

haltende 7'K1 K, hat dann die gewiinschte Eigenschaft. — Es seien Vers 
1 

die 


V _(m’) diejenigen der v_/,), die K; identisch bewerten, 0 (7°41). - - +» V¢m) 
e} a o) aa | 


iibrigen; falls m’= m, hat jedes transzendente Element aus K; die gewiinschte 
Kigenschaft und wir sind fertig. Im anderen Falle gibt es ein transzendentes 


Element £,¢ K;,so daB £ Q@"”*+)=---= #2 QM=0 (A=1,...,m'+ 1). Sei 
weiter £,¢ K, ein iiber k transzendentes Element mit ,J{!) = - - - = &, PB”) = 0; 
definieren wir nun 

(4.1) m=&+ (A=1,...,m’+1), 
so ist nD? (v=1,...,m) transzendent iiber kB’? und 7,Q” (u =m’ +1, 


...,m) transzendent iiber kQ”), da jeweils genau eine Komponente 
von (4.1) bei Restabbildung transzendent und die andere Null ist; auBerdem 
ist fiir mindestens ein / gleichzeitig n,Q (u = 1 ... m’) transzendent iiber 
k Q”, womit das gesuchte Element konstruiert ist. 

Nach Lemma 2 enthalt bei gegebenem Q, und Y,, der Durchschnitt 
9, la Og ; der zugehérigen Bewertungsringe Oo. und Oy ; einen T'K/ K, 
von A iiber & und die Bilder der Elemente von Do, mod J, ; liefern (soweit + co) 
den ganzen Restklassenkérper AY,;; hieraus folgt: Durch Restabbildung 
mod J, ; eines Bewertungsringes O,, wird kein Primdivisor von A,; tiber 
kG, , festgelegt. — Um also Q, einen Primdivisor von AY,, tiber kD, ,; zu- 
ordnen zu kénnen, mu8 man einen wesentlich kleineren Bereich als Og, ab- 
bilden und dabeievtl. die Abhangigkeit von einem Parameter in Kauf nehmen"*). 

Das x-Bild von Q, 101 Y,,. Zu vorgegebenem Q, und Y,,; gibt es nach 
Lemma 2 (Anniherungsunabhiangigkeitssatz fiir A iiber K,;) Elemente x ¢ A. 
x ¢ K,, so daB gleichzeitig xP, , transzendent iiber kP,; und vg (x) = 0 bzw. 
Vg, (x) > 0. Es bezeichne R, den ganzen AbschluB von K, [2] in A, d. h. den 
Ring der x-ganzen Elemente des AF] A iiber K,, und Ox | den Bewertungsring 


zuX,,; mitr, ¥,; bezeichnen wir den Restklassenbereich von R, Ox ; modulo 


%,,. Da * Big trp, 2 ist trp, + Af, , und ein Integrititsbereich mit dem 
Quotientenkérper AB, ,. Dem Primideal Q,-R, von RN, entspricht bei dieser 
Restabbildung das Ideal Q,-R, 4 Ox ; modulo G, ; = 92,, + (0) von ty, y, ;. 
da in Q,: XR, Elemente & mit vp, (6) = 0 liegen. Falls vg (x) > 0 gewahlt war, 
ist Q,-R, > K, [x] = x- K,[x] und folglich ist 1D, ,¢ q2,%, ; VkD, [2 D, ;). 
d.h. 1, ,¢ 92,9, ;? und somit gilt sicher 92,9, + ta, 9, ;3 wihrend Q, -R, 0 Ox ; 
Primideal in R14 Ox ist, braucht q2,%,; kein Primideal in trp, 2 
sein. — Mit t2%,; bezeichnen wir die algebraisch-abgeschlossene Hille von 
2%, , (es kann t, %,,* T2.,; sein; zur Idealtheorie vgl. Kruu [6], § 4). 

. a) Eine » solche Konstruktion mit Hilfe von Vielfachenmoduln ist bei DEURING [2a] 
gegeben ; da dort jedoch vorausgesetzt wurde, daB das Geschlecht bei Konstantenreduktion 


invariant bleibt, soll hier im Hinblick auf 5. eine andere ringtheoretische Methode ver- 
wendet werden. — Die Parameterabhangigkeit muB jeweils nachtraglich eliminiert werden. 
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Definition 3. Jst Q, ein Primdivisor des AF1 A iiber K,, x ¢ A ein Element 
mit Vg, (x) > 0, fiir das xP, ; iiber k D, ; transzendent ist und ist das Erweiterungs- 
ideal qt %, = 42,8,;° od p,, in der ganz-abgeschlossenen Erweiterung von te, 

= (Re a Ox, |) mod G,,; des Ideals 92,9, ;> (Qh Re Og, ) mod %,, ein Prim- 
ideal, so heift der durch q¥ %,; in AY, ; eindeutig bestimmte Primdivisor q, Bi," 
d.h. der zur durch q* %,; bestimmten Bewertung gehérige Primdivisor von A J, ,. 
das x-Bild von Q, mod J, ;. 

Wegen der zweiten Voraussetzung (Primidealeigenschaft von q2,%,;) ist 
die Existenz eines x-Bildes von Q, mod ¥, , natiirlich nicht allgemein gesichert. 
Existiert jedoch ein z-Bild von Q, mod %,; und hat z¢ A die Eigenschaften, 
zP,;, ist transzendent itiber kD, ;, vg, (z) > 0 und z ist z-ganz, so existiert auch 
ein z-Bild und dieses ist identisch mit dem 2-Bild, denn r} ®; ist ein Unter- 
ring von t¥,q , und q* p, ; bieibt in r* »,, ein Primideal, némlich q2%, ; a 
Existiert nun ein z-Bild und ein y-Bild von Q, mod J, ;, so gibt es nach dem 
Anniaherungsunabhangigkeitssatz ein z¢ A, fiir das vg (z) > 0, zD,, trans- 
zendent iiber kB,; und von dem x und y ganzabhingig sind; da somit nach 
‘der obigen Bemerkung sowohl das z-Bild als auch das y-Bild mit dem z-Bild 
iibereinstimmen, ist die Unabhangigkeit des Bildprimdivisors von Q, von dem 
Parameterelement x nachgewiesen. 

Lemma 3. Evxistiert zu einem Primdivisor Q, von A iiber K, in AY,, tiber 
kY, ; ein x- Bild, so ist dieses unabhiingig von der Auszeichnung des Elementes x 
und eindeutig bestimmt und werde mit qx, ; bezeichnet. 

Wir leiten nun mit analogen Uberlegungen einen Hilfssatz her, dessen 
Beweis uns u. a. die Existenz einer Primdivisorrestabbildung in einer weiten 
Klasse von Fallen garantiert. 

Lemma 4. Ist K, ein separierender TK1 fiir A iiber k, 80 gibt es eine se- 
parierende Variable x, fiir A iiber K, derart, daB der Zihlergrad n des Haupt- 
divisors x, von A iiber K, fiir fast alle B,,; gleich dem Zihlergrad des Haupt- 
divisors x, B,, von AY, ; iiber kP, ; ist, d. h. dap 
(4.2) n= [A: K,(x,)] = [AB,;: Ky (2%) B,4) 
und zugleich K, Y, ,; der genaue Konstantenkérper von A J, , ist™). 

Beweis. Wir nehmen zunichst an, in A existiere ein Element 2;, dessen 


Zahler aus n = [A : K,(x;,)] verschiedenen Primdivisoren Q?, . . .,Q,") vom 

Grade 1 besteht (der Nenner N von 2; ist zum Zahler teilerfremd). Da x; D,; 

transzendent iiber kD, ; fiir alle PB, ,¢ B,,; und da v yn (2) si (»=—I,...,; 8), 
1 

gilt fiir die wie oben konstruierten Ideale q?)., +t, 4 (v=1,...,m) fiir 


alle B,,¢ B,;. — Da die Ideale OQ)” R,(v = ],...,%) von R,, paarweise 
teilerfremd sind, gibt es Elemente é, ,,¢ Q,”: X,,, so daB 


ve ‘ 
(4.3) L= €,,.4 bu» firalle lsv<ypsn. 
14) Die Aussage dieses Lemmas ist ein Spezialfall von (D,) und (D,) und somit nicht 
neu. Der Vollstandigkeit halber und aus methodischen Griinden wird dennoch der von 
[3a] abweichende einfache Beweis, der sich in einigen Punkten an Ansitze von Etcn- 
LER [4] anlehnt, hier erbracht. 
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Da die endlich vielen Elemente é,,, nur endlich viele Pole (Nullstellen) unter 
den J, ,¢ B,, haben kénnen, gelten fiir fast alle D,, bei Restabbildung gleich- 
zeitig die Beziehungen 

(4.4) 1D, .= €,. Bist Fue Pri (lsv<psn). 
Da stets &,,B,,€ qy ¥, + 2.9.) sind also je zwei der q:? ®,, teilerfremde 
Ideale in T2.B,4 fiir fast alle J,,, d. h. fiir fast alle Y,, sind die q) ,; 
(v= 1,...,m) verschiedene Ideale von tr. B, i Da also 2;%,,; in den n 
‘eisiaittbalindiin teilerfremden Idealen Wy Von ty. y ; liegt, hat 2%, ; (gleich 
giiltig ob t,. y = tF.%, ; oder nicht) far ‘fast alle J, , bei mindestens n ver- 
schiedenen Primdivisoren von A J, , tiber kY, ; eine Nullstelle, d. h. es gilt 

[ATi i: F(a > 
2 n= (A: K,(zx,)] = Zahlergrad von 2, , 
wobei n’ > 1 der Grad des Konstantenkérpers von AQ, , iiber K, DB, ; ist. Da aber 
fiir den Relativgrad [A , ; : K,(z,)P,,] vonP, , iberP; ,[AP, ; : K, (xz) BD, ,) < 
< [A: K,(z,)] gilt und n’> 1 ist, folgt aus (4.5) sofort die Giltigkeit von 
(4.2) und der restlichen Aussagen von Lemma 4 fiir fast alle D, ; in unserem 
Spezialfall**). 

Falls es in A kein Element mit den zu Beginn postulierten Eigenschaften 
gibt, sei x, eine beliebige separierende Variable fiir A tiber K,. Da K, unendlich 
viele Elemente enthilt, gibt es ein 2,= 2,+ « (a € K,) in K,(z,) = K,(z,), 
so da8 simtliche Zahlerprimteiler von x; beim Ubergang zu A unverzweigt 
und die zugehérigen Restklassenkérper iiber K, separabel sind (nach der 
Differententheorie tritt nur in endlich vielen Fallen Verzweigung bzw. in- 
separable Restklassenkérpererweiterung auf). Es existiert dann eine endlich- 
algebraische separable Konstantenerweiterung des AF] A iiber K,, etwa 
A=A- -K, iiber K,. so daB der Ziahler von z; in A aus n= [A : K,(2;)] 
= =[A: K, (2, )] Primdivisoren ersten Grades besteht. Nach obigem ist somit 
fiir fast alle DB, .€ B,,= = B(K,, 2) von A der Ziahlergrad von 2; DB, ; in AG, ; 
iiber K Di gleich n. 

Da fiir jedes G,; die Einschrinkung auf A ein %,;¢ B,; liefert, ergibt sich 
aus einfacher Rechnung mit der Gradschachtelungsformel fiir fast alle G, , 





(4.5) Zahlergrad von 2,T,;= 


a eee 
(AD i: AD) 
wobei x’ der Grad des Konstantenkérpers von A D, ; iiber dem von A G,, ist. 
Jedes E ¢ A ist als endliche Linearkombination E = 2 &,a” darstellbar, wobei 


&é,¢ A und « Separabel und algebraisch iiber K, ist : ~ die Basis 1, «, «?, . 
fiir fast alle D.; eine SB, ,- Ganzheitsbasis fiir A tiber A ist, ist (vgl. [2], 8 


45) Diese Aussagen sind 4quivalent mit der absoluten Irreduzibilitat der e+ TE 
Gleichung /(2;, y) fiir A iiber K,, wenn ihre Koeffizienten mod p, reduziert werden (fiir 
fast alle p,). 


(4.6) Zahlergrad von z,,; in AP,,;=n- 





ir 
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Lemma 5) eG, fiir fast alle DB, . als Linearkombination von 1D, aD, ;. 
aD, ;, ... mit Koeffizienten aus Ad, darstellbar, wobei aD; algebraisch 
iiber K,f, , ist. Somit ist AG, eine reine Konstantenerweiterung von AD; 
und deshalb sicher n '>[AQ,,: AG, ,); da aber fiir fast alle q, AD, iiber 
AQ, ; separabel ist, gilt hierbei fir fast alle Pj, , die Gleichheit, und dies in (4.6) 
eingesetzt ergibt die Richtigkeit von Lemma 4. 

Aus Korollar 1 zu Satz 3 und diesem Lemma folgt: Bei jeder separierenden 
Erzeugung (K,, K,) eines AF 2 A iiber k ist (D,) erfiillt. — AuBerdem ergibt 
sich aus dem Beweis dieses Lemmas die Existenz des Bildes mod J,, fiir die 
Ziahlerprimteiler des genannten Elementes z, .— 

Es bezeichne nun (X,, K,) eine Erzeugung des AF'2 A ‘aber k, x; ein tiber K, 
transzendentes Element aus A, K, :,) den separablen AbschluB'*) von k(z,) 
in K,; und K, ,,.)= K,- K; ,) den zugehérigen Doppelkérper (vgl. 2.); es kann 
K,= K;,,) sein (dies ist stets erfillt, wenn A tiber k separabel ist). Es gelten 
die Gradschachtelungsformeln 

[A : K,(2,)] = [A : Kyycs)] (Kays): Ky (2,)], 
(4.7) (AB, ,: Ky (2 )B. i) = (ABs: Ky jc Bie) (Ay jo Die : Ky (2B) 

fir D,,¢ B,,(K,). 

Da K;;,) iiber k separabel ist, folgt (vgl. [2], 8. 90) 
(4.8) [Ky jc): Ky (2;)] = (Kya): &(x,)). 
Bezeichnen wir die Einschrinkungen der J, ,¢ B, ,(K,) im Doppelkérper K, ;;,) 
mit Pf;,,,, so ist K,(x,)P,,= K,(x,)Pij~e) = Kyp,- k(z,) und wegen der 
Separabilitét von K,,,) tiber k ist Ky 5(.)D,¢— Ky (0) Dic) = Ay Py Ky.) und 
es gilt 
(4. 9) [Ky jy Phi cay : K, (2; DF] = 5 [K,p,- K tsa): : KyPy- k(zx,)} — [K ji): k(z;)]. 


Wegen (4.7), (4.8) und (4.9) gilt bei beliebigem 2;¢ A mit 2,;¢ K,, 2;€ Ky.) 
die Gradverlagerungsformel 


(4.10) [A B,;: Ky (xz;)B,,] — [A : Ky (x,)] JA By: Ki je) Bis) 


[A: K,j(s)) 
fiir alle B, ,¢ B,,(K,) *”). 

Der Proportionalitatsfaktor [A D, ; : Ky ;¢.),;]/[A : Ky; ()] auf der rechten 
Seite von (4.10) hangt nur von X,,,) und D, , ab und ist stets < 1, da der Rest- 
klassenrelativgrad kleiner oder gleich dem Ko6rperrelativgrad ist, d.h. bei 
Konstantenreduktion kann sich der Relativgrad iiber einem rationalen Teil- 
kérper nur verkleinern, und zwar um den gleichen Faktor fiir alle z,¢ K;,,), 
x;¢k. Da jedes B,,¢ B,,(K;) gleich einem $, ,¢ B,,(K,) ist, hingt die Gleich- 
heit in (4.10) nur davon ab, ob das zugehérige Pf;,,, bei Fortsetzung auf A 
triige ist oder nicht. 


1*) Das heiBt den gréBten k(2x;) umfassenden und in K; enthaltenen iiber k separablen 
AFI, 

17) (4.10) und das anschlieBende Lemma 5 gelten wirtlich bei Ersetzung von Kj,s) durch 
K,, wenn zusatzlich gefordert wird, daB gleichzeitig K, und K,P,;— K,p, tiber k sepa- 
rabel sind. 
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Lemma 5. Ist (K,, K;) eine Erzeugung des AF2 A iiber k, Kj(,) ein im 
TK1 K, separabel abgeschlossener AFI iiber k, so gilt fiir alle B,,¢ B,;(K;) 
bei beliebigem x;€ K;(,), x;¢ K, die Gradverlagerungsformel (4.10) mit dem nur 

von B,, und K;:,) abhingigen Proportionalitats- 
A faktor 
[A By 5: Ky 5 (6) Bi l/ [A : Kisco) - 
der stets < 1 ist und =.1 d.u.n.d. ist, wenn B,, 
iiber K, ;(.) trdge ist. 

Miz (8) Wir nehmen von jetzt an zusitzlich an. 
daB K, ein separierender 7 K/ fiir A iiber k sei. 
Dann folgt aus Lemma 4, Lemma 5 und Ko- 
rollar 1 zu Satz 3: Ist K, separierend, so gibt 
es einen im zugehdrigen TK1 K, separabel abge- 
schlossenen AFI K,,,) tiber k, in dem eine 
separierende Variable fiir A iiber K, liegt, so dap 
(4.11) [A: K,(%_)] = [AB,;: Ky (x2) B,,) 
fiir fast alle B,, und alle x€ Ky ,) mit x ¢ k. 

Ky Bei der angegebenen Bedeutung von x, und 
Fig. 2 K,,,) wollen wir nun den Wert [A B, ; : Ky; (5) B,,] 
fiir alle K,;,,) (beachte, daB hiermit auch alle 
x,¢ A, x,¢ K, erfaBt sind) und fast alleD, ; bestimmen. Da K, ;;,) und K,(2,)in A 
enthaltene AF/ iiber K, sind, gibt es ein Element y;.¢ Ky ;(,) mit y;.¢ Ky (22) 
und y;.¢ K,, so daB [K, ;(,): K,(yj;.)] und [K,(2z,): K,(y;,)] endlich sind. 
Dann gelten (vgl. Fig. 2) die Gradschachtelungsformeln 
[A : Ky (y;2)] 
= [A : Ky (%2)] [Ky (22) : Ky (yj2)) = [4 : Kayes) (Kaj ce ? Ai (yse))- 
[ABD : Ky (¥j2) Bi] = (AB, ; > Ky (%2)D, ¢) (Ky (72) By, : Ky (Yj 2) Bi] 
= [AB ¢: Ky 56) Bri] (Kagy Bri : Ki (yj) Bi el. 
wobei die letztere fiir fast alle D,,¢ B,, gilt (z. B. fiir B,,¢ By; (k(y;2)) 
\ By (Ky) \ By, (K3)). 

Da y;2¢ K, (x2), ist y;2= P(x2)/Q(x2) Quotient zweier teilerfremder Poly- 

nome P(x.) und @Q(2x,) der Grade p bzw. q aus K,[2z,] und es gilt 


Aijes) 
Ky (£2) 


K; (Yi) 


(4.12) 


[Ky (22) : Ky (y;2)] = max(p, q). 


Da nun P(x.) Bj. und Q(x.) Bj fiir fast alle B,, Polynome aus K,p, [z,B} 2] 
der gleichen Grade p bzw. q sind und da sie fiir fast alle PB, . wieder teilerfremd 
sind’), gilt fiir fast alle Bj. 


(4.13) [Ky (#2) Bio: Ky(y;2) Bio] = max(p, q) = [Ky (x2): Ky (y;2))- 
Da die Einschrankungen der J, ; auf K,(z,) fast alle Jj. liefern, erhalten wir 


wegen (4.11) und (4.13) durch Gradschachtelung auf dem Wege iiber K, (2x,) 


8) Eine Beziehung 1 = P(x.) P’(x,) + Q(x.) Q’(z2) geht modulo fast allen Qj,. 
wenn man namlich die Pole der Koeffizienten der einzelnen Polynome ausschlieBt, in 
eine entsprechende in K,p,[x,}j,] iiber. 
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bzw. K,(x_)D,, fiir fast alle PB, , 

[A BD, ;: Ky (y¥j2) Bis] = [ABs + Ky (%_)B. 4) (Ky (22)D,, : Ky (Y¥;2)B, 4] 
= [A : K, (_)] [Ky (22) : Ky (yj2)] = [A : Ky (yjo)]; 

also gilt wegen (4.12) auch auf dem Weg iiber K,,:,) bzw. K, ;(,)P,, fiir fast 

alle DB, ; 


(4.15) 


(4.14) 


[A = Ky 5(5)) (Ki 5¢s) : Ki (ys2)] 

= [AB Ky 56) Bie) (Kaj co Pre: Ki (Yje)B a]. 
Da stets der K6rperrelativgrad gréBer oder gleich dem Restklassenrelativ- 
grad ist, gilt [A: K,;(.)]) 2 [ADy: Ayo) Bis] und [Ky 5): Ky(yj9)] = 
= [Kj 5s) Bis: Ky (Yj) By,] und aus (4.15) folgt 
(4.16) [A : Ky ys)] = [A Dye: Ky Dui] fiir fast alle G,,, 
d.h. fast alle B,; sind iiber K, ;(,) trige. Aus diesem Ergebnis, dem Lemma 5 
und unseren obigen Feststellungen iiber (D,) folgt der nachstehende Grad- 
verlagerungssatz. 

Satz 4. Ist (K,, K;) eine separierende Erzeugung des AF2 A iiber k, so gilt 
fiir jedes x,€ A mit x,¢ K, und fast alle B,,¢ B,, die Gradverlagerungsformel 
(4.17) [A : K,(zx,)] = [A B,;: Ky (x;)B, 4); 
die Gesamtheit dieser fast allen DB, ; hiingt nur von (K,, K;) und dem separablen 
AbschluB K;,,. von k(x;) in K, nicht aber von der speziellen Auswahl von 
x,€ K;,.. ab”); auperdem ist fiir fast alle B,, der Grad des Zihler-(Nenner-) 
divisors von x,B,,; in AY,,; tiber kP,; gleich dem Grad des Ziéhler-(Nenner-) 
divisors von x, in A iiber K,. 

DaB dieser Satz eine wesentliche Verallgemeinerung von (D,) und (D,) ist, 
geht aus der nachfolgenden Spezialisierung K,;= K,; hervor [beachte, daB 
(4.17) gleichwertig mit der Trigheit von B,, tiber K, (x,) ist]. 

Korollar 1 zu Satz 4. Ist K, ein separierender TK1 des AF2 A iiber k 
und x, ein iiber K, transzendentes Element aus A, so sind fast alle der beziiglich x; 
gebildeten J, , tiber P,,, d. h. iiber K,(x;), triige und fiir fast alle diese B, , ist (D,) 
erfiillt. 

(D,) und (D,) hiangen also nicht wie in [3a] von der Auszeichnung einer 
separierenden Variablen ab, sondern nur von der Separabilitat von A iiber K, 
(Separabilitatseigenschaften von K, iiber k gehen aiso nicht ein). Diesem 
Sachverhalt bei Konstantenreduktionen entspricht ein Analogon bei Kon- 
stantenerweiterungen (vgl. [2], 8.90, Korollar 2 und 8.91, Theorem), wo 
auch die Separabilitét des urspriinglichen AFJ ausreicht, um die Grad- 
verlagerung [entsprechend (D,)] und die Tatsache, daf der Konstanten- 
erweiterungskérper wieder der genaue Konstantenkorper ist [entsprechend 
(D,)], zu garantieren; allerdings mu8 man bei den Konstantenreduktionen die 
Terminologie des ,,fast alle“ zulassen. 

Korollar 2 zu Satz 4. Ist (K,, K,) eine separierende Erzeugung des AF2 A 
iiber k, B ein in A enthaltener AF 1 iiber K,, so gilt fiir fast alle DB, ,¢ By; 

(4.18) [A: B] = [AD,,: BY, ,]. 


1%) Falls A iiber k separabel ist, kann stets Kj(s) = Kj gesetzt werden. 
Math. Ann, 131 23 
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Beweis. Es sei z, ein iiber K, transzendentes Element aus B; dann ist 
[B: K,(x,;)] und [A: K,(z,)] endlich. (4.18) folgt aus (4.17) einmal fiir A 
iiber K,(z;) und einmal fiir B iiber K,(z,;) angewandt. 

Auf die méglichen Folgerungen aus Satz 4 fiir die Existenz eines Bildes 
mod $3, , eines Primdivisors Q, von A iiber K, soll in dieser Note nicht weiter 
eingegangen werden. 


5. Zum Verhalten des Geschlechts bei Konstantenreduktionen 

Es sei (K,, K,) eine separierende Erzeugung des AF2 A iiber k. Wir 
suchen eine fiir fast alle {,, giiltige Beziehung zwischen dem Geschlecht 
g(A/K,) des AFI A iiber K, und den Geschlechtern g(A%,,/K,,,) seiner 
Konstantenreduktionen AB,,; itiber K,J,;. Nach Satz 3 und seinem Ko- 
rollar 1 wird diese’ GesetzmaBigkeit bei festem separierendem K, nicht von 
der speziellen Auswahl einer Erzeugung (K,, K,) und auch nicht von Separa- 
bilitatsvoraussetzungen fiir ein spezielles Element z,; abhingen.. 

Zunichst folgt aus Satz 4 und einer Uberlegung von Devurtne (vgl. [3a], 
S. 645—648): Fiir fast alle B,,¢ B,, (z. B. fir alle B,,, die tiber K,(z,), x, ¢ K;, 
x,¢ k triage sind und fiir die gleichzeitig K,B,, der genaue Konstantenkoérper 
von A J, ; ist) gilt 
(5.1) 9 (AP, :/K, PB, ;) S g (A/K,). 

Die Aussage (D,) (vgl. [3a], S. 654) wiirde nun besagen, daB bei sepa- 
rierendem K, (d. h. bei Existenz einer separierenden Variablen fiir A tiber K,) 
fiir fast alle B,, in (5.1) die Gleichheit gilt. Neuerdings gab Deurine [3c] 
unter der zusitzlichen Annahme, daB A iiber K, konservativ®®) ist, einen 
Beweis fiir (D,) an. Wir wollen hier Kriterien fiir den Fall, daB A iiber K, 
nicht konservativ ist (dieser Fall kann im Rahmen unserer Uberlegungen ein- 
treten), angeben und zeigen, daB (D,) bei separierendem K, nicht allgemein gilt. 

Es sei also A als AFI iiber K, separabel aber nicht konservativ. Dann 
gibt es eine Konstantenerweiterung von A iiber K, mit einem iiber K, endlich- 
algebraischen rein inseparablen Kérper L,, so daB: A - L, iiber L, konservativ 
ist und g(A - L,/L,) < g(A/K,). g(A - L,/L,) = G(A/K,) ist der kleinste Wert, 
auf den sich das Geschlecht von A iiber K, bei irgendeiner Konstanten- 
erweiterung verringern kann, und werde das konservative Geschlecht von A iiber 
K, genannt; nach Konstruktion ist G(A/K,) eine Invariante von A iiber Kj. 

Da A -L, iiber A endlich-algebraisch und rein inseparabel ist, hat jedes 
3,,¢ B(K,, z;) von A genau eine Fortsetzung J, ,¢ B(L,, x,) in A - L, (vgl. [2], 
S. 94, Lemma 1), d. h. die Zuordnung 


(5.2) BiB, 
ist eineindeutig. Wegen der Separabilitét von A - JL, iiber L, gilt fiir fast 
alle P, , gleichzeitig: g(A - L,/L,) =>g((A- LB, (LT) [vgl. (5.1)], (A - Ly) By, 
ist AFI aber L,J,, und Af, ist AFI tiber K,,;. Da einerseits (A - L,)F,, 
2°) Nach Artin [1] und Tate [8] heiBt ein AFI A iiber K, konservativ, wenn fiir 
jede Konstantenerweiterung gilt g(A - Z,/L,) = g(A/K,) (bei Konstantenerweiterungen 
kann das Geschlecht nur abnehmen, vgl. [2]); anderenfalls heiBe A iiber K, nicht kon- 
servativ und die gréBte Geschlechtsabnahme wird dann schon bei einer endlich-algebra- 
ischen rein inseparablen Konstantenerweiterung erreicht. 
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rein inseparabel iiber AJ}, , ist und da andererseits (A - L,), , iiber L,D, , eine 
reine Konstantenerweiterung von A §j,, iiber K,T, , ist, wobei evtl. [A - L,: A] 
> [(A - L,)B,,: AD,) gilt (Verzweigung von J,,), erhalten wir fiir fast alle 
J, , unter Beachtung von (5.2) die Geschlechtsabschitzungen 


(5.3) 9(AP, /K,B,,) => 9((A - L,)¥, /L,B, ) ’ 
(5.4) g(A/K,) > G(A/K,) =9(A- L,/L,) 2 g9((A- L,)¥, /L,B, ‘)- 


Aus diesen Uberlegungen und (5.4) folgt fiir das konservative Geschlecht von 
AG, , tiber KD, , die Abschatzung 


(5.5) G(AD,/K,B,,) < 9((A - L,)B,/L,9,,) < G(A/K,) < g(A/K,). 


Es verbleiben somit die folgenden Méglichkeiten: Ist g(AQ, ,/K,P,,) 
= g(A/K,), so ist AD,, notwendig nicht konservativ. Ist g(AQ, ,/K,B, ,) < 
< g(A/K,), so kann AQ,,; konservativ sein oder nicht. Falls aber AQ,, 
konservativ ist (dies gilt bei vollkommenem™) & fiir alle B,,), so nimmt das 
Geschlecht bei Konstantenreduktion notwendig ab. Zusammen erhalten wir das 

Lemma 6. Ist A iiber K, ein separabler aber nicht konservativer AF 1, so 
gilt fiir das konservative Geschlecht fast aller AY, , tiber K,D,, die Abschiitzung 
(5.5), d. h. entweder ist AD,, nicht konservativ oder es ist g(AB,,/K,B,,) < 
< g(A/K,) oder beides; falls g(A/K,) = 9(AB,,/K,B,,) > G(A/K,), ist AD,, 
sicher nicht konservativ und falls speziell k vollkommen ist, ist fiir fast alle D, ; 
AQ, , konservativ mit 
(5.6) 9 (AD, | K,B, ,) = G(AB, «| K,P, ;) S @(A/K,) < g(A/K)). 

Bei vollkommenem k garantiert Lemma 6, daB bei fast allen Konstanten- 
reduktionen eines nicht konservativen AF] das Geschlecht wirklich abnimmt; 
dies ist im Hinblick auf die Zetafunktionen eines AF 2 iiber einem Galoisfeld 
(ein solches ist vollkommen) von Interesse, da dann die Existenz eines se- 
parierenden Teilkérpers K,, tiber dem A konservativ ist, noch keineswegs 
garantiert ist (nach einem Beispiel von Tarte [8] gibt es separierende 7'K/ 
eines solchen AF2, iiber dem A nicht konservativ ist). — Uber das mégliche 
Verhalten bei unvollkommenem k informiert das folgende 

Beispiel: Es sei k ein rationaler AF/ iiber einem Galoisfeld (also un- 
vollkommen) und K, ein separabler nicht konservativer AF/ iiber k. Sei 
weiter z,¢ K, transzendent iiber k; dann ist der Doppelkérper A = K,- K; 
= k(x,)- K;, (tiber k) tiber K,= k(x,) ein separabler nicht konservativer AF/. 
Fiir alle DB, ,¢ B,, ist 


(5.7) AD, «= K; Kyp, 
isomorph zur endlich-algebraischen Konstantenerweiterune von K, tiber k 
mit K,p,. Da fiir unendlich viele p, K,p, separabel iiber kp, = & ist (sogar 
separabel vom Grade 1, da k unendlich viele verschiedene Elemente enthilt), 
gibt es unendlich viele zugehdrige Q, ,, fiir die 
(5.8) 9 (AP, «/K,B, ;) = 9(K;- Ky P,/KyP,) = 9 (Ki/k) = 9 (A/K,). 

#1) Dann ist auch K,%,; voll’sommen und AJ,; iiber K,PB,; konservativ, da es keine 
inseparablen algebraischen Konstantenerweiterungen gibt. 

23* 
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Andererseits ist fiir mindestens eine inseparable endlich-algebraische Er- 
weiterung k von k g(K;- k/k) < g(K;,/k); da es aber unendlich viele verschie- 
dene p, von K, gibt, fiir die K,p, einen zu & isomorphen Teilkérper enthiit, 
gibt es unendlich viele zugehdérige DB, ;, so daB 


(5.9) 9(AP,,/K, By) = 9 (Ky- Ky P,/KyP,) < g(Ki/k) = 9 (A/K)). 

Somit kann gleichzeitig fiir unendlich viele J,; das Geschlecht invariant 
bleiben und fiir unendlich viele andere J, ; abnehmen, d. h. bei unvollkomme- 
nem k braucht bei Konstantenreduktion nicht fiir fast alle B,, das gleiche 
Verhalten vorzuliegen (nach diesem Muster lassen sich weitere Beispiele 
bilden). 

Auf die zur AbschlieBung dieser Berichtigung von (D,)**) notwendige 
Untersuchung der Konstantenreduktionen von konservativen AFI] A iiber 
K, (vgl. hierzu auch [3c]) kommen wir im Zusammenhang mit wesentlichen 
Folgerungen und Anwendungen im geplanten Teil II zuriick. — Wir weisen 
noch darauf hin, daB die hier benutzte Konservativititsvoraussetzung auf 
eine weitere enge Parallele zwischen Konstantenerweiterungen und Kon- 
stantenreduktionen hindeutet. 


6. Folgerungen fiir die arithmetischen Zetafunktionen 


In diesem Abschnitt sei stets k ein Galoisfeld und A ein (notwendig se- 
parabler) AF2 iiber k; alle 7'K/ fiir A iiber k sind ebenfalls separabel und 
es existieren separierende 7’K1. Wir wollen Folgerungen aus den Ergebnissen 
in 2. und 3. fiir die gemaB (1.1) erklirten arithmetischen Zetafunktionen 
Z, (8; K,, z;) ziehen. 

Da nach Satz 1 das System B,, = B(K,, x;) der PD, ; nur von der Erzeugung 
(K,, K,) und nicht von der speziellen Auswahl von z;¢ K; mit x;¢ k abhangt 
und da in die Definition von Z, (s; K,, x;) nur die Gesamtheit der B,,¢ B(K,, 2;) 
oder genauer die Gesamtheit der zugehérigen Restklassenkérper AQ, ,; ein- 
geht, ist Z,(s; K,, 2,;) eine Invariante der gemaB (2.2) zugehdrigen algebra- 
ischen Erzeugung (K,, K,); da somit die Zetafunktion sich nicht andert, 
wenn zx, durch ein anderes Element x; ¢ K,; mit x ¢ k ersetzt wird, schreiben 
wir fortan 


(6.1) Z,(8; Ky, Kj) = Z4(s; K,,x;) fiir alle x,¢ K,; mit 2; ¢ k. 


GemaB Satz 3 stimmen bei einem Wechsel der zweiten Erzeugungskompo- 
nente die aus fast allen B,,; bzw. B,; bestehenden Teilsysteme B,,(K;) und 
B, ;(K;) tiberein und folglich gilt fiir die zugehérigen Teilprodukte von (1.1) 


(6.2) HT Zap ()= TT Zay (8) . 


q € q ce r 1 
B,; 6 Bj (Kj) Bj 6B, (Kp 7 


Zusammen mit (1.1), (3.4) und (6.1) ergibt dies 


2) Die Liicke im Beweis fiir (D,) in [3a] besteht ersichtlich darin, daB zu separablen 
AF 1 die angenommene Erzeugung (Kurve mit nur gewéhnlichen Knotenpunkten) nicht 
zu existieren braucht und daB bei einer algebraischen (inseparablen) Erweiterung eines 
AFI das Geschlecht abnehmen kann. 
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Satz 5. Die gema (1.1), (6.1) erklérte arithmetische Zetafunktion Z , (8; K,, K;) 
eines AF2 A iiber einem Galoisfeld k ist eine Invariante der Erzeugung (K,, K,), 
d.h. unabhiingig von der Auswahl von 2x,¢ K, mit x,¢k; beim Ubergang von 
(K,, K,) zu einer anderen Erzeugung (K,,K;) mit der gleichen ersten 
Komponente K, gilt die Transformationsregel 


il Z 
8, ;(Ky) Aw, ;(*) 





> aE 
(6.3) Z,(8; Ky, K;) = Z4(8; K;, K) — 


Zin .(8) ’ 
rn B.; 
¥,,€8,,(K) ui 


d.h. die Zetafunktionen unterscheiden sich um héchstens endlich viele Ausnahme- 
faktoren, niimlich endlich viele Zetafunktionen zu AFI iiber einem Galoisfeld. 

Dieses Ergebnis ist unabhingig von jeglichen Separierbarkeitsvoraus- 
setzungen tiber die Erzeugungen. Es ist jedoch insofern grob, als sich einige 
oder alle der auf der rechten Seite von (6.3) formal auftretenden Stérfaktoren 
gegenseitig fortheben kénnen (es gibt aber Beispiele, bei denen dies nicht 
zutrifft [7b]}). 

Da die Stérfaktoren auf der rechten Seite von (6.3) jeweils Zetafunktionen 
eines AF/ iiber einem k enthaltenden Galoisfeld sind, haben sie zusammen 
héchstens endlich viele iniquivalente®*) Nullstellen und Pole, die alle auf 
den Geraden X(s) = 0, #/, und 1 liegen. Somit hingen zuniichst alle nicht 
auf diesen Geraden liegenden Pole und Nullstellen von Z, (s; K,, K,) nur 
von A und K,, nicht aber von K,; ab. — Jeder Stérfaktor Z, », ; (4) bzw. 
Za », (8) hat je genau einen Pol erster Ordnung bei s = 0 und bei s = 1 (und 
dazu faquivalente bei s = 04+ » $e bzw. s=1l+-y =a. , wo » ganz- 

0g 9 log q 

zahlig, q’ die Elementanzahl des Konstantenkérpers von AY,,; bzw. AD,, 
ist und q die Elementanzahl von k bedeutet) und hiervon abgesehen auf den 
Geraden N(s) = 0 bzw. 1 keine Pole und Nullstellen. Bezeichnen wir, wie 
iiblich, einen einfachen Pol als Nullstelle der Ordnung —1, so bestimmen die 
Stérfaktoren zusammen bei s = 0 eine Nullstelle gleicher Ordnung wie bei 
s = 1; somit ist die Differenz der Ordnung der Nullstelle bei s = 0 von der 
bei s= 1 von Z,(s; K,, K,) ebenfalls nur von K, und A, nicht aber von K, 
abhingig. Zusammen erhalten wir das 

Korollar zu Satz 5. Ist A ein AF 2 iiber einem Galoisfeld k von q Elementen 
und K, ein TK1 von A iiber k, so hiingen alle nicht auf der Geraden R(s) = */, 
und in 8s = 221 v/logg oder in s = 1 + 221% v/logg (v ganzrational) liegenden 
Nullstellen und Pole von Z4(s; K,, K;) nur von A und K,, nicht aber von K, ab: 
das gleiche gilt, soweit diese endlich sind, fiir die Anzahlen der indquivalenten 
dieser Nullstellen bzw. Pole; ferner ist auch die Differenz der Ordnungen der 
Nullstellen bei s = 0 und s = 1 eine Invariante fiir A iiber K,. 

Dieses Ergebnis bedeutet die Méglichkeit der Abspaltung eines ,,halb- 
invarianten“, d. h. fiir A itiber K, invarianten, Teiles Z,(s;K,) von 


*3) Mit einem Wert 5, ist auch jedes s,+ 22% v/logq (v ganzrational, gq = Element- 
anzahl des Konstantenkérpers) Nullstelle bzw. Pol und diese werden aquivalent genannt ; 
es gibt bei AF / nur endlich viele inaquivalente Nullstellen und Pole (eine Zusammen- 
stellung dieser Ergebnisse siehe etwa in [7a], 1.1). 
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Z,(8;K,, K,) durch ,,Abtrennung“ der Pole bzw. Nullstellen auf R(s) ='/, 
und s = 2 zi v/logq bzw. s = 1 + 2 7% »/logg (eine analytische Begriindung 
dieses Vorganges soll hier nicht gegeben werden; in den gelésten Fallen [7 a, b] 
ist sie trivial, da nur endlich viele iniquivalente Nullstellen und Pole auftreten), 
d. h. die Elimination der Abhangigkeit von einer Transzendenten bzw. einem 
TK1. Die Tatsache, daB der halbinvariante Bestandteil der Zetafunktion 
eines AF2 iiber einem Galoisfeld nur noch von einer Transzendenten, d. h. 
einem TKI K,, abhaingt, entspricht der vollen Invarianz der Zetafunktion 
eines AF] iiber einem Galoisfeld. 

Gelingt es iiberdies, einen 7'K] K, in invarianter Weise auszuzeichnen 
(bzw. eine Klasse von 7'K/, fiir die die Bestandteile Z,(s; K,) iiberein- 
stimmen), sc wire in Z,(s; K,) eine invariante ,,Zetafunktion“ fiir A iiber k, 
d. h. eine erzeugungsunabhangige GréBe gefunden (auf diesen Ansatz werden 
wir in Teil II zuriickkommen). Diese Uberlegung interessiert im Hinblick 
auf den Parallelfall eines AF/ tiber einem endlich algebraischen Zahlkérper 
K,, da dort ja ein Teilkérper, nimlich K, von vornherein invariant aus- 
gezeichnet ist; allerdings bleibt dort noch das Analogon zu (6.3) zu verifi- 
zieren. 

Die Aussage des obigen Korollars steht iibrigens in gnter Ubereinstimmung 
mit einem neueren Ergebnis von A. Wei und S. Lane [9b] fiir die Zeta- 
funktion einer Kongruenzmannigfaltigkeit (vgl. hierzu auch [7a], § 2); auf 
unseren Fall der Stufe 2 iibertragen, besagt dies, daB alle Pole und Null- 
stellen fiir R(s) > 1 birationale Invarianten sind. 

Hierdurch und durch die nachstehende weitere Parallele zu den AF] wird 
die Aufgabe nahegelegt, wie bei AF] tiber einem Galoisfeld in einem Teil der 
Nullstellen und Pole von Z,(s; K,, K,) und (soweit endlich) in der Anzahl 
der Iniquivalenten Invarianten des Kérpers zu suchen. 

Es sei Z,(s; K,, K,;) die zur Erzeugung (K,, K;) des AF2 A iiber dem 
Galoisfeld k gehérige Zetafunktion; weiter sei A eine endliche rein inseparable 
Erweiterung von A. Da k ein Galoisfeld ist, ist A wieder ein AF2 iiber k: 
die K, bzw. K, enthaltenden 7'K 1 von A iiber k seien mit K, bzw. K, bezeichnet 
(es ist K,+K,) und B,, sei das zur Erzeugung (K,, K,) gehérige System 
der f,,. Wir wollen Z,(s; K,, K,;) mit der Zetafunktion 


(6.4) Z3(8;K,,K)= HM 23%,;(s) 


Bi < By 
vergleichen. 


Da A rein inseparabel iiber A ist, hat jedes B,,; genau eine Fortsetzung 
in A und diese ist vom Typus J; (vgl. [2], S. 94); umgekehrt ist die Ein- 
schrinkung jedes [, ; in A ein QB, , und wir erhalten zusammen 


(6.5) P,,-P,,;, wobei A PB, ; rein inseparabel iiber AH, ; ist; 


dabei kann jedoch [A B,,: AD,,;] = [AD,,;: AP,;] = 1 sein. 
Die Zetafunktion einer rein inseparablen endlichen Erweiterung K eines 
AF1 K iiber einem Galoisfeld stimmt aber gema® ihrer Produktdefinition 
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mit der von K iiberein™), denn iiber jedem Primdivisor q von K liegt genau 
ein q von K, das iiber q rein verzweigt ist, da eine inseparable Restklassen- 
kérpererweiterung nicht méglich ist. Somit gilt 


(6.6) Za, (8) = Zaq,,(8) fir alle D,,¢ B,,, falls P,, +P, , ist; 
zusammen mit (6.4) ergibt dies 
(6.7) Z3(8; K,, K,) = Z4(8; Ky, Ky). 


Satz 6. Ist (K,, K,) eine Erzeugung des AF2 A iiber dem Galoisfeld k, 
A eine endliche rein inseparable Erweiterung von A und (R,, K;) die iiber (K,, K;) 
liegende Erzeugung von A, so sind die beiden zugehédrigen Zetafunktionen 
Z, (8; K,, K,) und Zz(s; R,, K;) identisch. 

Somit andern sich die aus der Zetafunktion Z,(s; K,, K,) abgeleiteten 
Invarianten nicht bei endlicher rein inseparabler Erweiterung, genau so wie 
dies fiir Nullstellen und Geschlecht bei AF J der Fall ist. Aus Satz 6 und 2. 
folgt sofort das 

Korollar zu Satz 6. Ist A,, die separable AbschlieBung der Erzeugung 
(K,, K;) des AF 2 A iiber dem Galoisfeld k, so gilt 


(6.8) Z4(8; Ky, K,)=Z, (8; Ky, Kj). 


Da (K,, K;) stets eine stark separierende Erzeugung von A,, ist, wird durch 
(6.8) die Berechnung von Zetafunktionen weitgehend von beliebigen auf stark 
separierende Erzeugungen zuriickgefihrt. 
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Zur Axiomatik der Mengenlehre 
Von 


WILHELM ACKERMANN in Liidenscheid 


Die Axiomatik der Mengenlehre hat durch die Arbeiten von E. ZERMELO 
und die sich anschlieBenden Arbeiten von A. FRAENKEL, J. Vv. NEUMANN, 
K. Gépex, P. Bernays u. a. einen hohen Stand der Durchbildung erhalten. 
An die Stelle der urspriinglichen, infolge ihrer Unbestimmtheit nicht halt- 
baren Cantorschen Definition der Menge treten hier in der Hauptsache eine 
Anzahl von Existenzsitzen tiber besondere, aus anderen zu bildende Mengen. 
Im folgenden wird ein anderer Weg eingeschlagen. Das nachstehend ge- 
gebene besonders einfache Axiomensystem hat keine derart speziellen Er- 
zeugungsprinzipien. Es schlieBt sich enger an die Cantorsche Konzeption 
und somit an die naive Mengenlehre an und entsteht aus jener dadurch. 
da8B man an ihr gewisse, anscheinend naturgemaBe Verschirfungen vornimmt. 
§ 1 enthalt die Grundgedanken in mehr heuristischer Form; §2 gibt eine 
prizisere Fassung mit Hilfe der mathematischen Logik. Die in §1 und § 2 
entwickelte reine Mengenlehre reicht, wie durch Vergleich mit anderen 
Axiomensystemen festgestellt wird, fiir alle mathematischen Bediirfnisse aus. 
§ 3 enthalt in kurzer Andeutung eine allgemeinere Fassung fiir den Fall, dab 
auch Mengen von Objekten gebildet werden sollen, die selbst keine Mengen 
sind. 

§ 1 

Die Cantorsche Definition der Menge lautet'): ,,Eine Menge ist eine Zu- 
sammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung 
oder unseres Denkens — welche die Elemente der Menge genannt werden — 
zu einem Ganzen.* 

Sehen wir von den ,,Objekten der Anschauung* zunichst ab und be- 
schrinken wir die ,,Objekte des Denkens‘, wie es in der reinen Mengenlehre 
gebriuchlich ist, auf Mengen, so kénnen wir im Anschlu8 an diese Definition 
die folgenden Grundsitze aufstellen : 

1. Es sei M(x) eine Eigenschaft der Art, daB jedes Ding x mit der Eigen- 
schaft 21(2) Menge ist. Es soll dann zunichst eine Zusammenfassung oder 
eine Gesamtheit der Dinge x mit der Eigenschaft 2(x) existieren, so dab 
,.« ist Element dieser Gesamtheit“ und (x) als gleichwertige Aussagen an- 
gesehen werden. 

2. Gesamtheiten mit den gleichen Elementen sollen identisch sein. 

3. Nicht jede Gesamtheit von Mengen ist eine Menge. Cantor verlangt 
dafiir, da8 sie nur ,,bestimmte, wohlunterschiedene‘‘ Objekte enthilt. Da 


1) Zitiert nach A. FRAENKEL, Einleitung in die Mengenlehre, 3. Aufl!., 8. 4. Berlin 1928. 


Zur Axiomatik der Mengenlehre 337 


wir nun nur mit Gesamtheiten von Mengen zu tun haben und wir von den 
schon definierten Mengen verlangen miissen, daB sie bestimmt und wohl- 
unterschieden sind, so kann es sich bei der obigen Bedingung fiir eine Gesamt- 
heit nur darum handeln, daB geniigend scharf abgegrenzt sein muB, was zu 
der Gesamtheit gehért und was nicht zu ihr gehért. Nun ist aber der Mengen- 
begriff durchaus offen. Die Cantorsche Definition ist doch so gemeint, daB 
von Fall zu Fall eine Gesamtheit daraufhin untersucht werden soll, ob sie 
eine Menge darstellt oder nicht, und nicht so, daB damit mit einem Schlage 
fiir alle Gesamtheiten festgelegt wird, ob sie Mengen sind oder nicht. Man 
wird also die Gesamtheit nicht dann als geniigend scharf abgegrenzt ansehen 
kénnen, wenn sie erst durch Beziehung auf den allgemeinen Mengenbegriff 
definiert werden kann, wie es etwa bei der Gesamtheit aller Mengen der Fall 
ist. Das fiihrt uns zu der folgenden Bedingung, unter der eine Gesamtheit 
von Mengen selbst eine Menge darstellt: Die zu der Gesamtheit gehérende 
Eigenschaft 21(2) muB so sein, daB sie sich bei ihrer Definition nicht auf die 
Eigenschaft ,,ist Menge‘ bezieht. Wohl aber kann sie auf schon gebildete 
Mengen Bezug nehmen. Kommen in der Definition von 2% (x) andere Objekte 
als Parameter vor, so wird die zugehérige Gesamtheit nur dann eine Menge 
darstellen, wenn diese Objekte Mengen sind, die wir als schon definiert an- 
sehen kénnen. 


4. Um auszudriicken, daB iiberhaupt nur Gesamtheiten von Mengen ge- 
gebenenfalls Mengen sein kénnen, wird man bei allgemeinen Sitzen iiber 
Mengen die Voraussetzung benutzen: Die Elemente von Mengen sind wieder 
Mengen. Bei speziellen Mengen ist diese Voraussetzung entbehrlich, da sie 
sich unmittelbar aus der Definition der Menge ergibt. — Ist ferner eine Ge- 
samtheit in einer Menge m enthalten, d. h. sind alle Elemente der Gesamtheit 
auch Elemente der Menge m, so diirfen wir den Mengencharakter der Ge- 
samtheit voraussetzen. Denn eine solche Gesamtheit kann ohne Beziehung 
auf den allgemeinen Mengenbegriff definiert werden, da das Enthaltensein 
in der Menge m sowieso einschlieBt, daB alle Elemente der Gesamtheit, Ele- 
mente der Elemente der Gesamtheit usw. Mengen sind. Der allgemeine 
Mengenbegriff ist also fiir die Abgrenzung dieser Gesamtheit iiberfliissig, da 
die Beziehung auf die Menge m geniigt. GemiaB 3. diirfen wir also bei all- 
gemeinen Sitzen iiber Mengen voraussetzen, daB jede Gesamtheit, die in 
einer Menge enthalten ist, selbst Menge ist. Bei speziellen Mengen wird sich 
dieser Satz wieder meistens beweisen lassen. 


Die Bedingungen 1.—4. sind allein die Grundlage unseres Aufbaues. 3. ist 
die einzige Forderung, durch die wir die Mengenbildung einschriinken. Wir 
wollen sie naher erliutern. Wir setzen einen gewissen Bereich von Dingen 
voraus, der an und fir sich unbestimmt gelassen werden kann; er soll aber 
so weit sein, daB die zu bildenden Gesamtheiten und Mengen ihm angehéren. 
Eine Eigenschaft 2(2) baut sich innerhalb dieses Bereiches aus den Grund- 
beziehungen ,,x ist mit y identisch* und ,,7 ist Element von y“ mit Hilfe der 
iiblichen logischen Verkniipfungen und evtl. schon definierter Mengen auf. 
,,« ist Element von y‘‘ darf dabei nicht einschlieBen, daB x oder y Menge ist, 
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da wir sonst indirekt den Begriff ,,ist Menge“‘ verwerten wiirden. Eine be- 
sondere Vorsicht ist erforderlich, falls die Eigenschaft 21(2) neben der Hilfs- 
variablen x andere Variable als Parameter enthalt. Wie wir oben schon an- 
deuteten, muB die Mengenbildung dann an die Bedingung gekniipft werden, 
daB diese Parameter mit Mengen besetzt sind. 

Durch die Forderung 3. wird nun die Mengenbildung so eingeschrankt, daB 
gerade die ,,paradoxen Mengen“ nicht gebildet werden kénnen. Zum Beispiel 
gilt das fiir die ,,.Menge aller Mengen“. Denn zu ,,xz ist Menge“ gibt es zwar 
eine Gesamtheit aller Mengen gema&8 1., aber diese Gesamtheit ist keine 
Menge, da sie nicht der Bedingung 3. geniigt. Betrachten wir ferner die zu 
der Russretuschen Paradoxie AnlaB gebende ,,Menge aller Mengen, die sich 
nicht selbst als Element enthalten“! Die zu ,,z ist Menge und 2 ist nicht 
Element von x gehérende Gesamtheit geniigt nicht der Bedingung 3. Wiirden 
wir als definierende Eigenschaft nur nehmen ,,z ist nicht Element von 2“, 
so dirfen wir nicht einmal von der entsprechenden Gesamtheit sprechen, 
weil ,,z ist nicht Element von x‘ nicht einschlieBt, daB x Menge ist. 

Andererseits lassen sich aber iiberhaupt Mengen bilden. Nehmen wir als 
definierende Eigenschaft ,,z ist von x verschieden“, so wird der Bedingung 1. 
geniigt, da jedes x mit dieser Eigenschaft Menge ist (weil es naimlich keine 
derartigen x gibt). Ferner ist die entsprechende Gesamtheit nach 3. Menge. 
Neben der Existenz dieser leeren Menge haben wir z. B. die Existenz der 
Paarmenge. Sind naimlich y und z Mengen, so enthalt die aus y und z be- 
stehende Gesamtheit nur Mengen. Da ferner die definierende Eigenschaft 
fiir diese Gesamtheit, ,.2 = y oder x = z“, der Bedingung 3. geniigt, so ist 
die Gesamtheit eine Menge. Daf wir mit Hilfe von 1.—4. imstande sind, 
alle notwendigen Mengen zu bilden, wenn wir von den durch Auswahl ge- 
bildeten absehen, wird im nachsten Paragraphen ausfiihrlich gezeigt. 

Die Mengen, die vermittels des Auswahlaxioms gebildet werden, gehéren 
nicht in diese Reihe. Es handelt sich bei ihnen nicht wie sonst um eine be- 
stimmt definierte Gesamtheit, bei der nur in Frage steht, ob sie als Menge zu 
betrachten ist oder nicht, sondern es geht darum, ob itiberhaupt eine die 
Menge charakterisierende Eigenschaft angegeben werden kann. Ist dieses der 
Fall, so ergibt sich auch sofort die Existenz der betreffenden Menge gemiB 
unseren Grundsiitzen. Das Auswahlaxiom ist also, wie es auch vielfach ge- 
schieht, eher als logisches Axiom denn als mengentheoretisches anzusehen. 
Es be: st nichts anderes, als daB, wenn in einem Bereiche durch eine Re- 
lation jedem Elemente des Bereiches ein oder mehrere Elemente zugeordnet 
werden, dann auch eine Funktion existiert, die jedem Element des Bereiches 
genau ein anderes Element zuordnet, und zwar ein solches, das ihm auch durch 
die Relation zugeordnet war. Die Annahme oder Verwerfung eines derartigen 
Axioms hat mit den Grundgedanken unseres Aufbaues nichts zu tun. 


§2 
Wir geben jetzt den priziseren formalen Aufbau gemaéB den in §1 ent- 


wickelten Grundgedanken mit Hilfe der mathematischen Logik. 2, y,z,... 
mégen Individuenvariable sein. Aus den Primformeln ,,7 = y**, ,,x € y“ (x ist 
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Element von y) und ,,M x‘ (x ist Menge), wobei statt x und y auch beliebige 
andere Individuenvariable gebraucht werden kénnen, bauen sich die weiteren 
Ausdriicke oder Formeln in der iiblichen Weise unter Benutzung der logischen 
Verkniipfungen —— (nicht), & (und), y (oder), + (folgt), «+ (gleichwertig), 
(x), (y), ... (fiir alle x, fiir alle y,...) und (Zz), (Ey), ... (es gibt ein xz, es 
gibt ein y, ...) auf. Statt = y schreiben wir wie iiblich x + y, zc y benutzen 
wir als Abkiirzung fiir (z) (z € x > z € y). 

Auf diese Ausdriicke (die also keine Pridikatvariable enthalten), wenden 
wir den Pradikatenkalkiil der ersten Stufe mit EinschluB des Gleichheits- 
kalkiils an. 2(x) bedeute einen beliebigen Ausdruck, der die freie Variable z 
enthalt, 21,(y) einen beliebigen Ausdruck, der die freie Variable y enthilt 
und in dem das Zeichen M nicht vorkommt. Zu den Grundformeln des 
Pridikatenkalkils fiigen wir nun die folgenden hinzu, wobei «) und y) so 
aufzufassen sind, daB die betreffende Grundformel fiir jedes 2 bzw. 2, auf- 
gestellt werden kann. 

a) (x) (QM (x) > Mx) > (By) (z) (2 © yo A(z)), 

B) (wcCy&yCa)>r -y, 

y) (Mx, &...& M x,) > ((y) (Aly) > My) > (Bz) (Mz & (u) (ucz<+Ag(u))). 

6) (Mz &(yexvyc2z))> My, 

y) ist dabei so aufzufassen, dab z,,..., 2, die in %)(y) neben y vor- 
kommenden freien Variablen sind. Kommen solche nicht vor, so fiallt 
(Ma,&...& Mz,) - fort. 

a)—-0) entsprechen 1.--4. von § 1. 

Um zu zeigen, daB wir alle Mengen bilden kénnen, die in der Mathematik 
gebraucht werden, beweisen wir aus unserem Axiomensystem eine Reihe von 
Satzen, die in anderen Systemen als Axiome auftreten. 

I. (Ey) (My & (z) (ZC y)) (Existenz der leeren Menge). 

Beweis: Nach y) hat man 


(x) (a + 2 > Ma) > (By) (My & (2) (e € yoo + 2)). 
Da das Vorderglied der Implikation richtig ist, erhalt man in dem Hinterglied 
eine der Behauptung aquivalente Formel. 
Il. (Ma & My) — (Ez)(Mz& (u) (uczo(u= x yu=y))). 
(Existenz der Paarmenge) 
Beweis: (Mx & My) — ((u)(u- xyu=y)-> Mu) 





> (Hz) (Mz & (u) (u Eze(u=zryu= y))) 


ist eine Anwendung von y). (u)(u - 2 yu=y)— Mu) kann fortgelassen 
werden, da es aus Mx & My folgt. 

Ill. Mx > (Ey) (My & (z) (2 € yoo (Bu) (2 Cu & ue 2))) 

(Existenz der Vereinigungsmenge). 

Beweis: Nach 6) gilt (Max &uc¢ x2)> Mu und (Mu &z¢ u) + Mz, also 
auch (Mx &uéax&z¢€u)—> Mz, oder, was gleichwertig ist, M x — (z) ((Zu) 
(u€é2&z¢€u)—+ Mz). Mit Hilfe von y) erhalt man dann die Behauptung. 
IV. My > (Ez) (Mz & (x) (x€z«»xCy)). (Existenz der Potenzmenge). 
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Beweis: Nach 6) gilt My— (x) (xc y-> Mx). woraus sich nach y) die 
Behauptung ergibt. 
V. (Ey) (My & (Ex) ((z) (@Ex) & ee y) & (2) (x) (wey & (u) (UEZO 
u= x)) >z€ y)). 
(Existenz einer unendlichen Menge). 
Beweis: Wir bezeichnen den Ausdruck 
(y) (Ez) ((u) (WEZ) & z€ y) & (z) (u) (UE y & (v) (VEZeU=U)) > 
>zey)> rey) 





zur Abkiirzung mit G,(z). Es gilt dann 
Bo (x) & (z) (2 € yor Mz)) > ((Ez) ((u) (WEZ) & Mz) 
& (z) (u) (Mu & (v) (ve zeorv — u)) + Mz)) > M2). 


Nun ist (Zz) ((u) (u€z) & Mz) beweisbar (vgl. 1). Das gleiche gilt fiir (z) (w) 
(Mu & (v) (v € ze+v = u)) > Mz). Denn nach £) ist ein z mit (v) (v € ze v = u) 
eindeutig bestimmt und es gilt auch Mu + (Ez) (Mz & (v) (ve zev = u)) 
(Spezialfall von II). Daher hat man (%,(x) & (z) (z€ y+ Mz))> Mz. Mit 
Hilfe von «) laBt sich (Ey) (z) (z € y++ Mz) beweisen. Man erhilt also weiter 
Bo(xz)> Mx. Unter Benutzung von y) bekommt man « (Zw) (Mw & 
(s) (8 € w++Bo(s)), und mit Hilfe von #) (z) (z€ 2%) > ((Ez) ((u) (wEz) &zE y)) 
> x€y), also auch *# (z) (z€ x) > By (zx). Infolge der Struktur von B, (x) ergibt 
sich *** ((u) (uC weru = x) &Bo(x)) > Bo(w). Aus *, e* und **« erhilt man 
dann die Behauptung. 
VI. My (Ez) (Mz & (x) (x ze+ (A(x) & xe y)). 
(Existenz einer durch Aussonderung gebildeten Menge.) 








A(x) ist ein beliebiger Ausdruck, der nur die freie Variable x enthalt. Die 
Formel la8t sich auch entsprechend beweisen, falls 2{(2) noch weitere freie 
Variable z,, .. ., z, enthalt. In VI ist dann My durch My & Mz,& ...& Mz,, 
zu ersetzen. 

Beweis: My (x) ((A(z) & xc y)>Mzx) ergibt sich unter Benutzung 
von 6). Mit Hilfe von «) erhalt man M y-- (Hz) (x) (x €z<+(A(z) & xe y)), 
weiter (x) (2 €z++ (A(x) & x€ y)) +z y, also wegen 5) auch My ((x) (x ze> 
(A(x) & xE y))> M2). Aus der letzten und vorvorletzten Formel ergibt sich 
mit Hilfe von £) die Behauptung. 

Die Existenz der durch das Ersetzungsaxiom der Mengenlehre gelieferten 
Mengen laBt sich in der folgenden Form beweisen: Es sei 2,(x, y) ein Ausdruck,. 
der nicht M und nur die freien Variablen x und y enthilt. Ferner sei (%,(2.y) & 
& Mx) My beweisbar. Dann gilt 

VIL. Mz (Eu) (Mu & (x) (xc ue ((Ey)Ag(y. x) & y€ 2))). 

Die sonst bei der Formulierung des Ersetzungsaxioms iibliche Voraussetzung. 
da8B %,(x,y) eine Funktion darstellt, d.h. daB (%,)(x,y) & Ag(x.z)) ~y- = 
beweisbar ist, ist hier nicht einmal erforderlich. 

Beweis von VII: Da (Mz & y¢z)> My und (My & Ay(y, x)) > M x beweis- 
bar ist, so gilt auch Mz—((Ey) (A (y.x) & yz) > M x). Mit Hilfe von y) 
erhalt man dann die Behauptung. 
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Damit sind, wenn wir von dem Auswahlaxiom absehen, alle Axiome des 
Systems von A. FRAENKEL?), mit dem sich unser System am einfachsten 
vergleichen JaéBt, bewiesen, ohne daB dadurch die Reichweite des Axiomen- 
systems abgegrenzt ist. Es kénnte tibrigens scheinen, daB Satz VII nicht so 
viel aussagt wie das FraENKELsche Ersetzungsaxiom, weil wir in der For- 
mulierung uns auf die Ausdriicke 2, beschriinkten. Das ist aber nicht der 
Fall. In der FRaENKELschen Fassung lautet das Axiom: Ist m eine Menge 
und gz eine Funktion, so existiert auch die Menge, die aus m hervorgeht, 
falls man jedes Element x von m durch die Menge gz ersetzt. Der Begriff 
der Funktion wird bei Fragnkev rekursiv definiert. Als Funktion von x 
gilt: a) jede feste Menge, b) die Menge =z selbst, c) die Vereinigungsmenge 
von x, d) die Potenzmenge von z, e) falls gz und yz Funktionen von z sind, 
das Paar {px, yx}, f) p yx, falls px und yx Funktionen sind. — Falls man 
ferner eine der konstanten Mengen, die bei der Bildung einer Funktion pz 
herangezogen werden, unbestimmt bzw. veranderlich la8t und mit y bezeichnet. 
so kann man gz als Funktion yxy zweier Argumente ansehen. Entsprechend 
gelangt man zu Funktionen von noch mehr Variablen. Ferner haben wir: 
g) esseien « y, px yund yz y Funktionen, dann heiBt die Menge derjenigen z, 
fir die r¢ ay und mp zy€ yxy ist, eine Funktion von y. h) Falls «, g, py 
die gleiche Bedeutung haben wie bei g), so ist die Menge derjenigen z, fiir die 
x€ ay und fiir die gp zy € y ry falsch ist, eine Funktion von y. i) Sind g ry 
und y xy Funktionen und existiert fir jgde Menge y die Menge ®(y) der- 
jenigen z, fiir die p xy ¢ p xy, so ist ®(y) eine Funktion von y. 

Wir definieren nun in unserem Formalismus einen Funktionsbegriff in der 
folgenden Weise: Der Ausdruck %)(2,, ..., 2,3 y) (vw S 1), wobei z,,..., 2, y 
simtliche freien Variable von 2, sind, definiere y als mengentheoretische 
Funktion von 2,, .. ., Z,, wenn folgendes beweisbar ist: 

1. (Ma,&...& Mza,) > (Ey) (A(x, ..., Xn; y) & My); 

2. (WA (2y, . - +» Za; Y) & UAy(ay,..., %_5z)& M2z&...& Maz,) > y =z. 

Ist 1. und 2. beweisbar, so sagen wir, dab Fu (W,) beweisbar ist. 

Offenbar ist nun gezeigt, daB die FRAENKELsche Fassung des Ersetzungs- 
axioms in VII enthalten ist, wenn unser Funktionsbegriff den Bedingungen 
a)—i) geniigt. Dies ist der Fall, denn jedesmal haben wir entsprechende be- 
weisbare Formeln. Es geniigt, wenn wir den Beweis von 1. kurz andeuten, 
da sich 2. in allen Fallen sofort mit Hilfe von £) beweist. 

a) %,(2; y) ist hier y = m, wo m Menge ist. 

Mm — (Mx (Ey) (y = m & My)) ist beweisbar. 

b) %,(2; y) ist hier y = x 

Mx-— (Ey) (y = x & My) ist beweisbar. 

c) (u) (ue y> (Ev) (uév & ve x)) werde zur Abkiirzung mit B,(z; y) be- 
zeichnet. Ist x eine Menge, so bedeutet U(x; y), daB y-die Vereinigungsmenge 
von z ist. Es ist beweisbar: 


M x > (Ey) (B(x; y) & My) (vgl. II). 


*) A. FraEnkeEL, Einleitung in die Mengenlehre, 3. Aufl. Berlin 1928; Zehn Vor- 
lesungen iiber die Grundlegung der Mengenlehre. Leipzig 1927. 
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d) (z) (2€ y++zC a) werde mit D,(z; y) bezeichnet. Ist z Menge, so be- 
deutet B,(x; y), daB y die Potenzmenge von z ist. Es ist beweisbar 


Mx — (Ey) (Bo(x; y) & My) (vgl. IV). 


e) A(x; y) und B(x; y) mégen Funktionen darstellen. Definieren wir 
nun ©,(x;y) als (u)(u€ y++ (A(x; u) vy Bo(z; u))), so bedeutet C,(x; y), 
daB y die Paarmenge der beiden durch 2, und B, definierten Funktionen ist. 
Es ist beweisbar 

M x > (Ey) (©y(x; y) & My) (unter Benutzung von II). 


Alle diese Formeln kénnen auch in der folgenden Weise verallgemeinert werden, 
entsprechend dem bei der FRAENKELschen Definition des Funktionsbegriffs 
erwihnten Ubergang zu Funktionen mehrerer Variablen: %)(2,, . . ., 23 y) 
habe die Funktionseigenschaft ; es sei also bewiesen 

1. (M2z,&...& Mx,) > (Ey) (Ao(2... .. tn; y) & My) 


und 
2. (M2z,&...& Mz, &A,(z,, . . ., Zn; y) & Ay (2, .. ., Lys Zz) > y =z. 

Es mégen weiter die 2,,..., x, ihrerseits mengentheoretische Funktionen 
gewisser Variablen z,, . . ., z,, sein, d. h. Bj (z,, . . ., 2m3 2), - - -»B%* (2, - - -sZm3 Ln) 
mdégen ebenfalls Funktionen darstellen. Dann laBt sich leicht beweisen 
(Mz,&...& Mz,,) + (Ey) ((E2,) ... (£2,) (Bb (%, . . ., 2m3 |) &...& 
By (2, - «+s Zmi Tn) & Ag (ay, .. ., Zn; y)) & My) und ebenfalls die zweite Bedin- 
gung fiir das Funktionsein. (Zx,)...(Ex,) (B) (z%, .. -. Zmi m)&...& 
Bh (2, - «+> Zm3 Vy) & Ay (2, ---, Xai y)) definiert dann wieder y als Funktion 
VON 2,,...;%_- 


f) Es mégen %)(x; y) und B,(x; y) Funktionen darstellen. Definieren wir 
nun ©,(x; y) als (Ez) (Bo(x; z) & Ay(z; y)), so stellt €, die durch Ineinander- 
schachtelung der beiden Funktionen entstehende Funktion dar. Offenbar ist 
Fu (C,) beweisbar. 

g) Es mégen %,(z; y), Bo(x,, x2; y) und C,(2z,, x; y) Funktionen dar- 
stellen. Wir definieren nun Q(x; y) als (u) (u€ y«> (Lv) (A(x; v) Kucv) & 
& (Ev) (Ew) (Bo(u, x; v) & Cy(u, x; w) & ve w)). Dann gilt Fu(D,). 

Beweis: Mx - ((Ev) (M(x; v) & uc v) + Mu) ist wegen der voraus- 
gesetzten Eigenschaften von 2, mit Hilfe von 6) beweisbar. Die Behauptung 
ergibt sich dann mit Hilfe von y). 

h) ‘ndern wir die Definition von 9,(x; y) bei g) so ab, daB v¢ w durch 
v€ w ersetzt wird, so geht der Beweis unverandert. 

i) Es mégen A%y(x,, 2, y) und By(zx,, x; y) Funktionen darstellen. Ferner 
mdége 
Mx — (Ev) (My & (u) (we y & (Ev) (Ew) (Ay(u, x; v) & Bou, x; w) & v € w)) 
beweisbar sein. Bezeichnen wir nun 

(u) (wu yer (Ev) (Ew) (A, (u, x; v) & Bo(u, x; w) & v € w)) 


mit €,(2x; y), so gilt offenbar Fu (C,). 
Die Formulierung verschiedener vorher bewiesener Siatze laBt sich iibrigens 
einfacher gestalten, wenn wir annehmen, da in dem zugrunde liegenden 
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Pradikatenkalkiil ein ,,derjenige, welcher‘, ein 1, (x), eingefiihrt wird. Die 
A(x) entsprechende Menge kann dann durch /,%(2z) ausgedriickt werden, 
wobei A,% (x) als Abkiirzung fiir ¢,(y) (y€ ++ %(y)) aufgefaBt werden kann. 

Das Auswahlaxiom, iiber das wir uns am Schlusse von §1 auslieBen, 
kann leicht bewiesen werden, wenn das zugrunde liegende System des Pri- 
dikatenkalkils eine e-Funktion im Sinne HiiBerts enthilt, d.h. wenn zu 
jeder Formel (xz) des Kalkiils ein Term ¢,2(x) vorhanden ist, fiir den 
(EZ x) A(x) > (A e,A(x)) beweisbar ist. Denn ist m eine Menge, deren Elemente 
simtlich mindestens je ein Element enthalten und iiberdies paarweise elementen- 
fremd sind, dann laBt sich eine Gesamtheit definieren, die mit jedem Element 
von m gerade ein Element gemeinsam hat, aber keine anderen Elemente 
besitzt. Offenbar wire 

A,(Ey) (yem & x = «,(z€ y)) 


eine derartige Gesamtheit; diese ist ferner eine Menge nach 4), da sie in der 
nach III existierenden Vereinigungsmenge von m enthalten ist. Soll eine 
derartige H1LBertsche e-Funktion nicht in den Pridikatenkalkiil eingefiihrt 
werden und will man nicht auf das Auswahlaxiom verzichten, so kann dies 
in der iiblichen Form formuliert und als Axiom hinzugefiigt werden. 

Eine Bemerkung sei noch gemacht iiber die Folgerungen, die sich in un- 
serem Formalismus beim Auftreten der Gesamtheiten ergeben, die in der 
naiven Mengenlehre zu den Paradoxien AnlaB geben. Es geniigt, wenn wir 
die Russre.tusche Paradoxie betrachten, da fiir andere ahnliche Verhiltnisse 
vorliegen. Da® wir nicht die Existenz der paradoxen ,,Menge‘‘ beweisen 
kénnen, war schon in §1 gesagt worden. Setzen wir nun im Axiom «) fiir 
A(x) x€ a2 & Mz ein, so erhalten wir, da das Vorderglied der Implikation 
beweisbar wird, (Ey) (z) (z€ yw+z€z & Mz). Hieraus ergibt sich als Folge- 
rung (Ey) (y€ y+ yey & My) oder (Ey) (yey & My). Das heiBt die Ge- 
samtheit der Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten, ist keine 
Menge, und sie enthalt sich nicht selbst als Element. — Ein Widerspruch 
ist darin nicht enthalten. Ferner erhalten wir als Spezialfall von y) 


(x) (2E2—> Max) + (Ez) (Mz & (u) (uz UWEU)). 


Hier enthailt das Hinterglied der Implikation einen Widerspruch, da 
(Ez) (z€z«+z€2) eine Folgerung davon ist. Demnach kénnen wir die Negation 
des Vordergliedes beweisen, also (Ex) (x¢z & Mz), was mit dem vorigen 
Ergebnis iibereinstimmt. 


§3 

Das in §2 angegebene Axiomensystem reicht fiir die reine Mengenlehre 
aus. Sollen auch Mengen vorkommen, deren Elemente nicht immer wieder 
Mengen sind und die den ,,Objekten der Anschauung*‘ CanTors entsprechen, 
so miissen wir den Formalismus etwas abindern. Wir wollen uns mit einigen 
Andeutungen begniigen. Nichtméngen treten dann auf, wenn unser mengen- 
theoretischer Formalismus in Verbindung mit den spezifischen Axiomen fiir 
ein anderes Sachgebiet gebraucht wird, z. B. in Verbindung mit dem HILBERT- 
schen Axiomensystem fiir die Geometrie. Die Nichtmengen sind im letzten 
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Fall die Punkte, Geraden und Ebenen. Beschrinken wir uns auf die Axiome 
der Anordnung, so erweitern wir die in § 2 beschriebenen Ausdriicke dadurch, 
daB wir zusitzlich die Primformeln ,,P x‘ (x ist Punkt), ,,G 2‘‘ (x ist Gerade), 
,,£ 2 (x ist Ebene) und ,,L zy“ (x liegt auf y) einfiihren. Das Axiom x) wird 
nun in der Weise verandert, daB ,,M 2‘ durch ,,Mzvy Pxy Gz vy Ex“ ersetzt 
wird. Die Axiome f) und 6) behalten ihre Gestalt. In Axiom y) wird jedes 
Mz, durch Maz, vy Px, vy Gu, vy Ex; ersetzt und My durch My vy Py vy Gy vy 

v Ey, wahrend Mz unverindert stehen bleibt. — Die Axiome der Anordnung 
werden dann in der tiblichen Weise formuliert, also etwa I 1 als 


(x) (y) (Pa & Py) + (Ez) (@z& Laz & Lyz)), usw. 


Dieser Aufbau wiirde dann nicht nur die im Priidikatenkalkiil der ersten 
Stufe méglichen Folgerungen und die mengentheoretischen Folgerungen aus 
dem Axiomensystem zu ziehen gestatten, sondern auch die darauf angewandte 
Pradikatenlogik der héheren Stufen ersetzen. 

Will man die Mengentheorie so aufbauen, daB zwar Mengen beriicksichtigt 
werden, deren Elemente nicht Mengen sind, ohne daB diese Elemente naher 
gekennzeichnet werden, so fiihrt man statt der obigen Primformeln ,,P 2“, 
» Ga“, Ba nur die Primformel ,,J x‘ ein (zu lesen: ,,x ist Grundobjekt*). 
Die Axiome nehmen dann die folgende Gestalt an, wobei Oz eine Abkiirzung 
fir Mz vy Ix sein mége: 

a’) (x) (U(x) + Ox) > (Ey) (z) (2 € yo A(z)), 

B’) (w@Cy& yCaz)>r=y, 

y') (Ox, & ...& Ox,) > ((y) (Ag(y) + Oy) > 

+ (Ez) (Mz & (u) (ue z+ A,(u))) 

6’) (Mz & (ye xy yCnu)) > Oy. 

Man kann iibrigens den zuletzt genannten Aufbau auch in jedem Falle 
zugrunde legen. Im obigen Fall der Hinzunahme der geometrischen Axiome 
miBte man denn (Pz vy Gx vy Ex) > I= als weitere Grundformel hinzufiigen. 

Es seien nun noch einige abschlieBende Bemerkungen zu dem in dieser 
Arbeit gegebenen Aufbau der Mengenlehre gegeben. Die in Bedingung 3. von 
§ 1 geforderte Einschrinkung bei der Bildung von Mengen erinnert in gewisser 
Weise an eine verzweigte Typentheorie, da eben von den Mengen im all- 
gemeinen verlangt wird, daB sie sich ohne den Begriff ,,ist Menge“ definieren 
lassen. Doch ist diese Einschrinkung viel weniger weitgehend als die ver- 
zweigte Typentheorie. Denn es wird zugelassen, daB Mengen mit Hilfe von 
Quantoren iiber einem Bereich definiert werden, unter dessen Elementen 
auch die Mengen vorkommen, falls nur nicht in der Definition speziell auf den 
Mengenbegriff Bezug genommen wird. (Fiir den Beweis von V ist das z. B. 
wesentlich.) Zusatzaxiome, daB dieser Bereich nur aus den Mengen besteht, 
sind sinngemaéB ausgeschlossen und wiirden auch sofort eine Paradoxie er- 
geben. Wir zeigten ja am SchluB von § 2, daB die Existenz von Nichtmengen 
beweisbar ist. 

Man kénnte nun auch durch Erweiterung unseres Axiomensystems eine 
Typentheorie der Mengen aufbauen in der folgenden Weise: Eine Menge, die 
ohne Beziehung auf den Mengenbegriff definiert werden kann, ist eine Menge 
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1. Art. Eine Menge, deren Definition sich auf die Mengen 1. Art bezieht, 
ist eine Menge 2. Art, was nicht ausschlieBen wiirde, daB sie evtl. mit einer 
Menge 1. Art identisch ist, usw. Formal wiirde, wenn wir uns auf Mengen 
endlicher Stufen beschrinken, das Axiomensystem von § 2 in der folgenden 
Weise zu erweitern sein: Wir fiihren neben den friiheren die Primformeln M, x 
(x ist Menge 1. Art), M,2x (x ist Menge 2. Art) und iiberhaupt M,,2 fiir jede 
konkrete natiirliche Zahl n ein. 2,,(y) (n 20) bedeute einen Ausdruck, der 
die freien Variablen y, x,, . . ., x, enthalt und in dem kein Zeichen M,,(m > n) 
vorkommt. Die Axiome sehen dann so aus: 

a") (My 41%, & ... & My 412m) > ((y) An(y) > My, uy)> 

> (Ez) (My +12 & (u) (we z+%,(u))), 

BY) (xcy& yCa)>ar=y, 

vy”) (Myx & (ye xv yOu) > Myy, 

6”) M,x-> My +12, 

e”’) M,x> Mz. 

Aus diesem System wiirde sich z. B. beweisen lassen (vgl. den Schlub 
von § 2): Es gibt eine Menge zweiter Art, deren Elemente gerade die Mengen 
erster Art sind, die nicht Elemente von sich selbst sind. Diese Menge, die 
nicht von der ersten Art ist, enthilt sich selbst nicht als Element. 

Doch hat eine derartige Erweiterung des Axiomensystems kein groBes 
Interesse, da alle wichtigen Mengen schon unter den Mengen erster Art ent- 
halten sind und daher der in §2 gegebene Aufbau durchaus geniigt. Bei 
diesem sind nur die Mengen erster Art als Mengen bezeichnet, wihrend die 
Mengen zweiter Art Gesamtheiten genannt wurden. Mengen weiterer Art 
treten nicht auf. 


(ERingegangen am 18. November 1955) 
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Uber das Konvergenzproblem der relativen Haufigkeiten 
in der Wahrscheinlichkeitstheorie 


Von 


Peter THULLEN in Genf 


Einleitung 

Eine der Hauptrichtungen der Wahrscheinlichkeitstheorie, wie sie vor 
allem von R. v. MisEs er.twickelt wurde, beruht auf der Forderung der Kon- 
vergenz der relativen Haufigkeiten eines Ereignisses E in einer als unbegrenzt 
fortsetzbar gedachten Versuchsfolge der einfachen Alternative E, Z. Die vor- 
liegende Arbeit geht von der Annahme der Existenz solcher unbegrenzten 
Versuchsfolgen aus — die wir uns als unendliche, nur aus Nullen und Einsern 
bestehende Zahlenfolgen vorstellen kénnen — und bezweckt eine rein arith- 
metische Untersuchung der Frage der Konvergenz oder Divergenz der rela- 
tiven Hiufigkeiten von £ in einer derartigen Folge. 

Zunichst wird gezeigt, daB die Konvergenz der relativen Haufigkeiten 
als notwendige Folge aus der schwaicheren Annahme der ,,Quasikonvergenz‘*‘ 
abgeleitet werden kann. Die Aufteilung einer unendlichen Versuchsfolge in 
Abschnitte gleicher Linge fiihrt dann zur Definition einer ausgezeichneten 
Klasse, die der bernoullischen Folgen, wobei bewiesen wird, daf in einer 
solchen Folge die relativen Haufigkeiten des Grundereignisses Z notwendig 
konvergent sind. SchlieBlich werden die relativen Haufigkeiten von EZ in 
beliebigen Gruppen aufeinanderfolgender Abschnitte gleicher Lange der ge- 
gebenen Versuchsfolge untersucht, wodurch man zu einer Einteilung der 
bernoullischen Folgen in eigentliche und uneigentliche gelangt. 

Es ist wichtig festzustellen, daB sdimtliche hier aufgestellten Sdtze iiber relative 
Hiéufigkeiten als Sonderfille allgemeinerer Aussagen iiber das Verhalten arith- 
metischer Mittel, die beschrinkten unendlichen Zahlenfolgen zugeordnet sind, 
erscheinen'). 

§ 1. Quasikonvergenz und relative Héufigkeiten 

Gegeben sei eine Versuchsfolge F der einfachen Alternative des Eintreffens 
(Z) oder Nichteintreffens (EZ) des Ereignisses Z, die wir uns unbegrenzt fort- 
setzbar vorstellen. Die relative Haufigkeit des Ereignisses Z vom ersten bis 
zum n-ten Gliede der Folge F sei mit h,, bezeichnet. 

1) Ich méchte nicht versiumen, Herrn Henri Cartan, der die Freundlichkeit hatte, 
das Manuskiipt dieser Arbeit durchzulesen, fiir mehrere wertvolle Hinweise zu danken, 
so fiir den Hinweis auf die Giiltigkeit der aufgestellten Satze auch fiir die arithmetischen 
Mittel, die beschrinkten unendlichen Folgen reeller Zahlen zugeordnet sind, und auf den 
Begriff der ,,Konvergenz nach einem Filter“‘, als deren Sonderfall der hier eingefiihrte 


Begriff der Quasikonvergenz erscheint, und insbesondere fiir den durch die Aufstellung 
des Hiifssatzes wesentlichen vereinfachten Beweis des Satzes 3. 
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Ordnet man nun £ die Zahl ,,1‘‘ und EF die Zahl ,,0“ zu, so erscheint die 
gegebene Folge F als Sonderfall einer wnendlichen beschriinkten Folge reeller 
Zahlen {a,} und h,, als das arithmetische Mittel der ersten n Elemente dieser 
Folge. 

Anstatt die strenge Konvergenz der relativen Hiufigkeiten h, voraus- 
zusetzen, gehen wir von jener intuitiven Auffassung der Wahrscheinlichkeit 
p = P(E) aus, nach welcher es in einer noch so ausgedehnten Versuchsfolge 
vorkommen kann, daf die relative Haufigkeit h,, von der Wahrscheinlichkeit p 
um eine vorgegebene kleine GréBe abweiche. Es sei dabei vorausgesetzt, 
daB ihrerseits die relative Haiufigkeit dieser Abweichungen mit wachsendem n 
gegen Null gehe. Eine solche Folge relativer Hiufigkeiten h, wollen wir 
quasikonvergent nennen. 

Ganz allgemein sei die Quasikonvergenz einer unendlichen Zahlenfolge wie 
folgt definiert : 

Definition?). Eine unendliche Zahlenfolge {b,,} heiBe quasikonvergent gegen die 
Zahl by: 
b, = Q lim 5,, 


n—> co 


falls fiir jedes vorgegebene « > 0 
lb, — by| < € fiir ,,fast alle“ n; 


hierbei soll der Ausdruck ,,fast alle‘ so gedeutet werden, daB im Abschnitt 
(b,,bg, . . ., ,) die relative Haufigkeit der Zahlen b,, fiir die \b,—b,| => e, mit noe 
gegen Null konvergiert. 

Ein Beispiel einer divergenten, aber noch quasikonvergenten Folge ist 
dieses: 


6, = : fir n+10"; b6,=1 fir n= 10". 


Offenbar ist Q limb, = 0; ein zweiter Hiufungspunkt ist 1. 

Es lassen sich leicht Beispiele mit unendlich vielen Haiufungspunkten an- 
geben. Trotzdem ist die Konvergenz stets auf einen bestimmten Wert hin 
konzentriert — zu dem ,,praktisch* alle b,, hinstreben — und die ,,Wahrschein- 
lichkeit‘‘ der Ausnahmewerte gleich Null. So scheint also die Quasikonvergenz 
sich der intuitiven Auffassung der ,,praktischen GewiBheit™ oder ,,praktischen 
Konvergenz‘‘, welcher man so haufig in der Begriindung der Wahrscheinlich- 
keitstheorie begegnet, anzupassen. 

Untersucht man nun quasikonvergente Folgen relativer Hiufigkeiten, 
findet man das zunichst iiberraschende Ergebnis, daB sie stets auch im strengen 
Sinne konvergent sind. Dies ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden Satz: 

*) Die Quasikonvergenz kann als Sonderfall der ,,Konvergenz nach einem Filter * 
aufgefaBt werden (s. N. Boursaki: Topologie Générale. Paris 1940). Im obigen Falle 
ist (Fein Filter tiber der Menge N aller ganzen, positiven Zahlen, welcher simtliche Teil- 
mengen A C_ N enthilt, fiir die der Quotient der Anzahl der Elemente des von A und den n 
ersten Zahlen von N gebildeten Durchschnittes dividiert durch n mit n> oo gegen 1 
konvergiert. 

Mit quasikonvergenten Folgen kann genau wie mit konvergenten Folgen gerechnet 
werden. Dies folgt aus der ,,Konvergenz nach einem Filter‘, kann aber auch unabhangig 
davon leicht nachgewiesen werden. Ebenso gilt das Caucnysche Konvergenzkriterium. 


24* 
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Satz 1. Gegeben sei eine unendliche beschriinkte Folge F reeller Zahlen {a,}; 
h,, sei das arithmetische Mittel der n ersten Elemente: a,,d3,...,@,. Ist dann 
‘die Folge der h,, quasikonvergent, so ist sie notwendig auch konvergent. 

Beweis. Es sei 
(1) p= Q lim h,, 


n—> oo 
und m < a, < M fir alle n. 
Wir nehmen an, p sei nicht der einzige Haufungspunkt der h,. Dann gibt 
es ein €, > 0 und eine unendliche Folge von Indizes n,;, so daB 


(2) \hn; — P| [> 2& é=1,2,.... 
Nach (1) gibt es andererseits zu ¢, eine unendliche Folge von Indizes r;, so daB 
(3) \hr; — p| < &; =m 1,2... . 


Wir greifen unter den n,, die (2) geniigen, ein n»= m;, heraus; r, sei dann 
unter den r; der héchste Index unterhalb n,, der noch (3) geniigt. Es soll die 
Mindestanzahl yu der zwischen den Indizes r, und n, liegenden Elemente der 
Folge F bestimmt werden. yu ist sicher dann ein Minimum, falls entweder: 
a) ph, < p+ & und alle Elemente zwischen r, und n, gleich der oberen 
Schranke M sind, bis schlieBlich h, , ,,= p + 2 €,; oder b) falls p— e,< h,, < p 
und alle Elemente zwischen r, und n, gleich der unteren Schranke m sind, 
bis h,, . ,.S p— 2 &>. 

Der Beweis verliuft in beiden Fillen analog, und es geniigt, ihn fir die 
Alternative a) durchzufihren, wobei wir p < M und auch noch p + 2¢,< M 
annehmen diirfen. Unter Voraussetzung dieser Alternative und Benutzung 
von (2) und (3) erhalt man fiir « die folgende Ungleichung : 


(p + &) T+ we M > (p + 2 &) (79+ #) 
oder 
Too 


“if M—p-—2«,° 





GemaB der iiber r, gemachten Voraussetzung miissen alle h,, ry< n < np, 
Ausnahmewerte der Ungleichung (3) sein. Die relative Haufigkeit dieser Aus- 
nahmewerte beziiglich der Gesamtzahl aller h,, » <n, — ohne friihere Aus- 
nahmewerte zu beriicksichtigen — ist daher mindestens - - t d.h. gréBer 

£o . 
als — wicca 

Dieser Wert ist vom Index i, unabhaingig, mu8 daher fiir die (linke) Um- 
gebung jedes der unendlich vielen n,, die (2) geniigen, gelten. Hieraus folgt, 
daB die relative Haufigkeit der Ausnahmewerte h,, fiir die |h,— p| = 2 ,, 
einen von Null verschiedenen oberen Limes besitzt. Es kénnte also — im 
Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes — p nicht der Quasilimes der h,, 
sein. Unsere Annahme, p sei nicht der einzige Haufungspunkt der h,,, ist 
demnach falsch und somit der Satz bewiesen. 

Sind nun andererseits die einer gegebenen Folge F zugehérigen h,, divergent 
und bezeichnet man p,= lim h,,, p, = lim h,,, so muB — da die Differenz zweier 
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aufeinanderfolgender h,, beliebig klein wird — jedes p, p,< p < p,, Hiufungs- 
punkt der h,, sein. Aus Satz 1 folgt unmittelbar, daB sich jedem dieser p ein 
é > 0 und ein 6 > 0 zuordnen lassen, so da fiir n-co der obere Grenzwert der 
relativen Héufigkeit des Eintreffens der Ungleichung \h,,— p| = ¢ groBer 6 > 0 ist. 
Da die p ein geschlossenes Interval] ausfiillen, gibt es sogar ein ¢,>0 und 
ein 6, > 0, die fir alle p, p< p < p,, giiltig sind. 

Dieses Ergebnis zeigt, daB man unter Annahme unbegrenzter Versuchs- 
folgen der Alternative EZ, E im Falle der Divergenz der zugehérigen relativen 
Haufigkeiten h,, schwerlich einen ihrer Hiufungspunkte als die ,, Wahrschein- 
lichkeit‘‘ des Grundereignisses E wird ansprechen kénnen. 


§ 2. Bernoullische Folgen 

Wiahrend die relativen Haufigkeiten h,, (bzw. arithmetische Mittel) sich 
auf die ersten n Elemente der gegebenen Versuchsfolge F beziehen, soll nun- 
mehr die Untersuchung auf die relativen Hiufigkeiten in Abschnitten der 
Lange n, d.h. von je n aufeinanderfolgenden Elementen der Folge F aus- 
gedehnt werden. 

Gegeben sei eine unbegrenzt fortsetzbare Versuchsfolge F der Alternative 
E(= 1), E(= 0), die wir uns in Abschnitte gleicher Lange aufgeteilt denken. 
Ist A ein solcher Abschnitt, so bezeichnen wir mit N (A) seine Lange und mit h, 
die relative Hiufigkeit von Z in A. 

Es seien A,, Ag, . . ., A, die t ersten Abschnitte der Lange n = N(A,). Sind 
dann eine feste Zahl p und ein e > 0 gegeben, so fragen wir nach der relativen 
Hiufigkeit des Eintreffens der Ungleichung 
(4) laa,— p| <, lsist. 
Diese hangt bei festem p nur von ¢ und nnd dem laufenden Index ¢ ab und 
sei mit H, (e, n) bezeichnet. 

Wir wollen uns insbesondere mit Versuchsfolgen befassen, in welchen fiir 
einen bestimmten Wert p die Aussage des bernoullischen Satzes rein formal 
in dem Sinne gilt, daB fiir beliebig kleines e > 0 und geniigend groBes n und ¢ 
die relativen Haufigkeiten H,(e,n) beliebig nahe bei | liegen, d. h. genauer, 
daB es zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 und 7 < | ein n, gibt, so dab 

lim H,(e,n) > 7 fiir jedes n => ny. 
t—> c 
Eine Folge, welche dieser Bedingung geniigt, sei eine bernoullische Folge ge- 
nannt*). 

Es 14Bt sich nun zeigen, daB in einer bernoullischen Folge die relativen 
Haufigkeiten A, des Grundereignisses EZ notwendig gegen p konvergieren. 
Dies folgt aus einem allgemeineren Satze, in welchem die Konvergenz aus 
einer schwiacheren Voraussetzung als die der Grundeigenschaft einer bernoul- 
lischen Folge hergeleitet wird. In der Tat gilt: 


%) Zum Begriff der bernoullischen Folge vgl. auch R. v. Mises: Wahrscheinlichkeit, 
Statistik und Wahrheit. Dritte, neubearbeitete Auflage, S. 133—134. Wien 1951. 
Man beachte, daB in obiger Definition nicht die Existenz des lim H; vorausgesetzt wird. 
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Satz 2). Gibt es zu einer reellen Zahl p eine unendliche Folge von je vier 
positiven Zahlen (e;, n;, n;, t;) (€; > 0, 4, < 1 aber lim yn; = 1, n; und t,; ganz), so 
dag i— oc 

A, (e;,%) =; tet, 
so ist p = lim h,. 
rT @ 

Beweis. Es sei ein festes, sonst beliebig kleines « > 0 gegeben. Nach 

Voraussetzung gibt es ein i,, so daB e,= e;, < e und gleichzeitig 1— e < n;,,d-h. 


(5) 1—e<H,(e&,n)51, firt2>t=—t,,n,=n 


Um eine Abschitzung von h, fiir r— co zu gewinnen, wahlen wir: 
r= n kt,+ 0, OS 0 < Nl, 
wobei g und k ganz sind und k beliebig groB gemacht werden kann. 

Im folgenden schreiben wir der Einfachheit halber H,= H,(€,, n)). Ferner 
sei m eine untere und M eine obere Schranke der Folge F, wobei wir voraus- 
setzen, daB p—e,>m und p+e,<M. Indem wir beziiglich der ¢ = kt, 
Teilabschnitte der Lange n, insbesondere an die Bedeutung von H, und die 


Ungleichung (5) erinnern und fiir den Restabschnitt der Linge g die Schranke m 
bzw. M einsetzen, erhalten wir: 








(He (p — &o) + (1 — He)m]|ngktn + om _ i (He(p + &o) + (1 — Ht) Mn, kt, + oM 
r = _ jim r . 
Da die linke bzw. rechte Seite der Ungleichung eine monoton steigende bzw. 
fallende Funktion von H, ist und 1 —e < H,, ergibt sich: 
te =p — 60) + om) tote + em A< {a- Met od + 6 Eset oM 


Da k und damit r beliebig groB gewahlt werden diirfen und 








nakt, 
r 


— 1 fir 





k— oo, gilt: 
(1 —e) (p—e&) + em limh, < limh, <(1 — e) (p+ &) +e M. 


Da auBerdem e und ¢, beliebig klein gemacht werden kénnen, folgt die Be- 
hauptung. 

Folgerung: In einer bernoullischen Folge konvergieren die relativen Héufig- 
keiten h, und es gilt: limh,= p. 

Fiir das in dieser Arbeit gestellte Ziel ist die Umkehrung des Satzes 2 von 
Bedeutung: Angenommen, die h, konvergieren nicht gegen eine gegebene 
Zahl p. Dann gibt es ein ¢, > 0 und ein positives m)< 1, so daf zu jedem n 
und jedem noch so groBen f, ein t = t, existiert, derart, daB H,(&, n) < mo < 1. 
Hierbei bezeichne H,(,) wiederum die relative Haufigkeit des Eintreffens 
von |h4,— p| < € in den ¢ ersten Abschnitten A,, 1 <i < t, der Linge n der 
gegebenen Folge. Wendet man nun noch Satz 1 bei festem n auf die rela- 


*) Fiir die Aussage des Satzes und den Beweis ist es gleichgiiltig, ob man von einer 
Versuchsfolge der Alternative Z, # ausgeht, oder von irgendeiner unendlichen beschrank- 
ten Folge reeller Zahlen {a,}. Im letzten Falle bedeuten h, das arithmetische Mittel der 
Zahlen a, a3, . . ., a, und h4 das arithmetische Mittel in einem Abschnitt A der Zahlenfolge. 
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tiven Hiufigkeiten H,(e,,) an, so erkennt man, daB bei geeignetem 7, die 
relative Anzahl der Indizes t, fiir die H,(&,) < ny< 1, eine von Null verschie- 
dene ,,Dichte“, d. h. fiir too einen von Null verschiedenen oberen Grenzwert hat. 
Dies gilt fiir jedes n. 


§ 3. Relative Héufigkeiten in beliebigen Folgen von Abschnitten gleicher Linge 

Die Untersuchungen des § 2 bezogen sich auf die t ersten Abschnitte der 
Lange n der gegebenen Grundfolge F. Hier werden wir die Haufigkeit des 
Auftretens der Ungleichung |h an p| <« in einer beliebigen Folge von t 
aufeinanderfolgenden Abschnitten A,,), Ai,),..., Aq) gleicher Lange der 
Folge F untersuchen. Unser Ziel ist der Bewcis der folgenden Aussage : 

Satz 35). Unter Beibehaltung der friiheren Bezeichnungen mége zu einer 
reellen Zahl p und einem B > 0 eine unendliche Folge von je drei positiven Zahlen 
(€;, 0;, t;) (e, +0, n; ganz und n;-> 00, t; ganz) mit folgender Eigenschajt existieren: 
Fiir jedes i sei die relative Héufigkeit des Eintreffens der Ungleichung hay) - 
— p| < e, in jeder Folge von t, aufeinanderfolgenden Abschnitten A,,), Ai), .. ., 
Aw, der Liinge n, mindestens gleich 8. Dann ist p = limh, fiir N(A)-oo. Ins- 
besondere ist auch p = lim h,. 

Der Beweis stiitzt sich auf folgenden 

Hilfssatz. Es sei p der obere Grenzwert aller h, fiir n(A)—~ 0; € > 0 sei 
beliebig vorgegeben und n eine zugehdrige ganze Zahl, so dap h,< p + « fiir alle 
Abschnitte A mit N(A) =n (ein solches n existiert stets). Gibt es dann zwei 
positive Zahlen « und B und eine ganze positive Zahl t, so daB in jeder Folge 
von t aufeinanderfolgenden Abschnitten Aj,,), Ai),..., Aq) der Liinge n die 
relative Héufigkeit der Ay). (1S ASt), fiir die ha, p—«, mindestens 


gleich B ist, so ist B < 





a+e- 
Der Beweis verlauft teilweise ahnlich dem des Satzes 2. Zu jedem 7 > 0 
gibt es einen Abschnitt A der Grundfolge F von beliebig groBer Linge: 


r= N(A) = knt+ 9, O=0 <tn, 


i 


mit k und 0 ganz und k beliebig groB, so dab h,= p— yn. Wendet man auf 
den ersten Teil von A, der aus k Folgen von je ¢ Teilabschnitten der Linge n 
besteht, die Voraussetzungen des Hilfssatzes an und beriicksichtigt fiir den 
Restabschnitt der Linge 0 die Existenz einer oberen Schranke M der Folge F, 
erhalt man die folgende Abschatzung: 





[B(p — x) + (1 — B) (p+ «&)] tn Mo 


r 


p—HSshg: 
oder, da r und k beliebig groB gemacht werden diirfen: 


p— Ss B(p—a)+ (l— B) (p+e) = pt+e— plate), 
d. h. 


Blatel)Snt+e. 
5) Vgl. FuBnote 4). 
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Da auBerdem 7 beliebig klein gewahlt werden kann, folgt die Behauptung. 
In gleicher Weise laBt sich eine dem Hilfssatze analoge Aussage fiir den un- 
teren Grenzwert der h, beweisen. 

Beweis von Satz 3. Wir zeigen, daB p gleich dem oberen und unteren 
Grenzwert der h, fiir N(A) co ist. Es geniigt, den Beweis fiir den oberen 
Grenzwert p durchzufiihren. Hierzu sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben; der In- 
dex i léBt sich dann so bestimmen, daB e;<« und zugleich h,< p +e fir 
jeden Abschnitt A mit N(A)=n,. Nach der Voraussetzung des Satzes ist 
sicher p < p. Wire p < p, so lieBe sich ¢e > 0 so wihlen, daB auch noch « = p — 
—p—e> 0. Die Anwendung des Hilfssatzes auf dieses « und auf die relative 
Mindesthaufigkeit # des Eintreffens von h,<p+e=p—a« ergibt dann 


p—p=<-—. Dae beliebig klein gewahlt werden kann, folgt p = p und damit 
P—Pp B g g 
die Behauptung. 


Aus Satz 3 folgt unmittelbar die folgende Tatsache: Geniigt eine Ver- 
suchsfolge F der einfachen Alternative EZ, E den Voraussetzungen des Satzes 3, 
so gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ), so daB mit Gewifheit 


|h4— p| <e fiir jeden Abschnitt A mit N(A) = n,. 


Insbesondere ist die relativ eHaufigkeit H, (e, n) des Eintreffens von |h4, —p| < 
<e in den ersten t Abschnitten A,(1 < A <t) der Linge n = n, notwendig 
gleich 1. 

Eine solche Folge ist sicherlich bernoullisch im Sinne der Definition des § 2. 
Doch ist es zweckmaBig, Folgen dieser Art nur als uneigentliche bernoullische 
Folgen zu betrachten. Von einer eigentlichen bernoullischen Folge soll die zu- 
sitzliche Bedingung verlangt werden, wie sie z. B. in einer bernoullischen 
Verteilung zum Ausdruck kommt, daB es zu jedem vorgegebenen ¢, 0 < € < &, 
und noch so groBem n stets auch Abschnitte A mit N(A) =n gibt, so daB 
|hg— p| 2e. 

Fiir eine eigentliche bernoullische Folge gilt zwar p = limh,, aber h, selbst 


n> @ 


hat keinen festen Grenzwert fiir N (A) co. Aus der Umkehrung des Satzes 3 
ergibt sich fiir eigentliche bernoullische Folgen (wie auch fiir alle nicht ber- 
noullischen Folgen) die folgende notwendige Bedingung: Zu jedem noch so 
kleinen positiven B gibt es ein ¢ > 0 und ein ny derart, daB zu jedem n= ny 
und jedem ganzen positiven t eine Folge von t aufeinanderfolgenden Abschnitten 
Aq), A(g), - - +» Aq) der Léinge n existiert, in welcher die relative Héufigkeit des 
Eintreffens von |ha:,,— p| < € kleiner B ist. 

Zum SchluB seien ein paar Beispiele angegeben, an welchen sich die gewonnenen 
Aussagen leicht veranschaulichen lassen (es sei E = 1, FE = 0): 

a) Beispiel einer uneigentlichen bernoullischen Folge*): 


1,0,1,0,1,0,1,0,.... 
Es ist p = limh, = limh4 = } (n > 00, bzw. N(A) > 00). 


*) Vgl. v. Miszs, loc. cit. 8. 133. 
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b) Beispiel einer eigentlichen bernoullischen Folge: 


hat fir 10°"™< n= 10°" + 10” 
wt Ce 1 fiir alle iibrigen n 
p = limh,= 1. 
c) Beispiel einer nicht bernoullischen Folge mit konvergenten relativen Haufig- 
keiten : 
1,0, 1,1,0,0, 1,1,1,0,0,0... 


(Doppelabschnitte der Lange 2m von je m Erfolgen und je m MiBerfolgen). p = limhy,= 4 
Offenbar ist die Ungleichung |h4— p| < « fiir e < } nur in Ausnahmefillen erfillt und 
lim H;(e, n) = 0 fiir jedes n. 


t— 


(Eingegangen am 18. Oktober 1955) 
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Axiomatischer Aufbau der Kreisgeometrie ') 
Von 


GUNTHER EWALp in Meisenheim (Glan) 


Einleitung 


Aus einer Arbeit von B. HessevBacu [6]*) ist der folgende topologische 
Satz zu entnehmen: 

Ein System von Jordankurven auf einer einfach zusammenhaingenden 
geschlossenen Flaiche mit der Eigenschaft, daB durch drei Punkte der Flache 
immer genau eine Systemkurve hindurchgeht, 
kann genau dann auf das System der ebenen 
Schnitte einer konvexen Flache topologisch 
abgebildet werden, wenn es folgende Konfi- 
gurationseigenschaft der Kreise, den sog. 
Biischelsatz*) erfiillt : 

Liegen von vier Paaren lauter verschie- 
dener Punkte in fiinf Fallen je zwei Paare 
auf einem Kreis und sind diese Kreise alle 
verschieden*), dann liegen auch im sechsten 
Fall die Paare auf einem Kreis (vgl. Fig. 1). 

Der Beweis dieses topologischen Satzes 
geht auf einen Ansatz von K. REIDEMEISTER®) 
(1925) zuriick, dessen Grundgedanken darin 

Fig. 1 besteht, gewissen Biindeln von Systemkurven 
Punkte, gewissen Biischeln Geraden und den 
Kurven selbst Ebenen eines konvexen Stiickes des projektiven Raumes zu- 





zuordnen. 

W. BuiascuKE [3] und B. HessELBacu [6] bewiesen ferner, daB das be- 
trachtete Kurvensystem sogar dem System der Kreise der Kugel aquivalent 
ist. w .n anstelle des Biischelsatzes der bekannte Miquelsche Satz — wie 
der Biischelsatz eine (8,, 6,)-Konfiguration von Kreisen — gefordert wird. 








1) D77. 

*) Zahlen in eckigen Klammern bedeuten die Nummern im Literaturverzeichnis am 
Ende dieser Arbeit. 

8) Bezeichnung und Formulierung nach B. L. vAN DER WAERDEN und L. J. Smip: 
[12], S. 754. Es sei bemerkt, daB der Biischelsatz in innerer Beziehung zur ,,Vierkant- 
hypothese“ der projektiven Geometrie (A. WINTERNITZ [13], 8. 372) steht. 

*) Dieser Zusatz ist notwendig, man findet anders leicht Gegenbeispiele. 

5) [11], S. 12—14. Rerpemetster sah noch nicht, daB fiir die Aquivalenz der beiden 
genannten Kurvensysteme der Biischelsatz erfiillt sein muB, er versuchte ohne diesen 
auszukommen (vgl. auch W. BLascHkE [4], 8. 228). 





im 


en 
en 
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Mit diesen Arbeiten wurde nun ein Weg in die Grundlagen der Kreis- 
geometrie, genauer: der Mébiusschen Geometrie, geebnet. HEssELBacn®) be- 
merkt, daB die Kreisgeometrie in ahnlicher Weise von dem Biischelsatz und 
dem Miquelschen Satz beherrscht wird wie die ebene projektive Geometrie 
von den Sitzen von DEsARGUES und Pappus. Auch BLASCHKE’) weist auf 
die Bedeutung seiner Uberlegungen fir eine axiomatische Begriindung der 
Mébiusschen Geometrie hin. 

Indessen hat man diesen Weg bisher nicht weiter beschritten®). Es bleibt 
etwa zu fragen: 

A) Welche Axiome fiir ein System von Punkten und Kreisen erlauben es, 
die Punkte und mit diesen die Kreise so in einen projektiven Raum mit einem 
geeigneten Koordinatenschiefkérper einzubetten, daB den Kreisen tetra- 
zyklische Koordinaten®) in verallgemeinerter Form beigelegt werden kénnen ? 

Damit ist zugleich nach einer Begriindung des Zusammenhangs zwischen 
Kreisgeometrie und raumlicher hyperbolischer Geometrie gefragt, wie er in 
der Mébiusgeometrie auftritt, oder, wenn man will, nach einer Begriindung 
der riéumlichen hyperbolischen Geometrie mit Hilfe der axiomatischen Kreis- 
geometrie?®). 

Ferner interessiert die Frage nach den algebraischen Folgerungen, die sich 
aus der Giiltigkeit des Biischelsatzes und des Miquelschen Satzes in der 
Kreisgeometrie ergeben. 

Auf diese letzte Frage geben fiir den Miquelschen Satz (der in der vor- 
liegenden Arbeit auBer Betracht bleibt) B. L. van DER WaAERDEN und L. J. 
Smip [12] bereits auf anderem Wege eine Antwort"): Griindet man die 
axiomatische Kreisgeometrie auf einige elementare Inzidenzaxiome und den 
Satz von MiIQuEL (in etwas abgeinderter Form), dann kann man mit Hilfe 
der axiomatischen Punkte und eines Teilsystems der axiomatischen Kreise 
(als Geraden) eine projektive Geometrie tiber einem (kommutativen) Kérper K 
aufbauen und die Kreise, die nicht als Geraden dienen, mit Hilfe einer festen 
quadratischen Form, die aus Elementen von K gebildet ist, kennzeichnen. 


*) [6], S. 265. 

7) [2], S. 210, insbesondere FuBnote. 

*) Bemerkungen hinsichtlich der Notwendigkeit weiterer Untersuchungen iiber die 
axiomatische Kreisgeometrie finden sich auch bei B. Perkanrscurn [8], 8. 124, [9], S. 219 
und bei A. I. HorrMann [7], 8. 218. — In diesen Arbeiten [7, 8, 9] werden auf anderen 
Wegen als hier ebenfalls Beitrage zur Grundlegung der Kreisgeometrie geleistet. 

*) Bekanntlich nennt man vier nicht gleichzeitig verschwindende reelle Zahlen uo, u,. 
Uy, Us dann die tetrazyklischen Koordinaten eines Kreises der Kugel 8: — x? + x7 + 
+ 22 + x7 = 0 (bzw. seines Bildes in der Ebene bei einer stereographischen Projektion), 
wenn die Ebene — u)%)+ u,%,+ Ug%,+ Uy%,=— 0 diesen Kreis aus R ausschneidet. 
Siehe etwa [5], 8. 33. Die Gruppe der kreisverwandten Abbildungen von & auf sich wird 
in der Mébiusgeometrie mit der Gruppe der hyperbolischen Abbildungen des 8 um- 
gebenden Raumes identifiziert, die R als MaBkugel besitzt ((5}, S. 35). 

1°) Hieriiber verdankt der Verfasser F. BACHMANN sowie W. KLINGENBERG wertvolle 
Hinweise. 

1) Die von VAN DER WAERDEN und Smip angegebene Axiomatik der Kreisgeometrie 
ist bisher die einzige, die allein mit den Grundbegriffen ,,Punkt*, ,,Kreis“, ,,liegt auf* 
auskommt. 
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Diese quadratische Form nimmt, falls fiir K der Kérper der reellen Zahlen 
gewahlt wird, nach einer geeigneten Transformation die Gestalt xj + 23 an. 

Es laB8t sich zeigen, daB man nicht zu einem entsprechenden algebraischen 
Ergebnis gelangt, wenn man den Miquelschen Satz durch den Biischelsatz 
ersetzt; es ist zu fragen: 

B) Welche Zusatzaxiome erméglichen es, algebraische Folgerungen aus 
der Giiltigkeit des Biischelsatzes zu ziehen ? 

In der vorliegenden Arbeit soll nun die Mébiusgeometrie gemaB unserer 
Frage A) begriindet und dabei zugleich eine Antwort auf die Frage B) gegeben 
werden. Als Grundbegriffe waihlen wir zunachst ,,Punkt, ,,Kreis“, ,,liegt auf“, 
,,ist orthogonal“. Jedoch soll in einer spiteren Arbeit die Orthogonalitiat 
auf Inzidenzeigenschaften zuriickgefiihrt werden, so daB wir wie VAN DER 
WAERDEN und Smrp [12] mit nur drei Grundbegriffen auskommen. 

Fir unsere Axiome ergeben sich drei Gruppen: 

1. Elementare Inzidenzaxiome, 

2. Axiome der Orthogonalitat von Kreisen, 

3. Biischelsatz in spezieller Form. 

Es geniigt, den Biischelsatz in einem von zwei Fallen anzunehmen, man kann 
den zweiten Fall beweisen, und zwar bemerkenswerterweise unabhingig vom 
ersten Fall, allein aus den Axiomen | und 2. 

Wir geben zunichst einen axiomatischen Aufbau der Geometrie ortho- 
gonaler Kreisbiischel an (§ 2), fahren dann fort mit Betrachtungen iiber 
Kreisbiindel (§ 3)!*), um schlieBlich mit Hilfe von Kreisbiischeln und Kreis- 
biindeln eine dreidimensionale projektive Geometrie tiber einem Schief- 
kérper K' aufzubauen (§ 4)!*). Bei diesem Aufbau werden insbesondere den 
Biindeln Paare von Punkt und Ebene zugeordnet. Dies fiihrt sofort, ge- 
stiitzt auf die Eigenschaften der Orthogonalitét von Kreisen, zur Definition 
einer Polaritaét, deren Fundamentalbereich G durch eine sog. semiquadratische 
Form, gebildet aus Elementen von K’, dargestellt wird. Die Punkte der axio- 
matischen Kreisgeometrie lassen sich schlieBlich so mit den Punkten von G 
identifizieren, daB Punkte eines Kreises immer auf einer Ebene liegen. Die 
Koeffizienten der zugehérigen Ebenengleichung liefern dabei die verall- 
gemeinerten tetrazyklischen Koordinaten des betreffenden Kreises. Sie sind 
im Falle, daB K’ der Kérper der reellen Zahlen ist, mit den gewéhnlichen 
tetrazyklischen Koordinaten aquivalent, da alsdann% durch eine Projektivitat 
in die Kugel iibergefiihrt werden kann. 

Es bleibt noch offen, ob es ein nichtkommutatives Beispiel fiir unsere 
Geometrie gibt. In diesem Fall wire die Analogie Biischelsatz-Miquelscher 
Satz einerseits und Desarguescher Satz-Pappusscher Satz andererseits weiter 
vertieft. 

Fir die Anregung zur axiomatischen Begriindung der Geometrie ortho- 
gonaler Kreisbiischel sowie fiir Beitrige zur Aufklirung der Zuordnungs- 


12) Uber eine Veranschaulichung der Biindel s. die Bem. auf 8. 362. 
13) Hieran laBt sich eine neue Begriindung der hyperbolischen Geometrie anschlieBen, 
die in dieser Arbeit noch nicht naher ausgefiihrt wird (vgl. die erste Bem. auf S. 367). 
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beziehungen auf 8. 367 und viele weitere Ratschlige ist der Verfasser R. FuRcH 
zu Dank verpflichtet, ferner B. L. van DER WAERDEN fiir verschiedene Hin- 
weise, insbesondere zu § 4. 


§ 1. Axiome 


Es seien uns zwei Mengen von Dingen gegeben; die Elemente der einen 
nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit P, Q, . . .; die Elemente der anderen 
nennen wir Kreise und bezeichnen sie mit k,1,... . 

Zwischen Punkten und Kreisen seien zwei Beziehungen definiert, eine 
Inzidenzbeziehung: ,,P liegt auf k“ (auch: ,,k geht durch P“, ,,P ist ein Punkt 
von k*‘ usw.) und eine Orthogonalitiatsbeziehung: ,,k ist orthogonal zu k’“. 

Axiom 1 (Inzidenz)"*) 

a) Es gibt einen Punkt und einen Kreis, so daB der Punkt nicht auf dem 
Kreis liegt. 

b) Auf jedem Kreis liegen mindestens drei Punkte. 

c) Zu drei verschiedenen Punkten gibt es genau einen Kreis, auf dem die 
Punkte liegen. 

d) Durch einen Punkt auf einem Kreis und einen nicht auf dem Kreis 
liegenden Punkt gibt es einen eindeutig bestimmten zweiten Kreis, der mit dem 
ersten nur einen Punkt gemeinsam hat. 

Definition 1. Wir sagen: Zwei Kreise schneiden sich, wenn sie mindestens 
einen, sie beriihren sich, wenn sie genau einen, und sie meiden sich, wenn sie 
keinen Punkt gemeinsam haben. Einen gemeinsamen Punkt zweier Kreise 
nennen wir Schnittpunkt, im Falle der Beriithrung auch Beriihrpunkt. 

Axiom 2 (Orthogonalitat) 

a) Ist k’ zu k orthogonal, dann ist auch k zu k’ orthogonal. 

b) Ist k’ zu k orthogonal, dann schneiden sich k und k’. 

c) Ist ein Kreis zu zwei sich beriihrenden Kreisen orthogonal, dann geht er 
durch deren Beriihrpunkt. 

d) Sind zwei verschiedene Kreise gleichzeitig zu zwei sich meidenden Kreisen 
orthogonal, dann schneiden sie sich. 

e) Liegt P auf k und ist Q ein beliebiger von P verschiedener Punkt, dann 
gibt es durch P, Q genau einen zu k orthogonalen Kreis. 

f) Sind P,Q, R drei beliebige verschiedene Punkte, dann gibt es durch R 
genau einen Kreis, der zu allen Kreisen durch P, Q orthogonal ist. 

Axiom 2a) gestattet die Bezeichnung: k und k’ sind zueinander orthogonal. 
Ist P ein Schnittpunkt von k und k’ [Axiom 2b)], dann sagen wir manchmal 
zur naheren Bestimmung: k’ ist zu k in P orthogonal. 

Man ersieht aus Axiom 2f): Ein Kreis ist niemals zu sich selbst orthogonal. 
Ferner ergibt Axiom 2e) sofort: 

(*) Zwei Kreise, die zu einem vorgegebenen Kreis in demselben Punkt 
orthogonal sind, beriihren sich. ~ 
44) Axiom la)—d) ist mit den Axiomen I—V von VAN DER WAERDEN-SmIp [12] 
aquivalent. 
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Axiom 3 (Spezieller Biischelsatz)!*) 

Liegen von vier Paaren lauter verschiedener Punkte in fiinf Fiillen je zwei 
Paare auf einem Kreis, sind diese Kreise alle verschieden und gibt es keinen 
Kreis, der zu drei nicht durch dasselbe Paar gehenden Konfigurationskreisen 
gleichzeitig orthogonal ist, dann liegen auch im sechsten Fall die zwei Punkte- 
paare auf einem Kreis. 

Die Spezialisierung liegt in der angegebenen Forderung hinsichtlich der 
Existenz eines Orthogonalkreises. Der allgemeine Biischelsatz wird am Ende 
von § 2 bewiesen. 


§ 2. Biischel 


Es ist zu beachten, daB in diesem Paragraphen nur die Axiome | und 2 
benutzt werden. Dies gilt insbesondere auch fiir den Beweis eines Spezial- 
falles des Biischelsatzes, der mit Axiom 3 nur zwecks Formulierung des all- 
gemeinen Biischelsatzes zusammengefaBt wird. 

Definition 2. Die Gesamtheit aller Kreise durch zwei verschiedene 
Punkte nennen wir A-Biischel. — Unter einem B-Biischel verstehen wir die 
Gesamtheit der Kreise, die einen vorgegebenen Kreis in einem festen Punkt 
beriihren oder mit ihm zusammenfallen. — Ein O-Biischel endlich sei die 
yesamtheit der zu einem A-Biischel orthogonalen Kreise. A-, B- und 
O-Biischel fassen wir unter dem gemeinsamen Namen Biischel zusammen. 
Bezeichnung: o, 0’, o* usw. 

Ein Schnittpunkt zweier Biischelkreise heiBe Grundpunkt dieses Biischels. 

Satz (1). Hin Biischel besitzt mindestens zwei verschiedene Kreise. 

Beweis. Fiir A- und B-Biischel folgt der Satz sofort aus Axiom 1. Wir 
haben also noch zu zeigen: Die Kreise eines beliebigen A-Biischels o besitzen 
zwei verschiedene gemeinsame Orthogonalkreise. Seien in der Tat k, k’ zwei 
Kreise von o, die nicht zusammenfallen, P und Q 
ihre Schnittpunkte, R bzw. R’ je ein von P und Q 
verschiedener Punkt auf k bzw. k’ [Axiom 1b)]. r 
bzw. r’ seien die zu allen Kreisen vono orthogonalen 
Kreise durch R bzw. R’ [ Axiom 2f)]. Sind sie ver- 
schieden, dann ist unser Satz richtig. Fallen sie 
zusammen (siehe Fig. 2), dann legen wir durch P 
den Kreis p, der zu k in R orthogonal ist [Axiom 
2e)]. Wegen (*) (§ 1) berithrt p den Kreis r. Ferner 
geht p nicht durch Q, da sonst p gleich k{ Axiom 1 c)]}, 
also zu sich selbst orthogonal wire. Folglich findet 
man auf p einen von P und Q verschiedenen Punkt 
S, der nicht auf r liegt [Axiom 1b)]. SchlieBlich 
gibt es durch S, wieder nach Axiom 2f). einen zu allen Kreisen von o ortho- 
gonalen Kreis; und dieser fallt nicht mit r zusammen. 

Wir bemerken noch, daBS man im AnschluB an den Beweis von Satz (1) 
leicht sieht: Auf jedem Kreis liegen mindestens sechs verschiedene Punkte. 





5) Zur Veranschaulichung ersetze man Fig. 1 durch eine entsprechende, bei der sich 
auch k, und k, sowie k, und k, schneiden. 
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Die Axiome 1c), 1d) und 2f) liefern den 

Satz (2). Zwei Kreise eines Biischels schneiden, beriihren oder meiden sich, 
je nachdem, ob es sich um ein A-, B- oder O- Biischel handelt. 

Aus Axiom lc) und 1d) ersieht man ferner, daB zwei sich schneidende 
Kreise k, k’ in genau einem A- oder B-Bischel liegen. Wir geben diesem das 
Symbol (k, k’). 

Satz (3). I. Die Kreise, die zu einem vorgegebenen Kreis in einem bestimmten 
Punkt orthogonal sind, bilden gerade ein B-Biischel. II. Die Gesamtheit aller 
Kreise, die zu stimtlichen Kreisen eines B-Biischels orthogonal sind, ist wieder 
ein B-Biischel, das denselben Grundpunkt wie das Ausgangsbiischel hat. 

Beweis. I. Nach (*) beriihren sich je zwei dieser Orthogonalkreise. Sie 
gehéren also einem B-Biischel an, das sie wegen Axiom 1d) und Axiom 2e) 
auch ganz ausfiillen. 

Il. Sei o irgendein B-Biischel, P sein Grundpunkt und & ein Kreis aus o. 
Aus I. ergibt sich unter Beachtung von Axiom 2a), daB ein Kreis m, der zu k 
in P orthogonal ist, die ibrigen Kreise von o ebenfalls orthogonal schneidet. 
Alle derartigen Kreise bilden aber, wieder nach I., zusammen ein B-Biischel, 
wir nennen es o*. Wegen Axiom 2c) gibt es auBerhalb von o* keinen zu 
simtlichen Kreisen von o orthogonalen Kreis mehr. II. ist damit bewiesen. 

Definition 3. Zwei beliebige Biischel heiBen zueinander orthogonal, wenn 
ein beliebiger Kreis des einen zu jedem Kreis des anderen Biischels orthogonal 
ist. Auch nennen wir dann einen Kreis des einen Biischels zu dem andern 
Biischel orthogonal (und umgekehrt). 

Wir werden sehen, daB es sich bei zueinander orthogonalen Biischeln 
entweder um zwei B-Biischel oder um ein A- und ein O-Biischel handelt. 

Satz (4). Ist ein Kreis zu zwei verschiedenen sich schneidenden Kreisen 
orthogonal, dann auch zu dem (A- oder B-) Biischel, das dieselben aufspannen. 

Beweis. Spannen die beiden Kreise ein B-Biischel auf, dann folgt die 
Behauptung aus Satz (3). 

Seien daher P und P’ die verschiedenen Schnittpunkte zweier nicht zu- 
sammenfallender Kreise k, k’, und sei m der angenommene Orthogonalkreis 
von k und k’. m geht gewiB nicht durch P oder P’ hindurch, denn sonst 
miiBten sich k und k’, da sie zu m orthogonal sind [Axiom 2a)], wegen (*) 
berihren. 

Schneide nun m etwa k in dem Punkt Q+ P, P’ [Axiom 2b)]. Ist m 
nicht zu allen Kreisen durch P, P’ orthogonal, so gibt es einen von m ver- 
schiedenen Kreis dieser Art durch @ [Axiom 2f)]. Nach (*) beriihren sich 
dann m und m’ in Q, und infolgedessen geht der Kreis k’, da er sowohl zu m 
wie zu m’ orthogonal ist [Axiom 2a)], durch Q hindurch [Axiom 2c)]. Das 
bedeutet aber, daB k’ mit k zusammenfiallt [ Axiom 1 c)] entgegen der Annahme 
k + k’. m hat also doch die behauptete Eigenschaft. 

Satz (5). Sind ein Punkt und ein nicht durch diesen Punkt gehender Kreis 
gegeben, dann bilden alle zu dem vorgegebenen Kreis orthogonalen Kreise durch 
den gegebenen Punkt ein A-Biischel, dessen Grundpunkte nicht auf dem vor- 
gegebenen Kreis liegen. 
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Beweis. Seien Q der angenommene Punkt und k& der gegebene Kreis. 
Auf k wihlen wir drei verschiedene Punkte P, P’, P’’ [Axiom 1b)]. Von 
den Kreisen p, p’, p’’ durch Q, die k in P bzw. P’ bzw. P”’ orthogonal schneiden 
[Axiom 2e)], sind gewiB zwei, etwa p und p’, verschieden. Sie wiirden andern- 
falls alledurch P, P’, P’’ hindurchgehen, also mit k zusammenfallen [ Axiom Ic) ]. 

p und p’ haben einen von Q verschiedenen Schnittpunkt Q, denn andern- 
falls wire Q ihr Berithrpunkt, k miBte also durch Q gehen [Axiom 2c)], 
entgegen der Annahme des Satzes. Q liegt nicht auf k, da sich sonst p und p’ 
wegen (*) beriihrten. Das A-Biischel (p, p’) ist nun nach Satz (4) zu k ortho- 
gonal. 

Ist schlieBlich q ein beliebiger Orthogonalkreis von k durch Q, dann gehért 
er zu (p, p’). Andernfalls schneidet nimlich q den Kreis p in einem von Q 
und @ verschiedenen Punkt Q. Das A-Biischel (q, p) ist nach Satz (4) wieder 
zu k orthogonal, insbesondere auch sein Kreis durch P’. Dann gibt es aber 
durch Q zwei verschiedene zu k in P’ orthogonale Kreise, entgegen Axiom 2e). 

(p, p’) umfaBt also alle Orthogonalkreise von k durch Q, und Satz (5) ist 
bewiesen. 

Satz (6). Zwei sich meidende Kreise spannen genau ein O-Biischel auf, 
d. h. alle Kreise, die zu beiden zugleich orthogonal sind, bilden ein A-Biischel. 

Beweis. k und k’ seien die vorgegebenen sich meidenden Kreise, Q, Q’, Q’’ 
drei verschiedene Punkte von k’ [Axiom 1b)]. In jedem der drei A-Biischel, 
die Q bzw. Q’ bzw. Q” als einen Grundpunkt haben und zu & orthogonal 
sind [Satz (5)], findet man einen Kreis q bzw. q’ bzw. q’’, der auBerdem zu k’ 
orthogonal ist [Axiom 2e)]. Wie im Beweis von Satz (5) schlieBt man, dab 
zwei dieser Kreise, etwa q und q’, verschieden sind. g und q’ schneiden sich 
nach Axiom 2d). Wegen Satz (4) ist dann (q, g’) sowohl zu k wie zu k’ ortho- 
gonal. 

Wir behaupten: Jeder Kreis, der zu k und k’ zugleich orthogonal ist, 
gehort (q, q’) an. 

Sei andernfalls s ein Kreis dieser Art, der nicht in (g, q’) liegt. Schneidet 
er k’ in einem Punkt S [Axiom 2b)], dann beriihrt er dort nach (*) einen 
Kreis s’ aus (q, q’). Folglich miBte k als Orthogonalkreis von s und s’ durch S 
hindurchgehen [Axiom 2c)] entgegen der Annahme, daB k und k’ sich meiden. 
8 gehért also doch zu (q, q’). Ebenso sieht man mittels Axiom 2c), daB sich g und 
q’ nicht beriihren, (q, q’) also ein A-Biischel ist. Damit ist Satz (6) bewiesen. 

Wir haben nun den zusammenfassenden 

Satz (7). Zwei beliebige, voneinander verschiedene Kreise spannen genau ein 
Biischel auf. 

Das bedeutet insbesondere: Ein Biischel ist durch zwei seiner Kreise ein- 
deutig bestimmt. Wir kénnen daher jetzt fiir alle Biischel festsetzen: Sind k, k’ 
zwei verschiedene Kreise eines Biischels, dann ist diesem Biischel das Symbol 
(k, k’) zugeordnet. 

Satz (8). Zu jedem Biischel gibt es genau ein Orthogonalbiischel. 

Beweis. Fiir B-Biischel liefert Satz (3) die Behauptung, fiir A-Biischel 
ist sie per definitionem erfiillt, fiir O-Biischel ergibt sie sich aus Satz (6). 
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Man sieht iiberdies: Das Orthogonalbiischel eines Biischels ist ein O-, B- 
oder A-Biischel, je nachdem, ob das gegebene Biischel ein A-, B- oder 
O-Bischel ist. 

Satz (9). Sind ein A- oder B-Biischel und ein beliebiger Kreis gegeben, der 
im Falle eines B-Biischels nicht durch dessen Grundpunkt geht, dann existiert 
in dem Biischel ein zu dem vorgegebenen Kreis orthogonaler Kreis. 

Beweis. Sei o das gegebene Biischel, k der gegebene Kreis. Ist o ein 
A-Biischel und liegen beide Grundpunkte von o auf k, dann folgt der Satz 
aus Axiom 2e). Sei also P ein Grundpunkt von o, der nicht auf k liegt (falls o 
ein B-Biischel ist, liegt sein einziger Grundpunkt nach Voraussetzung nicht 
auf k). Nach Satz (5) gibt es ein A-Biischel von Kreisen durch P, die zu k 
orthogonal sind, und unter diesen nach Axiom lc) bzw. 1d) einen Kreis, 
der in o enthalten ist. Er ist der gesuchte. 

Satz (10). Besitzen zwei A-Biischel oder zwei B-Biischel oder ein A- und 
ein B-Biischel einen gemeinsamen Orthogonalkreis, dann haben sie, falls sie nicht 
identisch sind, genau einen Kreis gemeinsam. 

Beweis. Wir nennen die Biischel allgemein o und o’, ihren gemeinsamen 
Orthogonalkreis k. 

Im Falle zweier B-Biischel sind die zwei Grundpunkte verschieden [vgl. 
Satz (3)], und es gehért der Kreis aus o durch den Grundpunkt von o’ wegen 
Satz (3), 1 zu o’ und ist nach Satz (7) der einzige gemeinsame Kreis dieser 
Biischel. 

Sei nun etwa o ein A-Biischel mit den (verschiedenen) Grundpunkten P 
und Q. Weder P noch Q liegen auf k, da sonst nach (*) o doch ein B-Biischel 
wire. Dann gehért aber der Kreis von o’ durch P als Orthogonalkreis von k 
wegen Satz (5) zu a, ist also der gesuchte, bei o +o’ wieder eindeutig be- 
stimmte Kreis. 

Satz (11). Meiden oder beriihren sich zwei von drei nicht durch einen Punkt 
gehenden Kreisen, dann existiert ein Kreis, der die drei gegebenen Kreise ortho- 
gonal schneidet. 

Beweis. Meiden sie sich, dann gibt es nach Satz (6) ein A-Biischel, zu 
dem sie beide orthogonal sind. In diesem befindet sich nach Satz (9) ein 
Kreis, der auch zu dem dritten der gegebenen Kreise orthogonal ist. 

Beriihren sich zwei der Kreise, dann gibt es nach Satz (3), Il ein B-Biischel, 
zu dem sie beide orthogonal sind. Der Grundpunkt dieses Biischels liegt 
nach Voraussetzung nicht auf dem dritten der gegebenen Kreise, so daB man 
wieder Satz (9) anwenden kann. 

Zum SchluB beweisen wir noch den allgemeinen 

Biischelsatz. Liegen von vier Paaren lauter verschiedener Punkte in fiinf 
Féllen je zwei Paare auf einem Kreis und sind diese Kreise alle verschieden, 
dann liegen auch im sechsten Fall die Paare auf einem Kreis. 

Beweis. Seien A, A’; B, B’; C,C’; D, D’ die betrachteten vier Punkte- 
paare. Das Symbol (PQRS) besage: P, Q, R, S liegen auf einem Kreis und 
bezeichne gleichzeitig diesen Kreis. Wir nehmen (AA‘’ BB’), (AA’ CC’), 
(AA’ DD’), (BB’ CC’), (BB’ DD’) an und behaupten: (CC’ DD’). — Haben 
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keine drei der angenommenen finf Kreise, sofern sie nicht in einem Biischel 
liegen, einen gemeinsamen Orthogonalkreis, dann folgt die Behauptung aus 
Axiom 3. 

Es existiere also ein Kreis k, der etwa zu (AA’ BB’), (BB’ CC’) und 
(AA’ CC’) orthogonal ist (s. Fig. 1). Er ist nach Satz (4) auch zu (AA’ DD’) 
und (BB’ DD’) orthogonal, denn der erstere dieser Kreise liegt in dem von 
(AA’ BB’) und (AA’ CC’) aufgespannten A-Biischel, der letztere in dem von 
(BB’ CC’) und (AA‘' BB’) aufgespannten. Entsprechend schlieBt man, 
wenn k zu drei anderen nicht in einem Biischel liegenden Konfigurations- 
kreisen orthogonal ist. k ist somit, wieder nach Satz (4), auch zu den von 
(AA’ CC’) und (BB’ CC’) bzw. (AA' DD’) und (BB’ DD’) aufgespannten 
A-Biischeln orthogonal, und diese haben folglich nach Satz (10) einen Kreis 
gemeinsam, d. h. (CC’ DD’). 


§ 3. Biindel 


Definition 4'*). Es seien k, k’ zwei Kreise, die einen dritten Kreis k’’ in 
je zwei verschiedenen Punkten schneiden, wobei die beiden Schnittpunkt- 
paare héchstens einen Punkt gemeinsam haben. Ein Kreis hei®t in dem durch 
k, k’, k’’ aufgespannten Biindel gelegen, wenn er entweder gleich k’’ ist oder 
einen von k” verschiedenen Kreis durch die Schnittpunkte von k und k” in 
zwei verschiedenen Punkten schneidet, die mit den Schnittpunkten von k’ 
und k” auf einem Kreis liegen. 

Insbesondere sprechen wir von einem A-Biindel, wenn es zu &, k’, k”’ 
keinen gemeinsamen Orthogonalkreis gibt und die Schnittpunktpaare von k, 
k” und k’, k”’ keinen Punkt zugleich enthalten. Haben diese Schnittpunktpaare 
aber einen gemeinsamen Punkt, so nennen wir das Biindel B-Biindel. Be- 
sitzen k, k’. k”’ einen gemeinsamen Orthogonalkreis, dann bezeichnen wir das 
Biindel als O-Biindel. Den Biindeln geben wir allgemein die Zeichen 6, 6’,... . 

Ein B-Bindel ist offenbar gleich der Gesamtheit aller Kreise durch einen 
festen Punkt. Wir nennen diesen Punkt den Grundpunkt des B-Bindels. 

Bemerkung. Im Falle der gewéhnlichen Kreise der Kugel bilden alle 
Kreise, die von Ebenen durch einen festen Punkt innerhalb, auf oder auBer- 
halb der Kugel ausgeschnitten werden (die Nullkreise ausgenommen), ein A-, 
B- oder O-Biindel. 

Satz (12). Alle zu einem festen Kreis orthogonalen Kreise bilden gerade ein 
O- Biindel. 

Beweis. Sei k der vorgegebene Kreis, Q ein nicht auf k liegender Punkt. 
Nach Satz (5) gibt es ein zu k orthogonales A-Biischel mit den Grundpunkten 
Q, Q’, so daB auch Q’ nicht auf k liegt. Seien 1, m zwei verschiedene Kreise 
dieses Biischels [Satz (1)] und L bzw. M je ein Schnittpunkt von / bzw. m 
mit k [Axiom 2b)]. Der zu k orthogonale Kreis n durch L und M [Axiom 2e)] 
beriihrt wegen (*) sowohl | wie m, geht also nicht durch Q oder Q’. Ist P 
ein nicht auf k liegender Punkt von n [Axiom | b)], dann schneidet der Kreis n’ 


16) Formulierung im AnschluB an einen Vorschlag von P. Bercav. 
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aus (l,m) durch den Punkt P den Kreis n nach Satz (5) in einem zweiten, 
von P verschiedenen Punkt P’ (Fig.3). P, P’, Q, Q’ sind dann simtlich 
voneinander verschieden und die Kreise /, n,n’ spannen gem&8 Definition 4 
ein O-Biindel auf. 

DaB alle Kreise des O-Biindels zu & orthogonal sind, folgt durch mehr- 
fache Anwendung von Satz (4). 

Nun ist noch zu zeigen: Ist p ein beliebiger zu k orthogonaler Kreis, dann 
liegt er in dem eben konstruierten O-Biindel. Man findet in der Tat, falls 
p + n’ ist, leicht ein zu k orthogonales A-Biischel, dem p angehért und dessen 
Grundpunkte nicht auf n’ liegen [vgl. Satz (5)]. 
Dieses hat aber nach Satz (10) mit (/,’) und 
(n,n’) je einen von n’ verschiedenen Kreis 
gemeinsam, so daB p gem&8B Definition 4 in 
dem von |, n, n’ aufgespannten O-Biindel liegt. 

Satz (13). Zu einem O-Biindel gibt es genau 
einen Kreis, der alle Biindelkreise orthogonal 
schneidet. Wir nennen ihn kurz den Ortho- 
gonalkreis des O-Biindels. 

Beweis. GemaB Definition 4 gibt es einen gemeinsamen Orthogonalkreis ¢ 
der drei erzeugenden Kreise des O-Biindels. Durch Anwendung von Satz (4) 
folgt alsdann, daB das ganze O-Biindel zu ¢ orthogonal ist [vgl. den Beweis 
von Satz (12)]. Einen zweiten Orthogonalkreis des Biindels gibt es nicht, 
denn dieser miiBte, wie man mit Hilfe von Axiom 2f) sieht, k meiden, so daB 
die Biindelkreise einem Biischel angehérten [Satz (6)]}. 

Satz (14). Drei nicht in einem Biischel liegende Kreise eines A- oder 
B-Biindels haben niemals einen gemeinsamen Orthogonalkreis. 

Beweis. Im Falle eines B-Biindels fiihrt die Annahme eines solchen Ortho- 
gonalkreises auf einen Widerspruch mit Satz (3) oder Satz (5), je nachdem, 
ob der Grundpunkt des B-Biindels auf dem Orthogonalkreis angenommen 
wird oder nicht. 

Seien also k, k’, k’’ drei Kreise, die ein A-Biindel aufspannen, p,q, r die 
gegebenen Kreise dieses Biindels. Wir nehmen einen gemeinsamen Orthogonal- 
kreis ¢ von p,q, r an und fiihren einen Widerspruch herbei, indem wir zeigen: 
t ist auch zu k, k’, k’’ orthogonal (s. Definition 4). Es seien in der Tat m bzw. n 
Kreise aus den A-Biischeln (k, k’’) bzw. (k’, k’’), die zu t orthogonal sind 
[Satz (9)]. Wir haben zwei Unterfiille zu beachten: I. m+n, beide + k”, 
II. m oder n = k"’. 





Fig. 3 


I. Beriihren oder meiden sich in diesem Fall m und n, dann gibt es nach 
Satz (11) einen gemeinsamen Orthogonalkreis von m,n und k”. Dieser ist 
nach Satz (4) zu (m, k’’) = (k. k’’) und (n, k’’) = (k’, k’’), insbesondere also 
zu k und k’ orthogonal. 

Wir kénnen daher annehmen, daB m und n ein A-Biischel (m, n) bilden. 
DaB k” nicht zu (m, n) gehGrt, ist sofort zu sehen. Nach Voraussetzung liegen 
ferner die Kreise p,q,r nicht gleichzeitig in (m,n); es befinde sich etwa p 
auBerhalb dieses A-Biischels. Fallt nun p mit k’’ zusammen, dann ist ¢ als 
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Orthogonalkreis von m,n» und p nach Satz (4) auch zu (m, p) = (k. k’’) und 
(n, p) = (k’, k’’), also insbesondere zu den Kreisen k, k’, k’’ orthogonal. 

Ist aber p von k” verschieden, dann liegt p gemaB Definition 4 in einem 
A-Biischel (p’, p’’), das von zwei Kreisen p’, p” aus (k, k’’) baw. (k’, k’’) auf- 
gespannt wird. Da p nicht in (m,n) enthalten ist, fallt dann (p’, p’’) nicht 
mit (m,n) zusammen, insbesondere gehért einer der Kreise p’, p”, etwa p’. 
nicht zu (m,n). Indessen besitzen (p’. p’’) und (m.n) nach dem Biischelsatz 
einen gemeinsamen Kreis, wir nennen ihn p. Es ist p+ p und p+ p’. Man 
sieht jetzt mit Hilfe von Satz (4) nacheinander. daB ¢ zu (m,n), p. (p. p) 
= (p, p’), (p’, m) = (k, k’’), (n. k’’) = (k’, k’’) orthogonal ist. insbesondere also 
zu k, k’ und k”’. 

II. Ist m oder n = k’. dann legen wir den Kreis / aus (k, k’’) durch 
einen Punkt von k’. der mit keinem der Grundpunkte von .(k’, k’’) 
zusammenfiallt. 

Beriihrt / den Kreis k’. dann besitzen nach Satz (11) J. k’ und k” einen 
gemeinsamen Orthogonalkreis. Dieser ist aber wegen (k, k’’) = (k’’, 1) auch 
zu k orthogonal. Wir kénnen also annehmen, daB (1, k’) ein A-Biischel ist, 
ferner, daB einer der Kreise 1, k’, etwa I, nicht zu ¢ orthogonal ist, und 
k6énnen den Beweis wie unter I. fiihren, indem wir k’, k’’, | anstelle von k, k’, k’’ 
als Ausgangskreise eines Biindels betrachten. Es folgt, daB ¢ zu 1, k’, k’’ und 
daher wegen (k. k’’) = (lk) zu k. k’ und k” orthogonal ist. Satz (14) ist 
damit bewiesen. 

Aus Satz (11) und Satz (14) folgt der 

Satz (15). Zwei Kreise eines A-Biindels schneiden sich stets in verschiedenen 
Punkten. 

Satz (16). Zwei A-Biischel eines A-Biindels haben immer einen Kreis 
gemeinsam. 

Der Beweis beruht in der Hauptsache auf dem Biischelsatz und wurde 
schon von HESSELBACH!’) gefunden. 

Satz (17). Zwei verschiedene A- oder B-Biischel eines Biindels haben genau 
einen Kreis gemeinsam, mit der einen Ausnahme, daB sie beide B-Biischel eines 
B-Biindels sind. 

Beweis. Ist das Biindel ein A-Biindel, dann sind alle seine Biischel nach 
Satz (15) A-Biischel und die Behauptung folgt aus Satz (16). Im Falle eines 
B-Biindels beachte man Axiom lc) und 1d). Ist schlieBlich das Biindel ein 
O-Biindel, dann gibt es nach Satz (13) einen Kreis, der alle Bindelkreise, 
also auch die beiden Biischel orthogonal schneidet. Nach Satz (10) haben 
diese Biischel dann, wie behauptet, einen Kreis gemeinsam. 

Satz (18). Mit zwei verschiedenen Kreisen gehdrt das ganze Biischel, das sie 
aufspannen, zu einem Biindel. 

Beweis. Ist das Biindel ein A-Biindel, so schneiden sich die Kreise in 
verschiedenen Punkten. Das von ihnen aufgespannte A-Biischel hat dann 


17) [6], S. 268. An die Stelle der ,,A-Biindel* treten dort die ,,Konjugien“. Die anders- 
artigen Voraussetzungen des Satzes bei HesseLBacu sind fiir den Beweis unwesentlich. 
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nach Satz (17) mit (k, k’’) und (k’, k’’) je einen Kreis gemeinsam, wenn k, k’, k’’ 
wieder die dem Biindel zugrunde liegenden Kreise sind. Nach Definition 4 
liegt daher jeder Biischelkreis im Biindel. Im Falle eines B-Biindels ist aber 
der Satz trivial. Sei also das Biindel ein O-Biindel, / sein Orthogonalkreis 
{Satz (13)]. Dann ist / nach Satz (4) bzw. Satz (6) zu dem Biischel orthogonal, 
das die gegebenen Kreise aufspannen. Dieses Biischel ist wegen Satz (12) in 
dem betrachteten O-Biindel enthalten, was zu zeigen war. 

Satz (19). Drei Kreise, die nicht in einem Biischel liegen. gehéren immer 
einem und nur einem Biindel an. 

Beweis. Gehen die Kreise durch einen Punkt, dann spannen sie ein 
B-Bindel auf, das diesen Punkt als Grundpunkt besitzt. Beriihren oder meiden 
sich im andern Fall zwei von ihnen. dann gibt es nach Satz (11) einen Kreis, 
der zu allen drei Kreisen orthogonal ist; und das O-Biindel, zu dem dieser 
Kreis Orthogonalkreis ist [Satz (12)], enthalt jetzt die gegebenen Kreise. 
Schneiden diese sich aber zu je zweien in verschiedenen Punkten, dann sind 
sie gemaiB Definition 4 Kreise, die ein Biindel aufspannen. In jedem Fall 
liegen die Kreise also in einem Biindel. Dessen Eindeutigkeit ist nun in drei 
Schritten nachzuweisen : 

I. Ist das Biindel ein B-Biindel, dann gehéren die drei Kreise nicht zu- 
gleich einem weiteren (A-, B- oder O-)Biindel an. — Nimmt man an, sie liegen 
in einem A-Biindel, dann findet man mit Hilfe von Axiom 1d) leicht zwei 
sich beriihrende Kreise, die dem Biindel angehéren miiBten, entgegen Satz (15). 
Lagen sie aber in einem O-Biindel, dann hatten sie einen gemeinsamen Ortho- 
gonalkreis [Satz (13)], was Satz (14) widerspricht. DaB die Kreise nicht in 
verschiedenen B-Biindeln liegen, ist evident. Damit ist die Eindeutigkeit 
im Falle eines B-Biindels gezeigt. 

II. Liegen die gegebenen Kreise in einem A-Biindel, dann nicht zugleich 
in einem B- oder O-Biindel oder einem zweiten A-Biindel. — DaB sie nicht 
zugleich in einem B-Biindel liegen, haben wir soeben gesehen. In einem 
O-Biindel liegen sie aber wegen Satz (14) nicht. DaB die Kreise in héchstens 
einem A-Biindel liegen, wird durch Satz (16) gewihrleistet. 

III. Gehéren die drei Kreise schlieBlich einem O-Biindel an, dann nach 
dem Gesagten nicht einem A- oder B-Biindel. Lagen sie in zwei verschie- 
denen O-Biindeln. dann hiatten sie zwei verschiedene gemeinsame Orthogonal- 
kreise, denn ein O- Biindel ist durch seinen Orthogonalkreis bestimmt [Satz (12)]. 
Sie miiBten dann aber wegen Satz (8) in einem Biischel liegen, entgegen der 
Annahme des Satzes. 

Satz (20). Jn einem A- oder B-Biindel gibt es stets genau ein Biischel, das 
zu einem vorgegebenen Kreis orthogonal ist. 

Beweis. Im Falle eines B-Biindels folgt die Behauptung aus Satz (3) oder 
Satz (5), je nachdem, ob der Grundpunkt des B-Biindels auf dem vorgegebenen 
Kreis liegt oder nicht. Seien daher k, k’, k’’ die erzeugenden Kreise eines 
A-Biindels (Definition 4). Nach Satz (15) schneiden sie sich zu je zweien 
in verschiedenen Punkten, und es gibt nach Satz (9) in den A-Biischeln (k, k’), 
(k, k’’), (k’, k’’) je einen zu dem vorgegebenen Kreis — wir nennen ihn t — 
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orthogonalen Kreis. Diese drei Orthogonalkreise von ¢ fallen nicht alle zu- 
sammen, da sonst k, k’, k’’ in einem Biischel lagen. Sind aber zwei von ihnen 
verschieden, dann schneiden sie sich wieder nach Satz (15) und spannen 
wegen Satz (4) das gesuchte Orthogonalbiischel von ¢ auf. Wegen Satz (14) 
ist ¢ zu keinem weiteren Kreis des Biindels orthogonal. 

Satz (21). Gegeben seien ein A- oder B-Biindel und irgendein nicht darin 
enthaltenes Biischel. Falls das Biischel ein O-Biischel und das Biindel ein 
B-Biindel ist, sei dieses O- Biischel zu keinem Biischel des B- Biindels orthogonal. 
Dann haben das Biischel und das Biindel genau einen Kreis gemeinsam. 

Beweis. Seien o das gegebene Biischel, o* sein Orthogonalbiischel, k, k’ 
zwei Kreise von o* und 6 das angenommene Biindel. Nach Satz (20) gibt es 
in 6 zu k bzw. k’ je ein orthogonales Biischel o’ bzw. o’’. Sei zunichst 6 ein 
B-Biindel. o* liegt dann nach Vor. nicht in 6. 

Wir behaupten: In diesem Fall sind o’ und o”’ nicht beide B-Biischel. — 
In der Tat gehen andernfalls wegen Satz (3) k und k’ beide durch den Grund- 
punkt des B-Biindels; denn dieser ist zugleich Grundpunkt eines jeden 
B-Biischels, das im B-Biindel liegt. Beriihren sich k und k’, dann fallen o’ 
und o” zusammen [Satz (3), II] und sind zu o*= (k, k’) orthogonal, also 
gleich o. Dies widerspricht der Annahme, da8 o nicht in 6 liegt. Schneiden 
sich aber k und k’ in verschiedenen Punkten, so ist o* = (k, k’) in 6 enthalten 
und o ist ein O-Biischel, entgegen der Annahme des Satzes, daB o* dann 
nicht in 6 liegt. 

Also ist entweder o’ oder o”’ kein B-Biischel. Folglich haben nach Satz (17) 
o’ und o” genau einen gemeinsamen Kreis. Dieser ist dann nach Satz (4) zu 
(k, k’) = o* orthogonal, mithin ein Kreis von o. 

Ist das vorgegebene Biindel ein A-Biindel, dann sind o’ und o”’ nach Satz 
(15) beide A-Biischel und gewiB voneinander verschieden. Satz (17) liefert 
somit wieder die Behauptung. 

Satz (22). Zwei Biindel, die nicht identisch sind, haben genau ein Biischel 
gemeinsam. 

Beweis. Wir nennen die Biindel 6 und 6’. Anhand von Definition 4 findet 
man in 6 drei nicht in einem Biischel liegende Kreise, die zu je zweien sich 
schneiden, so daB sie drei verschiedene A- oder B-Biischel o,,o,.¢, auf- 
spannen. Offenbar haben diese Biischel keinen gemeinsamen Kreis. Genau so 
findet man in 6’ drei A- oder B-Biischel o}, 5, 0; ohne gemeinsamen Kreis. 
Wir legen durch einen Grundpunkt von a; je einen Kreis aus den Biischeln o,, 
02, 0,. Diese Kreise fallen nicht alle zusammen, also spannen zwei von ihnen 
ein (A- oder B-)Biischel auf [Satz (7)], das zu 6 gehért [Satz (18)]. In diesem 
A- oder B-Biischel gibt es aber [Axiom 1c) bzw. 1d)] einen Kreis, der auch 
zu a; gehért. Auf dieselbe Weise findet man gemeinsame Kreise von 6 und 
a, bzw. o3. 

Von den drei so gefundenen Kreisen sind wieder zwei verschieden, da aj, 
02, 03 keinen Kreis gemeinsam haben. Sie spannen das gesuchte Biischel auf. 
Gibt es auBerhalb dieses Biischels einen weiteren gemeinsamen Kreis von 6 
und 6’, dann sind diese Biindel wegen Satz (19) identisch. 


Axiomatischer Aufbau der Kreisgeometrie 367 


§ 4. Verallgemeinerte tetrazyklische Koordinaten der Kreise 


1. Wir bauen jetzt mit Hilfe der Kreisbiischel und Kreisbiindel einen 
selbstdualen dreidimensionalen projektiven Inzidenzraum auf. In diesen 
lassen sich dann in der gewiinschten Weise die axiomatischen Kreise derart 
einbetten, daB ihnen verallgemeinerte tetrazyklische Koordinaten beigelegt 
werden kénnen. 

Durch eineindeutige Zuordnung erklaren wir zu der Menge {6} aller Biindel 
zwei neue Mengen {P(6)} und {£(6)} sowie zu der Menge {o} aller Biischel 
eine Menge {@(o}); die P(6) nennen wir Punkte, die Z(6) Ebenen und die 
G(o) Geraden: 

Biindel 6 «+ Punkt P = P(éd) 


(Z) Biischel o «+ Gerade G = G(c) 
Biindel 6 «+ Ebene £ = E(6). 


Wir sprechen kurz von ,,Zuordnung“ oder ,,Darstellung*‘. P(d), G(o) und (6) 
sind somit umkehrbar eindeutige Funktionen von 6 bzw. o. Ihre Umkehr- 
funktionen seien bzw. mit 6(P), o(G@) und 4(2£) bezeichnet. 

Die Menge der so definierten Punkte, Geraden und Ebenen erfiillen die 
Inzidenzaxiome der dreidimensionalen projektiven Geometrie, wenn wir ge- 
eignete Lagebeziehungen festsetzen. Ehe wir diese angeben, noch einige De- 
finitionen und Bemerkungen! 

Definition 5. Ein Biischel o heiBt zu einem Biindel 6 assoziiert (und um- 
gekehrt), wenn das Orthogonalbiischel o* von a in 6 liegt. In Zeichen: ¢ — 6 

Definition 6. Jedes B-Biindel nennen wir zu sich selbst assoziiert. Ein 
A-, B- oder O-Biindel heiBt zu einem O-Biindel assoziiert (und umgekehrt), 
wenn der Orthogonalkreis des letzteren zum ersteren gehért. Sind 6 und 0’ 
zueinander assoziiert, dann kiirzen wir wieder ab: 6 4 0’. 

Die Symmetrie von 6 — 6’ setzt im Falle, daB 6 und 6’ beide O-Biindel 
sind, folgendes voraus: Gehért der Orthogonalkreis von 6 zu 6’, dann gehért 
auch der Orthogonalkreis von 6’ zu 6. Dies ist aber nach Satz (12) richtig. 

Bemerkung. Die Zuordnungen (Z) und die im folgenden angegebenen 
Lagebeziehungen (I) unterscheiden zwar nicht zwischen A-, B- und O-Biindeln. 
jedoch treten in Definition 6 die Besonderheiten der verschiedenen Biindel- 
arten hervor. — Es sei hier nur bemerkt. daB die Gesamtheit der durch 
A-Biindel dargestellten Punkte zum Aufbau eines hyperbolischen Raumes 
herangezogen werden kénnen. Insbesondere ergibt sich hieraus, daf man 
ohne Benutzung von Anordnungs- und damit Konvexititseigenschaften ein 
.. Stiick’“’ aus dem Inzidenzraum ..herausschneiden” kann, das im gewéhn- 
lichen Fall dem Innern einer Kugel entspricht. 

Bemerkung. Nach (Z) wird jedem Biindel 6 ein Paar Punkt-Ebene zu- 
geordnet. Sind nun 6, 6’ zwei verschiedene Biindel und ist o ihr gemeinsames 
Biischel, dann kann man sowohl o* die ..Schnittgerade** G* von £(6), E(0’) 
und o die .,.Verbindungsgerade’ G von P(d). P(d') zuordnen wie auch um- 
gekehrt G* durch o und G durch o* darstellen. Wir entscheiden uns fiir die 
erstere Méglichkeit [s. (I)]. 
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Die Inzidenzbeziehungen (wir kiirzen sie in bekannter Weise durch das 
Zeichen ,,o** ab) lauten nun: 


PoG dann und nur dann, wenn 6(P) >a(G@)"*) 
(I) ros . ~ lac - egg . O(P)Hd(B) 
GoE ,, a ed ee . Go(G)Hd(B). 


Der Nachweis, daB diese Inzidenzbeziehungen den projektiven Inzidenz- 
axiomen geniigen, erweist sich mit Hilfe der Siatze (1) bis (22) als sehr einfach: 

Geradenaxiom"®). .,.Durch zwei verschiedene Punkte P. Q gibt es genau eine 
Gerade*’. 

Es ist wegen Satz (22) erfillt, wonach 6(P) und 6(Q) genau ein Biischel 
gemeinsam haben. 

Ebenenaxiom. ..Durch eine Gerade G und einen nicht auf thr liegenden 
Punkt P gibt es eine und nur eine Ebene. 

Da P nicht auf @ liegt, ist o(G) nicht in 6(P) enthalten. 

Sei erstens 6(P) ein B-Bindel und o(G@) zu einem (A-)Biischel von 6(P) 
orthogonal, so daB also die Beziehungen 6(P) — 6(P) und a(G@) + 6(P) gelten. 
ist E die (eindeutig bestimmte) Ebene. die ebenfalls 6(P) zugeordnet ist, 
dann hat man auch 6(P) # 6(£) und o(@) # 6(£), folglich Po E und Go £, 
d.h. £ ist die gesuchte Verbindungsebene von P und G. 

Sei zweitens 6(P) ein A- oder B-Biindel, der erstgenannte Fall aber aus- 
geschlossen. Dann sind die Voraussetzungen von Satz (21) erfiillt und es gibt 
daher genau einen gemeinsamen Kreis von 6(P) und o(G@). Ist 6’ das (ein- 
deutig bestimmte) O-Biindel, zu dem k Orthogonalkreis ist [Satz (12)], dann 
hat man 6(P) + 6’ und o(G) + 6’. 6’ stellt die gesuchte Ebene dar. 

Sei schlieBlich 6(P) ein O-Biindel: seinen Orthogonalkreis nennen wir k. 
Es ist k nicht zu o(G@) orthogonal; denn sonst hatte man [Satz (12)] o(@)c 

6(P). k liegt folglich nicht in o*(@), so daB k und o* nach Satz (19) genau 
ein Biindel 6’ aufspannen. Dann ist 46(P) +406’ und o(G) + 6’, so dab 6’ 
wieder die gesuchte Ebene darstellt. 

Transitivitaét der Lage. ,,Liegt P auf G und G auf E, so liegt P auf E.* 

Sie ergibt sich schrittweise aus den Inzidenzbeziehungen (I). Ist beispiels- 
weise o(G@) ein O-Biischel, dann ist 6(P) wegen 6(P)>oa(G@) ein O-Bindel 
{vgl. Satz (15)]. Der Orthogonalkreis von 6(P) gehért dann zu o*(G@), also 
wegen o(@) + 6(£) auch zu 6(£), d.h. 6(P) + 6(£), folglich Po £. — Ent- 
sprechend schlieBt man in den iibrigen Fillen. 

Die Existenz zweier verschiedener Punkte auf einer Geraden G sieht man 
folgendermaBen: Das Orthogonalbiischel’ von o(@) besitzt mindestens zwei 
verschiedene Kreise [Satz (1)]. Diese sind zu je einem O-Biindel Orthogonal- 
kreis und die so gewonnenen Biindel enthalten wieder o(@). DaB in jeder 
Ebene drei nichtkollineare Punkte liegen, folgt daraus, daB es in jedem Biindel 
drei nicht in einem Biischel enthaltene Kreise gibt (Definition 4) und jeder 
Kreis Orthogonalkreis eines O-Biindels ist. In der Folge von Axiom 1 findet 

18) >“ bedeutet wie iiblich ,,enthalt*‘. 

#®\ Wir verwenden das Axiomensystem von H. Pri‘rer: [10], 8. 5. 
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man schlieBlich vier B-Bindel, die keinen Kreis gemeinsam haben und mithin 
zu keinem (O-)Biindel assoziiert sind (vgl. Definition 6). Die Punkte, die sie 
darstellen, liegen daher nicht in einer Ebene. 

Sehnittaxiom. ,,Gehen zwei verschiedene Ebenen E und E’ durch einen 
Punkt P, so gibt es eine und nur eine Gerade G, die auf E und E’ liegt.“ 

6(Z) und 6(H’) haben nach Satz (22) genau ein Biischel gemeinsam; 
dessen Orthogonalbiischel stellt die gesuchte Gerade dar. Man sieht, daB sich 
sogar zwei beliebige verschiedene Ebenen in einer Geraden schneiden. Zeichnet 
man daher eine Ebene als unendlichferne aus, dann gilt auch das Parallelen- 
axiom. 

2. In dem so konstruierten Raum, den wir /7 nennen wollen, kénnen wir 
jetzt mit Hilfe einer Streckenrechnung in bekannter Weise homogene Koordi- 
naten x = (2p, X,, XY, X,) einfiihren, so daB die x, einem Schiefkérper K an- 
gehéren. Jede Klasse A x von Quadrupeln, die aus einem festen Quadrupel x 
durch Linksmultiplikation mit einem beliebigen Faktor 4 aus K hervorgehen, 
reprasentiert, sofern die x; nicht simtlich verschwinden, genau einen Punkt; 
Entsprechendes gilt fiir die Reprisentation von Ebenen durch Quadrupel 
UL = (Ug, Uy, Ug, Ug) ¢ mit dem beliebigen Rechtsfaktor uw aus K. 


(1) XU = Mog + TU, + Tog + XZUz= O 


gibt die Inzidenzbeziehung von Punkten und Ebenen an, bei festem uw und 
variablem x also die Gleichung einer Ebene. 

Zwischen Punkten und Ebenen léBt sich folgende duale Beziehung her- 
stellen: 

Ein Punkt und eine Ebene entsprechen sich dual, wenn sie durch dasselbe 
Biindel im Sinne von (Z) dargestellt werden. 

Der Verbindungsgeraden zweier Punkte P, Q entspricht dann sinngemaB die 
Schnittgerade zweier Ebenen £, F: Das gemeinsame Biischel von 6(2£) = 6(P) 
und 6(F) = 6(Q) stellt die Verbindungsgerade von P und Q dar, sein Ortho- 
gonalbiischel die Schnittgerade von E£ und F. 

Wir haben damit eine Beziehung zwischen den Unterriumen unseres 
projektiven Raumes, die offenbar den Forderungen einer Dualitaét, etwa in 
der von R. BaER®®*) angegebenen Form, geniigt. Sie ist eine Selbstdualitat 
von /7 und, da sie involutorisch ist, sogar eine Polaritét von /7. Da /7 iiber- 
dies den Rang 4 hat, kann sie durch eine Semibilinearform y A x’? repriisen- 
tiert werden”), wobei A eine 4,4-Matrix mit Elementen aus K und 7 ein 
Antiautomorphismus von X ist. Das hei®t: Durchlaiuft x alle Punkte eines 
Unterraumes von /7, dann durchlauft y gemaiB 


yAx'T=0 


alle Punkte des dazu polaren Unterraumes. Einem Punkt x entspricht also 
insbesondere die Ebene ' 
u=A 2’T, 
2) [1], S. 95. 
21) [1], S. 102, Prop. 1. 
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Es gilt?) T?= 1 und aus Symmetriegriinden 
rAy'™=0. 


Dies fiihrt zu A’? = A oder A?= A’. 

3. Wir betrachten nun die Menge & derjenigen Punkte, die durch 
B-Biindel dargestellt werden. Die Punkte von B inzidieren mit ihren Polar- 
ebenen, da fiir jedes B-Biindel 6 die Beziehung 6 — 6 gilt. Offenbar sind sie 
auch die einzigen dieser Art, also genau die Lésungen von 


(2) rAx’'T=0. 


Wir nennen die linke Seite von (2) eine semiquadratische Form. 

Da ein Biindel durch seinen Grundpunkt eindeutig bestimmt ist, kann 
man jetzt jedem Punkt P,, der axiomatischen Kreisgeometrie denjenigen 
Punkt von G zuordnen, dessen darstellendes B-Biindel P,, als Grundpunkt 
besitzt. — Bei dieser Abbildung gehen Punkte eines Kreises k in Punkte, die 
auf einer Ebene liegen, iiber. Denn die B-Biindel, deren Grundpunkte sie 
sind, enthalten simtlich k und sind daher zu dem O-Biindel, dessen Ortho- 
gonalkreis k ist, assoziiert. 

Die Punkte eines Kreises geniigen somit nach der eben angegebenen Ab- 
bildung zwei Gleichungen (1) und (2). 

Definition 7. Erfiillen die Bilder eines axiomatischen Kreises k in J] zwei 
Gleichungen (1) und (2), dann nennen wir die vier GréBen — uo, u,, Ue, Us*) 
die verallgemeinerten tetrazyklischen Koordinaten von k. 

Zusammenfassend haben wir den 

Satz. Hin System axiomatischer Punkte und Kreise, das den Axiomen 1 
bis 3 geniigt, laBt sich derart in einen projektiven Raum mit einem geeigneten 
Koordinatenschiefkérper K einbetten, daB den Kreisen verallgemeinerte tetra- 
zyklische Koordinaten entsprechen, d.h. Quadrupel (— ug, U,, Ug, Us) von Ele- 
menten aus K derart, daB die Punkte x = (2%, %,, %_, X3) (x; aus K) eines Kreises 
neben der allgemeinen Bedingung 

rAx'T=0 
einer Gleichung 
LU’ = Tyg + XU, + Xolg + TzUy= O 


geniigen. A ist dabei eine 4,4-Matrix mit Elementen aus K, und T ist ein Anti- 
automorphismus von K. Es gilt T?= 1 und AT= A’. 

Es ist jetzt noch zu zeigen, daB die verallgemeinerten tetrazyklischen 
Koordinaten im Falle, daB K der Kérper der reellen Zahlen ist. bis auf eine 
projektive Abbildung mit den gewéhnlichen tetrazyklischen Koordinaten 
iibereinstimmen, d. h. (2) die Gestalt der Kugelgleichung annimmt. 

T ist aber in diesem Falle die Identitat, so daB (2) eine gewéhnliche qua- 
dratische Gleichung darstellt. Da nun, wie man sich leicht iiberzeugt. 3 von 


22) [1], S. 111, Theorem 1. 

*3) Wir wahlen das negative Vorzeichen von u,, um mit der Definition der gewéhn- 
lichen tetrazyklischen Koordinate etwa nach W. BLascuke (vgl. 8. 2, FuBnote *)) iiber- 
einzustimmen. 
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jeder Geraden in héchstens zwei Punkten getroffen wird und ferner 3 mehr 
als einen Punkt besitzt, reprasentiert (2) ein gew6hnliches projektives Ellip- 
soid, kann also durch eine projektive Abbildung in die Gestalt 


— 2+ ai + 23+ 23=0 
iibergefiihrt werden. 
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Einbettungssitze fiir topologische Halbgruppen 
Von 


EBERHARD SCHIEFERDECKER in Miinster (Westf.) 


Die in den letzten Jahren gefundenen Einbettungssitze fiir topologische 
Halbgruppen sind in der Regel Lésungen des folgenden Problems: Gegeben 
sei eine topologische Halbgruppe 9. von der bekannt ist, daB sie sich rein 
algebraisch in eine Halbgruppe bzw. Gruppe Q einbetten laBt. Unter welchen 
Bedingungen iiber die Topologie 7 von § kann man Q so topologisieren, 
daB Q zu einer topologischen Halbgruppe bzw. Gruppe wird. in die die topo- 
logische Halbgruppe 9 einbettbar ist ? 

Die vorliegende Arbeit behandelt diese Fragestellung unter méglichst all- 
gemeinen Voraussetzungen algebraischer und topologischer Art: § ist eine 
topologische Halbgruppe, die rein algebraisch in eine Quotientenhalbgruppe Q 
einbettbar ist. Die Topologie 7 von § ist aus einer uniformen Struktur S 
von § ableitbar. wobei S ein Fundamentalsystem von Bandern zulassen 
soll, das gewisse Invarianzeigenschaften besitzt. Dann kann man in der Tat 
¥% auch in topologischer Hinsicht in Q einbetten (4, Satz 3). Dieses Resultat, 
dessen genaue Formulierung wegen ihres umfangreichen Wortlauts an dieser 
Stelle nicht wiedergegeben wird, verallgemeinert im wesentlichen die Haupt- 
ergebnisse der Arbeiten [5], [6], [7]. soweit sie die Einbettung topologi- 
scher Halbgruppen betreffen. Diese letzteren Ergebnisse werden auf eine neue 
Art abgeleitet (4. Satz 2: 4, Satz 4). 

Zum Beweis der Satze des Abschnitts 4 wird in 3 ein Verfahren entwickelt, 
eine auf § definierte uniforme Struktur S unter Beibehaltung gewisser In- 
varianzeigenschaften auf Q fortzusetzen. Dieses Verfahren ist eine Nachbildung 
der in [5]. [6] dargestellten Methode, eine auf § vorgegebene Metrik , invariant“ 
auf Q fortzusetzen. Dagegen scheint die elegante SchluBweise aus [7] auf 
die hier behandelten allgemeineren Verhiltnisse nicht ohne weiteres anwendbar 
zu sein. 


1. Einbettung von Halbgruppen in Quotientenhalbgruppen 


Dieser Abschnitt enthalt wichtige Definitionen und Siatze, die im folgenden 
bendtigt werden. Ausfiihrliche Darstellungen des hier Referierten finden sich 
in den Arbeiten [4]. [5]. [6]. 

Definition 1. Eine (abstrakte) Halbgruppe 9 ist eine nichtleere Menge 9, 
fur deren Elemente eine binare assoziative Verkniipfungsoperation (a, b) > ab 
(a, b, ab © ) definiert ist. Ein Element « ¢ § heiBt reguldres Element in (von) 
%. wenn es den Kiirzungsregeln 


(1) aus aa=ab folgt a=b a, a, bE H 
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und 

(2) aus aa=ba folgt a=b a, a, bEH 
geniigt. Eine Halbgruppe 9 heiBt reguléir, wenn jedes Element a¢ 9 in % 
regular ist. 

Definition 2. 9 sei eine Halbgruppe mit in § reguliren Elementen, m eine 
Unterhalbgruppe von 9, die nur reguliire Elemente von § enthilt. Als Links- 
quotientenhalbgruppe Q;= Q,(H; mM) von ¥ beziiglich m bezeichnet man jede 
Oberhalbgruppe Q, von $ mit neutralem (Eins-)Element 1, in der jedes « € m 
ein Inverses «~' besitzt und in der die Relation 


(3) mAnNH+9 A beliebig ¢ Q, 
erfillt ist. 

Elemente aus $ werden im allgemeinen mit kleinen lateinischen, Elemente 
aus m immer mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet, ohne daB dies 
stets betont wird. 

Satz 1. 9 sei eine Halbgruppe, die eine Unterhalbgruppe m von in § 
reguliren Elementen enthalt. Eine Linksquotientenhalbgruppe Q, = Q,(9:m) 
von % beziiglich m existiert genau dann, wenn fiir jedes Paar (a, a)¢ m x § 
stets 
(4) Hanrma+O 
gilt. Wenn eine Linksquotientenhalbgruppe Q,(%;m) existiert, dann ist sie 
durch § und m bis auf Isomorphie beziiglich 9 eindeutig bestimmt und 
umfaBt eine Gruppe Qf(m), die ihrerseits m umfaBt und deren Elemente A 
als Potenzprodukte ay... a", €;= +1,” ganz, > 0, von Elementen «,; aus m 
darstellbar sind. 

Fiir das Folgende werde die Existenz einer (,,der“) Linksquotientenhalb- 
gruppe Q,= Q;(H;m) von § beziiglich m vorausgesetzt (H,m wie oben). 

Satz 2. In einer Linksquotientenhalbgruppe Q, = Q,;(H:m) kann jedes 
Element A € Q, als ,,Linksquotient A = «-'a mit geeignetem Linksnenner 
a€m und geeignetem Rechtszihler a¢ 9 dargestellt werden. Zu endlich 
vielen Elementen A,, ...,A,€ Q; gibt es stets eine solche Linksquotienten- 
darstellung mit gleichem Linksnenner. Ferner gelten die Formeln 


(5) ala =(xra)-'(ra) aem, a, r€H, xracm: 
ata = ala, (a, a,€m, a, a,€ 9) 
genau dann, wenn aus 
(6) xa = 2,%, folgt xa = x, a, (x, 2, € 9): 
(7) (a4) (B-1b) = (f"x)-*(a'b) pa =a'p: 
hierbei sind «, # € m, a, b€ $ beliebig vorgegebene Elemente, und f’¢ m, a’¢ H 
sind irgendwie bestimmt, daB die Nebenbedingung /’a = a’f erfiillt ist. 


2. Hilfssitze iiber topologische Halbgruppen 


Definition 1. Eine Halbgruppe 9, die eine (nicht notwendig Hausdorffsche) 
Topologie trigt, heiBt topologische Halbgruppe, wenn die Abbildung (x, y) > xy 
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(x, y€ 9) eine stetige Abbildung des mit der Produkttopologie versehenen 
Raumes § x § in den topologischen Raum § darstellt. 

Definition 2. Eine topologische Halbgruppe § ist in eine topologische 
Halbgruppe 3 eingebettet, wenn $ als abstrakte Halbgruppe Unterhalbgruppe 
der abstrakten Halbgruppe 5 ist und wenn die Topologie von 3 auf § eine 
Topologie induziert, die mit der auf $ vorgegebenen identisch ist. 

Von besonderem Interesse sind solche topologischen Halbgruppen, deren 
Topologie aus einer uniformen Struktur deduziert werden kann, die also hin- 
sichtlich ihrer topologischen Eigenschaften als uniforme Raume zu betrachten 
sind. Dieser Klasse von topologischen Halbgruppen gehéren insbesondere die 
topologischen Gruppen an, deren Topologie nach A. Wem zum Beispiel aus 
der sog. linksseitigen uniformen Struktur (structure uniforme gauche) ableit- 
bar ist. (Vgl. hierzu und wegen weiterer im folgenden als bekannt voraus- 
gesetzten Definitionen und Satze iiber uniforme Strukturen [1]; im wesent- 
lichen wird die in [1] benutzte Terminologie auch in der vorliegenden Arbeit 
verwendet.) 

Satz 1. Eine abstrakte Halbgruppe 9 trage eine uniforme Struktur S. 
Wenn die Menge aller Linkstranslationen x— az (a, x€ 9) eine gleichgradig 
stetige Familie’) von Abbildungen des uniformen Raumes § in sich bildet 
und wenn weiterhin fiir jedes a ¢ § die Rechtstranslation z— xa eine stetige 
Abbildung von § in sich liefert, so ist $ — versehen mit der von S deduzierten 
Topologie 7’ — eine topologische Halbgruppe. 

Beweis. Sei U das Bandfilter, das die uniforme Struktur S auf § definiert. 
Um die Stetigkeit der Multiplikation (2, y)> xy (x, y€ 9) nachzuweisen, 
geniigt es, wegen des Zusammenhanges von U mit den Umgebungsfiltern B (x) 
der x¢€ 9 die folgende Behauptung zu verifizieren: Zu beliebig, aber fest 
vorgegebenen x, y € H, U € U gibt es stets ein V ¢ U, so dab 


aus (x, 2’)¢€V und (y, y')<V folgt (xy, 2’y’) € U. 
(Vgl. [1], Chap. IT, § 2.) 


Zu Uc gibt es V’eU mit V’o V’CU. Zu V’ und beliebigem festem 
y € § wahle man ein V’’¢ U, fiir das die Relation 


aus (y, y')€V” folgt (cy, cy’) ¢V’ fiir jedes c€ 9 


yer, 


erfiillt ist. Ein solches V"¢ U gibt es gewiB, weil die Familie der Linkstrans- 
latione nach Voraussetzung gleichgradig stetig ist. Zu beliebigem festem 
«x € §, dem obigen y und zu V’ > V"’¢ U bestimme man nun ein V’’’¢ U1 so, daB 


aus (2, x’) € vr" folgt (xy, x'y) EV'AV"”. 


Die Existenz eines solchen V’” ist wegen der Stetigkeit der Abbildung x— ry, 
y fest, gesichert. Setzt man V= V’""-\ V’”, so gilt: 


Aus (x, 2’) ¢€V und (y, y’)¢V folgt (xy, 2’y’) € U. 
; ') BE, E’ seien uniforme Raume mit den Bandfiltern (filtres d’entourages) U, Ul’; 
 bezeichne eine Menge von Abbildungen f von E in E’. Diese Familie heiBe gleichgradig 
stetig, wenn es zu jedem U’¢ W’ und zu jedem 2,¢ EF ein U = U(z,, U’) gibt, so daB aus 
(xo, x) € U fiir alle f € F folgt (f(x), f(x)) € U’. 
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Bemerkung. Wenn das die uniforme Struktur S von § definierende Band- 
filter eine Basis (systéme fondamental d’entourages) B besitzt, deren Elemente 
gegeniiber allen Linkstranslationen (z, y)—(az,ay) von 9 x § in sich in- 
variant sind, so stellt die Familie aller Linkstranslationen x az von § in 
sich eine gleichgradig stetige Familie von Abbildungen des uniformen Raumes 
% in sich dar (a, x, y € 9). 

Satz 2. Die Voraussetzungen des Satzes 1 seien erfiillt. Ist 9 iiberdies 
eine (abstrakte) Gruppe, so stellt §, versehen mit der Topologie 7’, sogar eine 
topologische Gruppe dar. 

Beweis. Man hat nachzupriifen, ob die Division x — z~'(x¢ 9) stetig ist. 


-1 
Sei U € U beliebig vorgegeben. Man bestimme dazu V’¢ U mit V’C U. Zur 
Gruppenidentitaét 1 und zu V’ wahle man ein V’’¢ U, so dab 


aus (1, y)¢V” folgt (a,ay)¢ U fiir jedes a¢€ 9. 
Das ist wegen der gleichgradigen Stetigkeit der Familie der Linkstranslationen 


x-—azx sicher méglich. Zu V" und beliebigem festem x¢ § gibt es wegen der 
Stetigkeit jeder Rechtstranslation ein V ¢ U, fiir das die Relation 


aus (2’, y’) €V folgt (2’2-', ya) eV" 
Giltigkeit hat. Eine kurze Uberlegung lehrt, daB 
aus (x, y)¢V folgt (2-3, y")¢ U. 


Das besagt aber gerade die Stetigkeit der Division in dem beliebigen Punkte x 
des uniformen Raumes §. 


3. Invariante Fortsetzung uniformer Strukturen 

Wenn eine nicht-leere Menge § eine uniforme Struktur S trigt, die etwa 
durch ein Fundamentalsystem G von Bandern (systéme fondamental d’en- 
tourages) definiert ist, 1aBt sich auf einer beliebigen Obermenge 9, von 9 
(mindestens) eine uniforme Struktur S, einfiihren, die auf 9 die vorgegebene 
uniforme Struktur S induziert. S, heiBe eine Fortsetzung von S auf 9,. 

Sind speziell § und 9, Halbgruppen, 9, Oberhalbgruppe von 9, so kann 
man den Bandern U ¢% noch gewisse Invarianzforderungen gegeniiber der 
Multiplikation in § auferlegen und fragen, ob eine Fortsetzung der uniformen 
Struktur S auf die Oberhalbgruppe 9, unter Beibehaltung (oder sinngemaBer 
,,Fortsetzung*) der Invarianzbedingungen méglich ist. Diese Fragestellung — 
fiir gewisse metrisierbare uniforme Strukturen in [5], § 4 behandelt — ist von 
Interesse fiir das Problem der Einbettung topologischer Halbgruppen in topo- 
logische Halbgruppen und Gruppen (siehe 4). 

Satz 1. Voraussetzung: 9 sei eine in eine Linksquotientenhalbgruppe 
Q,= Q,(H; m) einbettbare Halbgruppe (9,m wie in 1; siehe dort insbe- 
sondere Definition 2, Satz 1). 9 trage eine uniforme Struktur S, die definierbar 
sei mittels eines solchen Fundamentalsystems G von Bandern, fiir dessen 
Elemente U die Relationen 


(1) aus (a,b)¢U folgt (x*a, x*b)¢ U fiir jedes z*¢9 mit z*moam+8; 
(2) aus (2*a, 2*b)¢ U folgt (a,b)¢ U fiir jedes z*¢ 9 mit z*moam+6@ 
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gelten. Dabei sind mit U ein beliebiges Element aus 3, mit a, b beliebige 
Elemente aus $) bezeichnet. 

Behauptung: Auf Q,(9; m) gibt es eine und nur eine uniforme Struktur S,, 
die S auf Q,(H:m) so fortsetzt, daB die folgenden Eigenschaften a und 6 
erfiillt sind: 

a) S, ist definierbar mittels eines solchen Fundamentalsystems G3, von 
Bandern, dessen Elemente U, der Invarianzbedingung 


(3) aus (A, B)¢ U, folgt (© A, = B)€¢ U, fiir jedes = ¢ QF (m)?) 


geniigen. Mit U, wurde dabei ein beliebiges Element aus ,, mit A, B be- 
liebige Elemente aus Q,(%; m) bezeichnet. 
b) Zu jedem U €& gibt es genau ein U,<B, mit U = (U, (9H « 9)). 
Beweis. 1. Wenn es eine Fortsetzung S, von S mit den Eigenschaften a) 
und b) gibt, so ist die Bauart der den U €% gemaB b) zugeordneten U,¢ B, 
eindeutig bestimmt, und zwar besteht die folgende Gleichung 
(4) U, = {(A, B) € Q, x Q,: Aus A = a 'a und B= f-'b und ra=yfhem 
folgt (xa, yb) « U(E®B)}3). 
Anders ausgedriickt : Um festzustellen, ob ein Elementepaar (A, B) « Q, x Q, in 
U,€2%, liegt, stelle man A, B als Linksquotienten dar: A = a'a, B= B-'b 
(a, 8 geeignet € m, a, b geeignet € 9). (A, B) liegt genau dann in U,, wenn fir 
jedes zu «, #, a, b bestimmte Elementepaar (x, y) € (9 x 9) mit ra = y Bem 
folgt (xa, yb) ¢ U. In der Tat: Wenn A = aa, B= f-'b, xa = yB=yem 
und (A, B) € U,, so gilt wegen (3), b) und 1, Satz 2 


(y A, y B) = (y(xa)-*(xa), y(yB)-*(yb)) = (xa, yb) € (O,\(H « H))=U. 
Mithin muB U, in dem in (4) rechts stehenden Ausdruck enthalten sein. Analog 
schlieBt man, daB diese letztere Menge Teilmenge von U, ist. Also besteht (4) 
zu Recht. Daher gibt es héchstens eine Fortsetzung S, mit a) und b). 

2. Nunmehr muB gezeigt werden, daB unter den in Satz 1 angefiihrten 
Voraussetzungen durch (4) ein Fundamentalsystem %, von Bandern auf 
Q, x Q, definiert werden kann, das die gewiinschten Eigenschaften besitzt. 
Dieser Nachweis verliuft im wesentlichen analog dem Beweis des Satzes 1 
aus [5], §4 und wird daher nur abgekiirzt wiedergegeben: 

Man bestitigt zunichst, daB aus ra=yfcm, ta=yPheEm und 
(xa, yb) < U (a, Bem, a, b, x, % y, YE H, U €D) folgt (za, yb) « U (vgi. [5], 
§ 4, Beweis des Satzes 1, b), 8S. 257). Danach schlieBt man, wie an der 
entsprechenden Stelle des Beweises zu [5], § 4, Satz 1: 

Aus ata = a, 'a,, B-1b = By'b, ca = yBem, r4,= y,8,Cm 
und (xa, yb) « U (cB) folgt (x,a,, y,5,) € U. 

Diese Uberlegungen lehren im Hinblick auf die Gleichheitsdefinition 1, (6) 

von Linksquotienten der Form A = a !a(a€m, a € 9): Durch (4) wird eine 


2) Siehe 1, Satz 1. 

3) Es sei hier an die in 1 getroffenen Vereinbarungen hinsichtlich der Bezeichnung 
der Elemente aus § und m™ erinnert: Kleine lateinische bzw. griechische Buchstaben 
werden fiir beliebige Elemente aus § bzw. m benutzt, ohne daB diese Konvention stets 
hervorgehoben wird. 
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Menge U, ¢ Q, x Q,, die U €@ zugeordnet ist, eindeutig, d. h. unabhingig von 
der speziellen Wahl der Quotientendarstellungen von A, B € Q, definiert. 

Das System B= {U,}ycq stellt eine Filterbasis auf Q, x Q, dar. Das 
folgt auf Grund der leicht zu verifizierenden Formeln 

A,= {(A, A): A€ Q,}¢ U, fiir jedes U €@ 
und 
U,°¢ Uj, falls Uc U’ U, U’eR. 

% ist dariiber hinaus ein Fundamentalsystem von Biandern auf Q, x Q;: 


-1 
Zu U,¢€%, wihle man U; ¢B, mit U’¢ U. Dann kommt: 
-1 -1 

vic(v),<Wp. 
Um zu zeigen, daB zu U,¢ 2%, immer ein V,¢%, mit V,o V, ¢ U, vorhanden 
ist, bestimme man zu einem U ¢%, dem U, vermége (4) zugeordnet ist, ein 
VeSmit VoV=WCU. Einekurze Rechnung, die hier iibergangen wird, lehrt : 

V,0V,°W,¢C U,. 
Man betrachte nun fiir beliebiges U «3 die Menge U,™(% x 9). Offenbar 
besteht die Inklusion 


U<S(U,A(9 * 9). 
Denn mit (a, 6) liegt auch (z* aa, 2*ab) in U, falls z*¢€ $ die Eigenschaft 
z*mr\m + 8 besitzt. Folglich: 

(a, b) = (a-* (aa), a-*(ab)) € Uj. 
Sei andererseits (A, B) ¢ (U, ~\ (x $)); dann hat man Darstellungen 
A=a-' (aa), B= B-1(Bb) mit geeigneten «, B¢€m, a4,b6¢€9. Werden nun 
x, ye mit zx= yf ¢m gewihlt, so ergibt (4) (xaa,y fb)c¢ U. Wegen 
(2) folgt daraus 
(A, B) = (a, b) € U. 

Also: fiir beliebiges U ¢% und das diesem gemaB (4) zugeordnete U,< 2%, gilt 
die Gleichung 
(5) U = (U,(H x 9)). 
Daraus folgt Behauptung b). Ware naimlich fiir gewisse U, U'« 3 mit U + U’ 

U = (U,\(§ x 9)) = (Or (9H * 9H), 
so resultierte wegen (5) U = U’, was widersinnig ist. 

SchlieBlich ist noch die Richtigkeit der Aussage (3) nachzupriifen. Dazu 
geniigt es, wegen der Darstellbarkeit der 5 ¢ Q?(m) als Potenzprodukte von 
Elementen aus m (1, Satz 1) folgende Behauptungen zu verifizieren: 

(6) (y-1A, y-! B) € U, genau dann, wenn (A, B) € U;; 

(7) (6A, 6B) ¢ U, genau dann, wenn (A, B) € Uj. 

(y, 6 beliebig ¢ m, A, B€ Q,, U, beliebig ¢@,.) An Hand von (1), (2) und (4) 
erkennt man zunichst, daB fiir beliebiges « € m 


(8) (a-ta, a 1b) ¢ U, genau dann, wenn (a, 6) ¢ U. 
Math. Ann. 131 26 
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Um (6) nachzuweisen, schreibe man A, B in der Form A = a-!a, B= a-1b 
(a geeignet € m, a, b geeignet € 9), was nach 1, Satz 2 statthaft ist. »—1A, 
y~!B schreiben sich dann als (« y)-'a, (a y)-'b. Ersetzt man in (8) « durch 
a y, so erhalt man (6). 
Zu (7): Mit A = a-!a, B= «1b und d’a = a’d (d’€ 9, «’€ m) kommt 

A = a«’-1(d'a), B= a’-1(d'b). 
Nach (8) ist die Aussage 

(6A, 6B) = (a’-!d’a, a’-1d’b) € U, 
gleichbedeutend mit (d’a, d’b) ¢ U, wegen (1) und (2) also auch mit (a, b) ¢ U; 
dies ist wiederum nach (8) gleichbedeutend mit 

(A, B) = (a-1a, a-2b) € U;. 

Damit ist Satz 1 in allen Teilen bewiesen. 

Bemerkung 1. Wenn man in (1) auf die Nebenbedingung z*m-\m +90 

verzichtet, so gilt tiber das in Satz 1 Behauptete hinaus noch: 

(9) Aus (A, B)¢ U, folgt (CA, CB) «¢ U, fiir jedes C € Q,(H; m) 

(U, beliebig ¢«%,; A, B beliebig ¢ Q,(H; m)). Ein Beweis gelingt leicht unter 
Benutzung von (6) und der dann giiltigen Relation 

(10) aus (A, B)¢ U, folgt (cA, cB) «€ U, fiir jedes c€ § 

(U,, A, B wie in (9)), die man durch eine leichte Modifikation des Beweises 
zu (7) verifiziert. 

Satz 2. Voraussetzung: Die in Satz 1 aufgefiihrten Voraussetzungen seien 
saimtlich erfiillt. Ferner mégen folgende Relationen gelten: 

(11) Zu y*€ H mit my* \m+ 0 und U €S gibt es ein U’ = U'(y*, U) €B, 
so daB aus (a, b) € U’ folgt (ay*, by*) € U. 

(12) Zu y*¢€ § mit m y* \ m+ 8 und U ¢B gibt esein U" = U" (y*, U) EB, 
so daB aus (ay*, by*) « U" folgt (a, b) « U. 

Behauptung: Neben den in Satz 1 genannten Behauptungen gilt noch 
(13) Zu HE QF(m) und U,¢B, gibt es ein Uj = Uj (H, U,)¢€B,, so daB 

aus (A, B) € U; folgt (AH, BH) «€ Uj. 

Beweis. Die Aussage (13) werde zunichst fiir H = y~' (y € m) bewiesen. 
Seien U,¢%, und y vorgegeben. Man bestimme zu U = (U,~ (9 x 9)) und y 
ein U" = U" (y, U)€&, fiir welches aus (a, b) ¢ U" folgt (a y,b y) € U [vgl.(11)]. 
Man ordne diesem U"’€ 3 wie in Satz 1,b) U'} = (U”),€%, zu. Es soll gezeigt 
werden: 

(14) Aus (A, B)«¢ Uj’ folgt (A y!, By") € Uj. 
Setzt man 
A=a a, B=a-1b, Ay =(y'a)"a’, By = (y'a)-10’ 


mit y’a=a'y, y'b=b'y, so folgt aus (A, B)¢ U, wegen (4) (y’a, y’b) 
= (a’y, b'y) ¢ U". Nach Konstruktion von U” muB8 dann (a’, b’) in U liegen. 
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(a’, b') < U C U, impliziert aber [vg]. (3)] 

(A y*, By) = ((a’y)-*a’, (a’y)-*8’) € Uj. 
DaB (13) auch fir H = 6¢m richtig ist, erkennt man wie folgt: Zu vor- 
gegebenen U,¢€2%,, 6¢ m bestimme man U’ = U’(6, U,\(H x H)) €B, so dab 
aus (a, b) € U"’ folgt (a 6, bd)¢€ U = (U, \( x 9)). Wenn A = a-!a, B= ab 
und (A, B)¢ Uj, so muB nach (8) (a, 6) in U’ liegen. (Uj ¢B, ist U’ wie in 
Satz 1, b) zugeordnet.) Folglich: (a6, 66) ¢ U; daher gilt: 


(15) Aus (A, B) = (aa, a-1b) € U; folgt (46, Bd) ¢ U;. 
Jedes Element H ¢ Q?(m) kann in der Form 


H =(y7'6,).-- (yn ' bn) yi 6,€ m, n€ {], 2,...} 
geschrieben werden. Durch vollstandige Induktion nach n schlieBt man unter 
Zuhilfenahme von (14) und (15), daB die Behauptung des Satzes 2 auch fiir 
allgemeines H ¢ Q7 (m) in (13) zutrifft. 

Bemerkung 2. Der obige Beweis lehrt weiter: Verzichtet man in (11) auf 
die Nebenbedingung m y* ~ m + 9, so besteht die Relation 


(16) Zu Ce Q,(H;m) und U,¢B, gibt es Uj = Uj(C, U,) €B,, so daB aus 
(A, B) € Uj folgt (AC, BC) «€ U,. 


Bemerkung 3. Die durch G, = {U,}y <q auf Q,(H;m) gemaB (4) definierte 
uniforme Struktur S, ist mit S (definiert durch G = {U}) zugleich separiert 
oder nichtsepariert. 


4. Einbettung topologischer Halbgruppen in Quotientenhalbgruppen 

In den Sitzen des Abschnitts 3 sind Einbettungsaussagen fiir topologische 
Halbgruppen enthalten; diese Aussagen sollen nun herausgearbeitet werden. 

Satz 1. Um eine kommutative topologische Halbgruppe 9 mit Kiirzungs- 
regel in ihre Quotientengruppe Q() = Q,(H; H) so einbetten (2, Definition 2) 
zu kénnen, daB Q(H) sogar eine topologische Gruppe wird, sind die folgenden 
Bedingungen a) und b) notwendig und hinreichend. 

a) Die Topologie 7' von § ist aus einer uniformen Struktur S auf § dedu- 
zierbar. 

b) Diese uniforme Struktur S kann definiert werden mittels eines solchen 
Fundamentalsystems @ von Bandern, dessen Elemente U der Invarianz- 
forderung 


(1) (x*a, x*b)¢ U genau dann, wenn (a,b)¢ U = x* beliebig € 9 


geniigen. (U beliebig «ZB, a, b € 9.) 

Beweis. Siehe Beweis des Satzes 2. 

Satz 2. Um eine Oresche*) topologische Halbgruppe 9 in ihre Links- 
quotientengruppe Q,() = Q,(H; 9) so einbetten zu kénnen, daB Q,(H) sogar 


‘) Eine regulare Halbgruppe (1, Definition 1) heiBt Oresch, wenn fiir beliebige a, 
bE H stets Ha \ Hb + gilt. — Auch andere Termini kommen in der Literatur vor. 
Zum Beispiel wird in [2] eine OrEsche Halbgruppe als ,,semi-groupe régulier A gauche“ 
bezeichnet. 

26* 
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eine topologische Gruppe wird, sind die folgenden Bedingungen a), b) notwendig 
und hinreichend. 

a) Die Topologie 7 von § ist aus einer uniformen Struktur S auf 9 
deduzierbar. 

b) Diese uniforme Struktur S kann definiert werden mittels eines solchen 
Fundamentalsystems @ von Bandern, dessen Elemente U den Invarianz- 
forderungen (2), . . ., (5) geniigen: 

(2) Aus (a, b)¢€ U folgt (x*a, 2*b)¢ U fiir jedes x*¢ 9. 

(3) Aus (x*a, x*b)¢U folgt (a,b) ¢ U fiir jedes x*¢ 9. 

(4) Zu y*€ Hund UES gibt es U’= U'(y*, U) €B, so daB aus (a, b) € U’ 
folgt (ay*, by*) € U. 

(5) Zu y*eH und Uc®B gibt es U" = U"(y*,U)€B, so daB aus 
(ay*, by*) « U"’ folgt (a, b) € U. 

Beweis. Wenn a und 6 erfiillt sind, ist eine topologische Halbgruppe 
(2, Satz 1). Mittels der in Abschnitt 3 entwickelten Methoden kann man die 
uniforme Struktur S ,,invariant“ zu S, auf Q,() fortsetzen (in 3, Satz 1, 
Satz 2 ist speziell m = § zu setzen). Die von S, auf Q,() deduzierte Topo- 
logie 7’, induziert nach 3, Satz 1 auf 9 die dort vorgegebene Topologie, so 
daB in der Tat eine Einbettung der topologischen Halbgruppe § in einen 
topologischen Raum Q,(%) vorliegt. Dieser Raum stellt aber eine topologi- 
sche Gruppe dar, was aus den Relationen (3) und (4) des Abschnitts 3 (dort 
ist Q,(H; m) = Q,(H) = QF (m) zu setzen) und aus 2, Satz 2 folgt. Die oben 
genannten Bedingungen a) und b) reichen also hin, um die topologische Halb- 
gruppe § auch in topologischer Hinsicht in ihre Linksquotientengruppe ein- 
betten zu kénnen. 

Die Forderungen a) und b) sind noch als notwendig fiir die Lésung der 
gestellten Aufgabe zu erweisen. Sei eine OrEsche topologische Halbgruppe 
in ihre Linksquotientengruppe Q,() so eingebettet, daB Q,(H) eine topo- 
logische Gruppe wird. Q,(%) besitzt dann, wie jede topologische Gruppe G, 
eine linksseitige uniforme Struktur (structure uniforme gauche) S, ,, die mit 
der Topologie 7, von © = Q,() vertriglich ist (siehe [1], Chap. ITI, § 3). 
Die uniforme Struktur S,, hat auf G@ = Q,(H) nach [1], Chap. III, §3, 
Prop. 1 folgende Eigenschaften : 

I. S,, kann definiert werden mittels eines solchen Fundamentalsystems 
%,,, von Bandern, dessen Elemente U,, gegeniiber den Linkstranslationen 
(X, Y)+ (AX, AY) (A, X, Y € Q,(H)) invariant sind. 

II. Jede Rechtstranslation X — X A(A, X €Q,(H)) ist eine gleichmaBig 
stetige Abbildung des mit der Struktur S,, versehenen Raumes Q, (9) in sich. 

Aus I folgt, wenn man den Definitionsbereich der Linkstranslationen 
(XY) (AX, A Y) auf § x § baw. auf (H x*) x (H x*) beschriankt und A = 2* 
bzw. A = x*-!(x*¢ $) setzt: Die Relationen (2) und (3) sind fiir jedes U 
mit U = (U,,(9 x 9)), U4,.€B,, erfillt. Beschrinkt man entsprechend den 
Definitionsbereich der Rechtstranslationen X — X A auf § bzw. $ y* und setzt 
man A = y* bzw. A = y*-1(y*¢€ §), so erkennt man, daB auch (4) und (5) 
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gelten miissen fiir jedes y*¢ § und jedes U = (U,,( x 9)), Uy,.€ By. 
Also gibt es auf § ein Fundamentalsystem % von Biandern mit den in Satz 2 
angefiihrten Invarianzeigenschaften. 

Bemerkung 1. Ein anderes mit Satz 2 gleichwertiges Einbettungstheorem 
findet sich in einer Arbeit von Tamari ({7], Théoréme 2). Es sind nimlich (2) 
und (3) zusammen gleichwertig der Aussage, daB die U ¢% saturiert sind 
beziiglich der folgenden Aquivalenzrelation R in 9 x 9: 


(a, a) R(a,,a@,) genau dann, wenn 2, z, existieren 
mit ra = 2,0, und ra = 2,4, (a, a, a, a, x, 2, € H). 


(4) und (5) hingegen sind Invarianzforderungen gegeniiber gewissen _,,par- 
tiellen* Translationen (siehe [7], 4). Ein Vorteil des in der vorliegenden Arbeit 
benutzten Einbettungsverfahrens gegeniiber der eleganten SchluBweise in [7] 
besteht darin, daB jene Methode verallgemeinerungsfahig ist fiir Halbgruppen, 
die nur in Quotientenhalbgruppen einbettbar sind (siehe unten Satz 3) und 
daB sie ganz elementar formulierbare Bedingungen benutzt. 

Bemerkung 2. Die auf Q,() = Q,(H; 9) nach dem Verfahren aus 3 kon- 
struierte uniforme Struktur S, ist mit der linksseitigen uniformen Struktur 
S,, dieser topologischen Gruppe identisch. Nach [1}, Chap. III, §3, Ex. 1 
ist namlich S,, unter allen auf Q,(%) definierten und mit der Topologie 7’, 
auf Q,(%) vertraglichen uniformen Strukturen dadurch ausgezeichnet, daB S,, 
ein Fundamentalsystem von Bandern zuliBt, dessen Elemente gegeniiber 
jeder Translation (X,Y) (AX, A Y) (A, X, Y € Q,(H)) invariant sind. Die 
Satze 1 und 2 aus 3 besagen aber unter anderem, daB S, die fiir S,, charakte- 
ristischen Eigenschaften besitzt. 

Satz 3. Voraussetzung: 9 sei eine in eine Linksquotientenhalbgruppe 
Q,(H;m) einbettbare Halbgruppe (9, m wie in 1). § trage eine uniforme 
Struktur S, die ein solches Fundamentalsystem G von Bandern zulaBt, fir 
dessen Elemente die Relationen (2) und (4) ohne Einschrinkung, sowie die 
Relationen (3) und (5) unter den Nebenbedingungen z*mom+89 bzw. 
m y* om + 6 erfillbar sind. 

Behauptung: 9, versehen mit der von S deduzierten Topologie 7’, stellt 
eine topologische Halbgruppe dar, die man mittels der in 3 entwickelten 
Methoden (d.h. durch ,,invariante Fortsetzung* der uniformen Struktur 8) 
in ihre Linksquotientenhalbgruppe Q,(%;m) auch in topologischer Hinsicht 
einbetten kann*). Dieser FortsetzungsprozeB bewirkt zugleich eine Ein- 
bettung der topologischen Halbgruppe m in die topologische Gruppe Q? (m)°). 
Das Verfahren aus 3 liefert auf Qf(m) die linksseitige uniforme Struktur 
dieser topologischen Gruppe. Die auf Q,(9;m) erhaltene Topologie 7’, ist 
mit 7 zugleich Hausporrrsch oder nicht Havsporrrsch. 

5) Die Topologisierung der Halbgruppen Q,(9;™), Q¥(m), Mm ist wie folgt vorzu- 
nehmen: Q;(; M) tragt die Topologie 7,, die aus der invarianten Fortsetzung S, von S 
auf Q;(H; mM) abgeleitet ist; Q#(m) bzw. m tragen die von 7, bzw. T auf QF(m) bzw. m 
induzierte Topologie. — Offenbar sind ¥(m) und m uniformisierbar, und zwar mittels 
der uniformen Strukturen S* bzw. S,, die von S, bzw. S auf Q¥(m) bzw. m induziert 
werden. 
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Beweis. 9, versehen mit der Topologie 7’, ist eine topologische Halbgruppe 
(2, Satz 1; 2, Bemerkung). S kann invariant zu einer uniformen Struktur 8S, 
auf Q,(H;m) fortgesetzt werden (3, Satz 1). Wegen der Invarianzeigen- 
schaften von S, (3, Satze 1, 2; 3, Bemerkungen 1, 2) muB die Multiplikation 
in Q,(H;m) stetig im Sinne der von S, auf Q,(H;m) abgeleiteten Topo- 
logie 7’, sein (siehe 2, Satz 1; 2, Bemerkung). Durch die Fortsetzung von 
S zu S, werden die topologischen Halbgruppen m bzw. 9 in die topolo- 
gischen Halbgruppen Qf (m) bzw. Q,(H; m) eingebettet®) (3, Satz 1, b). 
und zwar ist 7’, mit 7’ zugleich Hausporrrsch und nicht Hausporrrsch 
(3, Bemerkung; [1], Chap. II, §2, Prop. 1). S**) besitzt die Eigenschaften 
I und II von S,, auf $= Qf (m) (siehe Beweis des Satzes 2). Daraus 
folgt: Q¥(m) ist sogar eine topologische Gruppe, und S* stellt die links- 
seitige uniforme Struktur dieser topologischen Gruppe dar (vgl. Beweis des 
Satzes 2). 

Bemerkung 3. Die Frage nach notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen dafiir, daB sich eine topologische Halbgruppe § in eine als existent 
vorausgesetzte Linksquotientenhalbgruppe Q,(:m) algebraisch und topo- 
logisch so einbetten l4Bt, daB dieser EinbettungsprozeB die Gruppe Q?(m) 
zu einer topologischen Gruppe macht, scheint schwieriger zu sein. Man kann 
durch SchluBweisen, die dem zweiten Teil des Beweises zu Satz 2 analog sind, 
zeigen: Damit eine topologische Halbgruppe 9 mit uniformer Struktur S 
(,,uniforme Halbgruppe“) in eine Linksquotientenhalbgruppe Q,(:m) so 
eingebettet werden kann, daB Q,(9; m) eine uniforme Halbgruppe wird, die 
QF (m) als topologische Untergruppe enthilt, ist notwendig, daB die in Satz 3 
angefiihrten Voraussetzungen erfiillt sind mit der Abainderung, daB (2) nur 
fir diejenigen z*¢ 9 mit z*mrm + 8 giiltig ist. 

Bemerkung 4 (vgl. auch [7], 6). Bettet man eine uniforme Halbgruppe 9 
in eine Quotientenhalbgruppe Q,(;m) nach dem in 3 entwickelten Ver- 
fahren ein (soweit méglich), so ist die Topologie 7, auf Q,(9;m) durch die 
invariant fortgesetzte uniforme Struktur S von §$, nicht aber durch die 
Topologie 7’ von §, eindeutig bestimmt. Es kann namlich eine topologische 
Halbgruppe § verschiedene mit 7 vertriagliche uniforme Strukturen (mit ge- 
wissen Invarianzeigenschaften) zulassen, und diese Strukturen kénnen unter 
Umstinden auf Q,(;m) zu verschiedenen Topologien Veranlassung geben. 
Einfachste Beispiele sind von Tamari [7], 6 und mir [5], §3 angegeben 
worden. Die Verschiedenheit der Topologien, die gewisse Methoden zur Ein- 
bettung kommutativer metrischer. Halbgruppen 9 in Quotientengruppen Q (9) 
auf diesen letzteren liefern, hat in dem eben Erwahnten seinen Grund. (Vgl. 
hierzu insbesondere ein Theorem von GELBAUM, KaLiscH und OLMsTEDT ([3]. 
Theorem 15) und [5], § 6.) 


Bemerkung 5. Die obigen Satze stellen im wesentlichen Ubertragungen von 
Satzen aus [5], §5 auf den Fall dar, daB man metrisierbare uniforme Struk- 
turen auf Halbgruppen durch beliebige uniforme Strukturen ersetzt und zu- 
gleich schwachere Invarianzforderungen stellt. Insbesondere entsprechen den 
Siatzen 1, 2, 3 bzw. die Satze 1, 2, 4 aus [5], § 5. 
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AbschlieBend soll noch gezeigt werden, wie man aus den Sitzen dieses 
Abschnitts die Ergebnisse von [5], § 5 erhalten kann. Es geniigt, den folgenden 
Satz 4 zu beweisen, da aus diesem die Sitze von [5], § 5 durch Spezialisierung 
hervorgehen. 

Satz 4. Voraussetzung: 9 sei eine in eine Linksquotientenhalbgruppe 
Q,(H;m) einbettbare Halbgruppe. 9 trage eine beziiglich §~ Q}(m) in- 
variante Metrik*) |a, b| (a, b € ) mit 


(6) lca, cb| < K |a,b| jac, be| < K |a, b} 


(a, b, c beliebig € H; K eine reelle Konstante => 1). 

Behauptung: a) % stellt eine metrische Halbgruppe dar’), deren Metrik 
ja, 6| zu einer beziiglich Qf(m) invarianten Metrik |A, Bl) von Q,(9; m) 
derart fortgesetzt werden kann, daB Q,(H;m) (mit der Metrik |A, Bj) eine 
metrische Halbgruppe wird, in die die metrische Halbgruppe § eingebettet ist. 

b) Diese ,,beziiglich Q}(m) invariante Fortsetzung“ |A, B) der Metrik 
ja, b| von § auf Q,(H; m) ist durch die letztere eindeutig bestimmt; und zwar 
gilt : 


(7) |a-ta, B-'b| = |xa, yb) falls a, fem, a, b, xz, ye Hund za= yfhEem; 
(8) |CA,CB\<K\A,Bi,  |AC, BC| < K||A, Bi 


(A, B,C beliebig ¢ Q,(9; m); K die reelle Konstante aus (6)). 

ec) Durch die Fortsetzung der Metrik |a, b| von 9 gem&B a), b) wird zu- 
gleich die metrische Halbgruppe m (Metrik |x, f| (a, 8 € m)) in die topologi- 
sche Gruppe Q7(m) mit der invarianten Metrik |A, Bi (A, B < Q?(m)) ein- 
gebettet. 

Beweis. Man setze fiir beliebige ¢ > 0 


U®) = {(a, b): a,b € ; |a, b| S e}. 


Dann stellt B = {U“)},., ein Fundamentalsystem von Bandern einer uni- 

formen Struktur S auf 9 dar. S und B erfiillen die Voraussetzungen des 

Satzes 3 mit einer fiir den Beweis dieses Satzes unwesentlichen Ausnahme'®), 

so daB Satz 3 in vollem Umfange anwendbar ist. Zu zeigen bleibt noch, 

daB die topologischen (Halb-)Gruppen Q,(; m) und Qf (m) metrisierbar sind 

beziiglich einer Metrik |A, B) mit den oben angefiihrten Eigenschaften. 
Setzt man fir U(,¢%, und A, Be Q,(H; m)*) 


(9) |A, Bi = inf {e’: (A, B) « U©",}, 
*) Eine auf einer Halbgruppe 9 definierte Metrik |a, b| heiBt beziiglich einer Unter- 

halbgruppe 6 von % invariant, wenn fiir beliebige a, < 9 und beliebiges h ¢{b |ha, hb| 
- ja, b| = jah, bh| gilt. Vgl. auch [5], § 3. 

7) Das heiBt, eine solche topologische Halbgruppe, deren Topologie aus einer Metrik 
ableitbar ist. 

8) (2) braucht hier nicht fiir alle 2*¢ {§ — (H “\ QF (m))) erfiillt zu sein. Doch wird die 
Forderung: Aus (a, b) € U folgt (2*a, x*b)< U fiir jedes U € 3 und jedes x*¢ (§ — (9 © 
7\ QF (m))) nur bendtigt, um sicher zu sein, daB die Menge aller Linkstranslationen x + ax 
eine gleichgradig stetige Familie von Abbildungen des uniformen Raumes § in sich ist. 
Unter den Voraussetzungen des Satzes 4 ist aber diese letztere Bedingung gewiB erfiillt. 

*) Hier und im folgenden werden die in 3 eingefiihrten Bezeichnungen benutzt. 
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so gilt wegen der Eigenschaften von %, (vgl. 3, Satz 1): 


JA, B] = |B, Aj) >0 A, BE Q,(H; m); 
JAA, AB\|=|A, Bj  A,Be Q,(H;m); AcQi(m); 
ja, b| = |a, 6| a,b¢ 9. 


Aus diesen Beziehungen folgt, daB die durch (9) definierte Funktion | A, B) 
der Relation (7) geniigt. Ferner ist klar, da8 nur diese Funktion als beziiglich 
QO? (m) invariante Fortsetzung der Metrik |a, 6| in Frage kommt. Da® | A, B| 
in der Tat eine Metrik auf Q,(H;m) darstellt, ergibt sich unter Benutzung 
von (7) wie der Beweis von [5], § 5, (2), (3). Ferner hat man 
\A,B)=|AA, BA) A, BEQ,(H;m); Ac QF (m) 
(vgl. hierzu [5], S. 460, Beweis des Satzes 2, b); Folgerung 4). DaB die Un- 
gleichungen (8) zu Recht bestehen, folgt wie in [5], S. 460/61, Beweis des 
Satzes 3. 
Die mittels des Fundamentalsystems %, definierte uniforme Struktur S, 


auf Q,(;m) ist mit der durch die Metrik |.A, B) definierten Struktur iden- 
tisch, da fiir jedes e > 0 und jedes U“*),¢ B, offenbar 


U, ¢{(A, B): A, BE Q,(9; m); |, B] <2} ¢ Ue, 


gilt. Die Teile a) und b) des Satzes 4 sind damit bewiesen. Die Richtigkeit 
der Behauptung c) ist evident. 
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Zur Definition der Flachen zweiter Ordnung 


Von 
HAnFRIED LENZ in Miinchen 


Die zweckmaBigste synthetische Definition der Kegelschnitte hat 
v. Staupt’) gegeben: Ein Kegelschnitt ist die als nicht leer vorausgesetzte Menge 
der hinsichtlich einer festen Polaritét®) zu sich selbst konjugierten Punkte und 
Geraden der reellen projektiven Ebene. 

Diese selbstduale Definition laBt sich unmittelbar auf den n-dimensionalen 
Raum iiber beliebigem Koordinatenkérper*) A iibertragen, wenn man noch 
voraussetzt, daB die Polaritaét 2 projektiv ist, d. h. eine Gerade projektiv auf 
ein Ebenenbiischel*) abbildet. Im reellen Raum ist diese Bedingung, die die 
Kommutativitat des Koordinatenkérpers nach sich zieht (BAER a. a. O. 8. 132, 
Proposition 1, BAG §S. 52), bekanntlich*) von selbst erfiillt. Ziel dieser Note 
ist der die Entwicklungen bei Barr (a. a. O. 8S. 131—138) ergianzende 

Satz: Wenn in einem projektiven Raum beliebiger endlicher oder unendlicher 
Dimension (oder in einer projektiven Ebene, in der der Satz von DESARGUES 
gilt) eine Quasipolaritiét®) gegeben ist von der Eigenschaft, daB eine Gerade g 
existiert, die mindestens zwei, aber héchstens endlich viele selbstkonjugierte Punkte 
enthalt, so gilt der Satz von Pappos-PAscat. 

Wenn g auferdem unendlich viele nicht selbstkonjugierte Punkte enthiilt, so 
ist die Quasipolaritdt projektiv. Die Menge der selbstkonjugierten Punkte und 
H yperebenen ist eine Fliche zweiter Ordnung im klassischen Sinn, d.h. das Null- 
stellengebilde einer die Null darstellenden quadratischen Form®). Die Charak- 
teristik ¥(K) des Koordinatenkérpers K ist dann + 2. 

Zum Beweis benétigen wir drei Hilfssitze :*) 





') K. G. C. v. Stauptr: Geometrie der Lage, § 246, 8. 137. Niirnberg 1857. 

*) Zur Definition der Polaritét s. R. Barr: Linear algebra and projective geometry, 
p- 109; H. Lenz: Zur Begriindung der analytischen Geometrie. Sitzgsber. bayer. Akad. 
Wiss., Math.-Nat. KI. 1954, 8. 17—72, insbesondere 8. 48, im folgenden mit BAG zitiert; 
ferner: Uber die Einfiihrung einer absoluten Polaritat in die projektive und affine Geo- 
metrie des Raumes. Math. Ann. 128, 363—372 (1954), im folgenden mit AP zitiert. 

8) Unter einem Kérper verstehen wir in dieser Note einen kommutativen oder nicht- 
kommutativen Kérper, unter Schiefkérper einen nichtkommutativen Kérper. 

*) G. Darpovux: Math. Ann. 17, 55—61 (1880). 

5) Zu den verwendeten Begriffen vg]. AP. Eine Quasipolaritat ist eine umkehrbare 
Abbildung 2 der Punkte des Raumes in den dualen Raum mit der Eigenschaft, daB aus 
A€aBstets BE a A folgt. 

*) Im Fall unendlicher Dimension sind quadratische Formen entsprechend den Ent- 
wicklungen in AP durch 2,x' = g*x,x, zu definieren. 

7) Einige einfache Tatsachen werden hier bewiesen, obwohl sie bei Barr a. a. O. zu 
finden sind; einmal weil die axiomatischen Ausgangspunkte bei Barr und in den Arbeiten 
BAG und AP verschieden, wenn auch aquivalent sind, und zum anderen, um dem Leser 
das Nachschlagen zu ersparen. 
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Hilfssatz 1. Wenn der Durchschnitt d einer Geraden p mit ihrem Polar- 
unterraum x p nicht leer ist, so enthélt p entweder genau einen oder lauter selbst- 
konjugierte Punkte, niimlich gerade die Punkte von d (vgl. BAER a. a. O. 8. 133). 

Das ist im Fall p \ a p= p klar. Es sei also nund= p - ap= Pein 
Punkt. Jeder Punkt von p ist konjugiert zu P. Ware ein Punkt A + P von p 
selbstkonjugiert, so wire er auch zu P, also zu jedem Punkt von p konjugiert. 
Denn ein Punkt, der zu zwei Punkten konjugiert ist, ist zu jedem Punkt ihrer 
Verbindungsgeraden konjugiert. Daher ware jeder Punkt von p zu P und zu A. 
also auch zu sich selbst konjugiert und lige daher doch in 2 p. 

Hilfssatz 2. Enthilt die Gerade g mindestens zwei, aber nicht lauter selbst- 
konjugierte Punkte, so ist die Anzahl ihrer selbstkonjugierten Punkte gleich 
f+ 1, wobei t die Lésungsanzahl der Gleichung 


(1) £E+F-~0 


bedeutet. Dabei wird durch Uberstreichen die Anwendung des involutorischen 

Automorphismus bezeichnet, der durch die Quasipolaritat a definiert wird, wenn 

man sie in bekannter Weise (vgl. AP) durch Gleichungen 

(2) Rt, = Zz. 

(3) ai = giZ,, ghia gik EE fiir alle &< K 

darstellt (vgl. BAER a.a.O. 8. 138). (Die Quasipolaritét kann kein Null- 

system sein, weil fiir ein solches alle Punkte des Raumes selbstkonjugiert sind.) 
Auf g wird durch die Vorschrift (weil g \ag nach Voraussetzung und 

Hilfssatz 1 leer ist) 


(4) li P=xPng fir Péq 


eine (i. a. nicht projektive) Jnvolution // erklirt. Sie hat nach Voraussetzung 
zwei Fixpunkte, etwa mit den Koordinaten r;. s;. Es ist r,s‘ + 0, weil sonst 
g(\ag = g ware. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, 
es seir;s' = 1. Ein Punkt mit den Koordinaten x; = r,;+ ys, ist selbstkonjugiert. 
wenn und nur wenn 


vj 


v=O0¢ren+usr+O0=nf7+"=0 
ist, w.z.b.w. 
Hilfssatz 3. Ist K ein Schiefkdrper®) mit einem involutorischen Antiauto- 


morphismus i —> jt, 80 hat die Gleichung 
(1) FL F=0 


unendlich viele Lésungen in K. 

Beweis: Fall 1: 7 (K)=2. 

Die Lésungen von (1) sind jetzt einfach die invarianten Elemente y von K. 
fiir die also y = y ist. Wenn diese eine endliche Menge M% bilden (sonst sind 
wir fertig), so gibt es zu jeder Lésung f von (1) nur endlich viele « < K, fiir 
die 8 = «—«@ ist. Denn aus 

a—-%=a'—o 


folgt a—a’=a—a,dha—a’ cM. 
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Nun ist aber 6 = y — > fiir alle y ¢ K eine Lésung von (1). Daher kann 
K nur endlich viele Elemente enthalten und ist daher nach dem bekannten 
Satz von WEDDERBURN’) kommutativ, w.z.b.w. 

Fall 2: 4 (K) +2. 

Wir nehmen an, die Menge M der Lésungen von (1) sei endlich. Sie enthalte 
etwa m Elemente. 

I. C sei ein kommutativer Teilkérper von K, der nicht aus lauter invarianten 
Elementen besteht. Es sei also etwa « ¢ C, « + %. Dann ist jedes Element von 
C quadratisch und separabel iiber dem Unterkérper C, der invarianten Elemente 
von C, wenn es nicht selbst invariant ist. Nachdem Satz vom primitiven 
Element ist daher C selbst quadratische Erweiterung von C,, etwa C = Cy B) 
mit 6 Cy. fp ist Lésung von (1), ebenso 6)/f mit beliebigem 6 C,. Hat 
C also p* bzw. unendlich viele Elemente, so gibt es in C p* bzw. unendlich 
viele Lésungen von (1). 

Il. Damit ist der Fall 7 (K) = 0 erledigt. Es sei jetzt 7 (K)= p> 2. 

Ist « ein beliebiges Element von K, so geniigt « einer algebraischen Gleichung 
mit Koeffizienten aus dem Primkérper P, deren Grad eine feste Schranke 8 nicht 
iiberschreitet. 


Ist niimlich « + % und « iiber P nicht algebraisch vom Grad < s, so liegen 
s+ 
nach I schon in P («) mindestens p 2 Lésungen von (1). Ist aber « invariant. 
so sei # ein nichtinvariantes Element. Ein solches existiert, denn andernfalls 
wire der Antiautomorphismus yj — 7 die Identitét und K kommutativ. Wir 
a+Bp—B 
2 


setzen y . Dann ist y + y und « = y + ¥ liegt in einem Unterkérper 


von P(y). Ware also « nicht algebraisch von héchstens s**” Grad iiber P. so 
lagen schon in P(y) mindestens p**! Lésungen von (1). Daher muB unsere 
Behauptung richtig sein.*) 

Ill. K enthélt unendlich viele invariante Elemente. Denn jedes Element 
y € K gestattet eine eindeutige Zerlegung 
(5) y=Fip mit §+F=0.n=f. 
Man erhalt aus (5) naimlich 

2u=y+y.2é=y-}. 

Gabe es nur endlich viele invariante Elemente. so wire nach (5) und wegen 
& € M der KGrper K endlich, also kommutativ. 

IV. Sind «, 8 zwei invariante Elemente von K, so enthilt K unendlich viele 
invariante Elemente, die mit « und f vertauschbar sind. 

*) Siehe z. B. H. Zassennaus: Lehrbuch der Gruppentheorie, 8. 70—71 (Beweis von 
E. Wirt). Leipzig und Berlin 1937. 

*) Wie mir Herr Pickert mitteilte, folgt hieraus schon, daB K kommutativ ist (vgl. 
N. Jacossson: Structure theory for algebraic algebras of bounded degree. Ann. of 
Math. (2) 46, 695—707 (1945); I. Kapiansky: A theorem on division rings. Canadian J. 
of Math. 3, 290—292 (1951); I. N. Herstern: An elementary proof of a theorem of Ja- 
cobsson. Duke Math. J. 21, 45—48 (1954); T. Nakayama: On the commutativity of 
certain division rings. Canadian J. Math. 5, 242—244 (1953). Der folgende ganz elemen- 
tare Beweis des Hilfssatzes 3 macht von diesem Ergebnis keinen Gebrauch. 
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Fir jedes uv mit w= 7 ist nimlich awp—pwacM,Pu—pwpeM. Wir 
nehmen an, die Menge % der invarianten Elemente y, fiir die au—pa 
= Bu— pu B= 0 ist, enthalte nur endlich viele, etwa n Elemente. Zu jedem 
der m? Paare &, 1 mit §€ M, 7 « M gibt es dann héchstens n Lésungen des 
Gleichungssystems (mit der Unbekannten s) 


ape—pwa=é, 
(6) Bu-—wBp=y, 
=p. 


Denn sind j, «’ zwei solche Lésungen, so ist « — uv’ €N. Danach giibe es 
héchstens nm? invariante Elemente im Widerspruch zu III. 

V. Es gibt in K zwei nicht vertauschbare, invariante Elemente a, 8. Waren 
namlich alle invarianten Elemente vertauschbar, so wiirden sie einen unend- 
lichen kommutativen Kérper H bilden, was dem Ergebnis von II widerspricht. 
Denn die endlich vielen méglichen Gleichungen héchstens s‘" Grades mit 
Koeffizienten aus P haben insgesamt in einem kommutativen Koérper nur 
endlich viele Lésungen. 

VI. Es sei also a= %, B= B, a8 + Ba. Wir wollen zeigen, dap schon in 
dem Schiefkérper P(a, 8) = K’ unendlich viele Lésungen von (1) liegen. 

Nach IV ?°) sind unendlich viele Elemente von K’ mit « und # vertauschbar. 
Sie bilden einen Kérper L. Die mit allen Elementen von L vertauschbaren 
Elemente von K’ bilden einen Kérper, der P, « und f enthilt, also mit K’ 
identisch ist. Daher ist L das Zentrum von K’. « # ist ein nichtinvariantes 
Element von K’. Daher ist L(« 8) = C ein kommutativer Kérper mit unendlich 
vielen Elementen, die nicht alle invariant sind. Nach I. hat daher die Gleichung 
(1) schon in C unendlich viele Lésungen. Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen. 

Nun kénnen wir den eingangs aufgestellten Satz rasch beweisen: Wir 
nehmen an, K sei nicht kommutativ. Die Gerade g enthalt nicht nur selbst- 
konjugierte Punkte, weil sonst K endlich, also doch kommutativ ware. Nach 
den Hilfssitzen 2 und 3 miiBte g nun im Widerspruch zur Voraussetzung 
unendlich viele selbstkonjugierte Punkte enthalten. K ist also kommutativ, 
d. h. der Satz von Pappos-Pascat gilt. 

Wenn g unendlich viele Punkte enthalt, so ist die Lésungsanzahl von (1) 
auch bei kommutativem Koordinatenkérper unendlich, auBer, wenn der 
Automorphismus js — 7 die Identitaét und auBerdem y (K) + 2 ist. Damit 
ist alles bewiesen, denn die selbstkonjugierten Punkte sind nun gegeben durch 
die Gleichung z; 2‘ = 2,9" x, = g** x, x, = 0. 

Man kann daher die Flichen zweiter Ordnung wie folgt synthetisch definieren : 
In einem projektiven Raum (AP 8. 363) sei zwischen seinen Punkten eine binire 
Relation A \ B (,,A konjugiert zu B*) erklért mit folgenden Eigenschaften: 

K I: Aus A \ B folgt BA A. 

K II: Aus A A B, AAC, Dé BC folgt A A D. 

K III: Aus B+ C folgt, daB zu jedem Punkt A ein Punkt Dé BC mit A A D 
existiert. 


1°) [angewandt auf K’] 
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K IV: Kein Punkt ist zu allen Punkten konjugiert. 

KV: Es gibt eine Gerade, die zwei, aber nicht unendlich viele selbstkonjugierte 
Punkte enthilt. Wenn die Gesamtzahl ihrer Punkte endlich ist, soll sie nicht 
kleiner sein als das Quadrat der Anzahl ihrer selbstkonjugierten Punkte. 

Die Punkte P mit P \ P bilden eine Fliche 2. Ordnung. Die Eigenschaften 
K I bis K IV erklaren namlich nach AP, § 3 eine Quasipolaritaét. K V sichert 
nach unserem Satz, falls die Zahl der Punkte auf der Geraden unendlich ist, 
daB die Fliche zweiter Ordnung das Nullstellengebilde einer quadratischen 
Form ist. Hat aber unsere Gerade p** + 1 Punkte (p Primzahl), so ist die Zahl 
ihrer Punkte P mit P ( P nach Hilfssatz 1 und 2, sowie Abschnitt I des Be- 
weises von Hilfssatz 3, Fall 2, genau 2 oder aber mindestens p* + 1, und das 
ist durch KV ausgeschlossen. Es wird von selbst 7(K)+ 2. Fiir 7(K) = 2 
kann man auch keine Flaichen 2. Ordnung g‘* 2,2, = 0 definieren, weil diese 
Gleichung einen linearen Unterraum darstellt, wenn g‘* = g*' ist. Man kénnte 
bei der algebraischen Definition freilich auf diese Forderung verzichten, doch 
soll darauf nicht eingegangen werden. Will man von der obigen Definition 
ausgehend rein synthetische Geometrie der Flichen 2. Ordnung treiben, also 
algebraische Uberlegungen vermeiden, so wird man allerdings mindestens als 
bekannt voraussetzen miissen, daB die in K V eingefiihrte Gerade tatsiichlich 
genau zwei selbstkonjugierte Punkte enthalt. 


( Eingegangen am 13. Februar 1956) 
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Eine Bemerkung iiber die Menge der vollkommenen Zahlen 
Von 


Hans-Joacnim KaANo.p in Braunschweig 


Wir bezeichnen mit V(n) die Anzahl der verschiedenen Primteiler einer 
natiirlichen Zahl n und betrachten in dieser Note nur vollkommene Zahlen n, 
die also der Bedingung 


(1) a(n) = 2n 
geniigen, wobei a(n) die Summe aller positiven Teiler, von n bedeutet. Die 


Menge aller n sei N, die Anzahl der n ¢ N, » < x sei N(x). Vor kurzem zeigten 
B. VoLKMANN und B. Hornreck, daB ; 


(2) N(x) = O(x"*) 
bzw. 
(3) N (x) = O(2'!*) 


gelten muB. Einer brieflichen Mitteilung von Herrn Hornrsck (vom 
12. 2. 1956) konnte ich entnehmen, daB8 er sogar 


N 
(4) fim ~“ <4 
r—> 2 \x 


beweisen kann. In der vorliegenden Note soll dieses Ergebnis zu 
(5) N(x) = o(y/z) 
verscharft werden. Dabei werden wir einen bekannten Satz von L. E. Dickson 
benutzen. 

$1 
Zunachst betrachten wir die Menge Nx, die genau aus allen den natiirlichen 
Zahlen n bestehen soll, die neben (1) noch 
(6) Vin) < K 
erfiillen, wobei K > 1 eine beliebig vorgegebene, dann festgehaltene natiirliche 
Zahl sein soll. Wir fragen nach der Anzahl Nx (x) der n€ Ny, nS x. 

Nach dem bereits erwihnten Ergebnis von Dickson enthialt Ny, abgesehen 
von héchstens endlich vielen Ausnahmen, deren Anzahl gleich cx sein soll, 
nur gerade vollkommene Zahlen. Somit ist also 
(7) N(x) Seg + N,(x). 

Jedes n € N, ist bekanntlich von der Gestalt 


(8) 27-1(2?— 1), 
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wobei p und 2?— 1 Primzahlen sind. Aus 2?~!(2?— 1) s = folgt 


log x 
1 . a id 
(9) 4” <2; P<4 ; +i. 


Bezeichnen wir mit 2(zx) die Anzahl der Primzahlen p < z, so ist 


10 N,(z) < (7283 ij<(l4 logs + ' 
(10) N,(z) sa (PBF +1)< (+e) (=) 
log4 


bei beliebig vorgegebenem ¢ > 0 und hinreichend groBen x. Aus (7) und (10) 
gewinnen wir leicht 


(11) Nx(x) < wees 
fiir alle geniigend groBen z. 
§2 

Wir betrachten jetzt die n, die (1) und 
(12) Vin) >K 
geniigen. Jedes solche n ist ungerade und besitzt die Gestalt 
(13) n= p*q?’:---q?; p=a=1(mod4); r2K, 
wobei noch o. B. d. A. 
(14) n<'°<% 


sein soll. Wir unterteilen nun noch einmal die Menge der n. 

I. Diejenigen x, die (1), (12) geniigen und fiir die in (13) 
erfiillt ist, sollen die Menge N’ bilden. Wie man leicht sieht (und wie auch 
von HornFEcK bereits bemerkt wurde), ist die Zuordnung 
n 
p* 
eineindeutig. Also erhalten wir fiir die Anzahl N’(x) der n€QN’, n< x die 
Abschatzung 

7 - x 

(17) N’(z)s | K° 

II. Die Menge X” soll genau aus denjenigen » bestehen, fiir welche (1), 
(12) und in (13) 
(18) p< K 


gilt. Wir ordnen nun jedem n¢%” die Zahl m = > zu und zeigen, daB 


(16) ne 


auch diese Zuordnung eineindeutig ist. DaB jedem n genau ein m entspricht, 

ist trivial. Wiirden einem m zwei verschiedene n entsprechen, so hitten wir 
n= p*q?’rm; i = pgm; 

a(n) _ alm) | o(p*) | (Gh) _ o(M) _ o(m) 0) | oh) 


(19) 


n m p q2hr n m Pp 724, 
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Wir beachten, daB wegen (13) und (18) die Ungleichungen 

(20) Inde [2K +1 > 2 p*, 27% 

gelten. Aus (19) erhalten wir durch eine leichte Umformung 
PGP (L + p+ +++ + p*) (1+, + +++ +Q7hr) 

= pPgrer(L+ p+ +--+ PA) (L + G,+ °+* + GPr). 

Die Ungleichungen (20) liefern jetzt 


(21) 


(22) grt | GPr | grr, 
also 
(23) qr= q, ; B,= B, . 


Dann folgt weiterhin aus (21) 
(24) p=, 0-4. 
Ist N” (x) die Anzahl der n €N”’, n < z, so gilt also 
“” Sie x2 a 
(25) N" (x) < V wars +: 
Aus (11), (17) und (25) ergibt sich daraus fiir alle hinreichend groBen x 


' log x ee lz 
Sei nun ¢ > 0 vorgegeben. Dann wahlen wir K > (=/. Daraus folgt dann 
N(x)<e|z . Damit ist die Behauptung (5) bewiesen. 
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Zur Dimensionstheorie der Kompakten im R* 
Von 


FRIEDRICH- WILHELM Baver in Frankfurt am Main 


Einleitung 


In der vorliegenden Arbeit wird der Brouwersche Dimensionsbegriff fiir 
ein Kompaktum » durch Lageeigenschaften desselben im R" charakterisiert. 
Es wird der folgende Satz bewiesen: 

Satz I. Ist p ein r-dimensionales Kompaktum des R" und {, eine beliebige 
dimensionale Funktion (q = —1,0,1,...), so gilt: (1) Man kann zu jeder 
Kette c? mit Fc” -\ p = 8 und zu jedem « > 0 eine Kette c? ~ c” in U (6, e) mit 
fri p-n(&R AG) <e finden. (2) Es gibt aber eine Kette c? mit Fc? \ p = 8 und 
eine Zahl y > 0, 80 daB f,.5-n- (OG) > y ist fiir alle ch ~ c” in U (6, y). 
Man kann im zweiten Teil des Satzes die Aussage, daB /,,,_,,-, (C2) > y 
ist, sogar fiir alle Ketten c? mit F c= F c? erhalten. Solange nicht ausdriick- 
lich etwas anderes cesagt wird, legen wir die ganzen Zahlen als Koeffizienten- 
bereich zugrunde. Der Satz I ist aus der Fragestellung heraus entstanden. 
folgende Behauptung iiber Polyeder auf Kompakten zu erweitern: 

A. Ist P ein p-dimensionales Polyeder des R", so gilt: 

(1) Zu jedem g-dimensionalen Polyeder Q und zu beliebigem ¢ > 0 kann 
man eine e-Verschiebung f finden, so daB dim/(Q)~ P < p+ q—n ist. 

(2) Es gibt aber ein q-dimensionales Polyeder Q und eine Zahl y > 0. 
so daB fiir jede e-Verschiebung f(e < y) dim/(Q)™ P > p+q—n—1 ist. 

Der franzésische Mathematiker ANTOINE konstruierte ein 0-dimensionales 
Kompaktum M c R*® und dazu, ebenfalls im R*, ein Quadrat K, so daB man 
nicht durch beliebig kleine e-Verschiebungen K von Punkten von M befreien 
kann. Wir sehen hieraus, daB man in der Behauptung A nicht das Polyeder P 
durch ein beliebiges Kompaktum ersetzen kann. In Satz I sind die ¢-Ver- 
schiebungen durch e-Homologien ersetzt worden, die Aussage dim/(Q) ~™ P < 
< p+4q—nschwichen wir ab, indem wir nur noch verlangen, dab die dimen- 
sionelle Funktion des Durchschnittes beliebig klein gemacht werden kann. 
Hierbei ist die dimensionelle Funktion f/, eine reellwertige nicht negative 
Funktion auf dem Raum & (g) aller kompakten Teilmengen einer Menge g 
mit folgenden Eigenschaften: 

(1) {,(M) = 0 dann und nur dann, wenn dim M < q. 

(2) Halbstetigkeit, d. h. lim/,(¢,) < f, (lim¢,) fiir jede konvergente Folge {t,} 
in R(g~) und 

(3) Monotonie. 

Fiir g <—1 wird /,(M) gleich Null oder Eins gesetzt, je nachdem ob 
M = 9 oder M + 0 ist. 
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K. Srrnrkow, der sich mit den gleichen Problemen befaBt, dabei aber 
andere Wege geht als wir, benutzt in [7] den «’-Operator, von dem in der 
vorliegenden Arbeit bewiesen wird, daB er eine dimensionelle Funktion ist. 

Im Fall p = n — r heibt die Behauptung von Satz I so: 

B. Fiir eine Kette c’(p < n—r) und beliebiges e > 0 kann man eine Kette 
c? ~ c” in U(C?, e) finden, so daB c? \ w = @ ist. Es gibt aber eine Kette c~" 
und eine Zahl y > 0, so daB fiir alle c}-" mit Fef-* = Fe"-" und ¢}-"c 
-U(e"-", y) "Age +9 gilt. Dieser Sachverhalt wurde von P. S. ALEXAN- 
DROW im Jahre 1932 gefunden und unter anderem in [2] in folgender Form 
ausgesprochen : 

Satz Il. Ist m ein r (S n — 1)-dimensionales Kompaktum des R", so gilt: 

(1) Jeder Zyklus z*\q < n—r— 1), der im R" — o liegt und im R* in einer 
e-Umgebung von sich berandet, tut dies auch schon in einer e-Umgebung rel. 
R" — g. 

(2) Es gibt aber eine Zahl y > 0 und fiir beliebiges e > 0 einen Zyklus z"-"- 1 im 
Restraum Rv — yp, sodaB z"~*~) zwar in U (2"~"~1. 2), aber nicht in U (2"~-"~1, y) 

\ (R" — q) berandet. 

Der Zyklus z2"-"-1 ist der Rand des Teiles unserer Kette c"-" aus B, der 
in einer geniigend kleinen Umgebung von ¢ liegt. Ein genauer Beweis dafiir, 
daB aus B Satz II folgt, wird im 6. Teil der vorliegenden Arbeit erbracht. 

Der Satz II ist allgemein unter dem Namen Alexandrowscher Recht- 
fertigungssatz oder auch Hindernissatz bekannt. 

Wir wollen zur Behauptung B und zu Satz II ein Beispiel bringen, welches 
die von ALEXANDROW stets betonte Anschaulichkeit dieser Art von Satzen 
unterstreichen soll. 

Wir betrachten das abgeschlossene Intervall [0,1] der x-Achse des R°, 
welches offenbar ein 1-dimensionales Kompaktum ist. Sei c! eine beliebige 
l-dimensionale Kette im R*, so kann man die Simplexe dieser Kette. die 
mit [0,1] einen gemeinsamen Durchschnitt haben, leicht so abiaindern, dab 
eine neue Kette entsteht, fiir welche ¢| > [0,1] = @ gilt, vorausgesetzt, daB 
Fe! [0,1] = war. Andererseits nehmen wir ein 2-Simplex o?, dessen 
Durchmesser kleiner als 1/8 ist, dessen Tragerebene senkrecht auf der x-Achse 
steht und dessen Schwerpunkt mit dem Punkt (2, y, z) = (1/2, 0, 0) zusammen- 
fallt. Indem wir o? orientieren. machen wir es zu einer Kette c*, fiir welche 
Fe? - (0, 1] = Gist. Offenbar gibt es in U (ce, 1/4) keine Kette, die den gleichen 
Rand wie c? hat und deren K6rper zu [0, 1] fremd ist. Ebenso ist der Zyklus Fc? 
mit y = 1/4 ein Beispiel fiir Satz I1. Wir wollen diesen Satz noch durch ein 
zweites Beispiel erlautern. Diesmal sei ~ ein beliebiges 0-dimensionales Kom- 
paktum des R". Man kann fiir ein beliebiges ¢ > 0 endlich viele Punkte 
x, g(t=1,...,.N) finden, so daB es um jedes x; polyedrale e-Umgebungen 
gibt. so daB der Rand dieser Umgebungen U’; (rel. R") zu @ fremd ist und 
so daB die Vereinigungsmenge dieser U’; g enthilt. Sei nun c"~! eine beliebige 
(n — 1)-dimensionale Kette mit Fe"-!\g = 9, so kann man sich den Teil 
eines Simplexes von c"~!, der mit @ einen nicht-leeren Durchschnitt hat. 
durch einen Teil des Randes von geeigneten U’; ersetzt denken. Andererseits 
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erfillt jede polyedrale Umgebung von ¢, wenn wir diese nur irgendwie orien- 
tieren, die Bedingung, daB alle Ketten, die den gleichen Rand wie sie haben, 
mit g einen nicht leeren Durchschnitt haben, und damit erst recht die Bedingung 
des Satzes. 

P. S. ALEXANDROW und K. Srrnrkow gehen beim Beweis ihrer Sitze so vor, 
daB sie zunachst die Aquivalenz der Induktionsdimension mit der Homologie- 
dimension genommen tiber dem Koeffizientenbereich der reellen Zahlen mod 1 
beweisen, und zwar geschieht das mittels des Hopfschen Abbildungssatzes. 
Der Alexandersche Dualitatssatz in der Pontrjaginschen Verschirfung liefert 
dann den Satz II. 

Wir wollen eine Skizze des Beweisgedankens zu Satz I geben. 

Zu Satz 1 (1). Wir fiihren vollstandige Induktion nach r. Wir finden 
endlich viele Punkte'’ x; ¢ m und zu diesen hinreichend kleine Umgebungen U, 
im R*, so daB dim(Rdyn U,)\g <r—1 und so dab UU,>q@. AuBerdem 
soll Fe? -\ UU, =@ sein. Wegen Induktionsvoraussetzung kénnen wir an- 
nehmen, daB die dimensionelle Funktion in der Dimension r + p— n — 1 fir 
die Menge (U Rd U,)-\ mr\c? hinreichend klein wird. Nun nehmen wir hin- 
reichend kleine Vollkugeln K,; um z,, und zwar kénnen wir auch hier erreichen, 
daB U K,-\ Fe’ =@ ist. Der Teil von c’, der in K, liegt, mége c? heifen. 
Es berandet Fc? auf Rd K, eine Kette k? und c? — k? berandet in K, eine 
Kette w?*!. Wenn U,c K,; war, so kann man unter nochmaliger Anwendung 
der Induktionsvoraussetzung diesmal fiir die Kette w?*! und die Menge 
(U Rd U,)\@ erreichen, daB die dimensionelle Funktion in der Dimension 
p +r—vn fir den Durchschnitt hinreichend klein ist. Die Kette w?*! andern 
wir nun so zu einer Kette w;”*! ab, indem wir aus K; — U; so viele Simplexe 
von w?*? herausnehmen, daB Fw}’*!— c? Rd U, so nahekommt, da /, , ,_, 
(Fw;?*?— c? -\q) kleiner wird als unser vorgegebenes ¢ > 0. Letzteres ist 
wegen der Halbstetigkeit méglich. Diese lokale Konstruktion la8t sich zu 
einer Konstruktion der gewiinschten Kette c? erweitern. 

Zu Satz I (2). Wir befassen uns zunichst mit zwei Behauptungen, die in 
allerdings sehr viel komplizierterer Form fiir den ganzen Beweis charakte- 
ristisch sind. 

C. Ist dim gy = r, so gibt es eine Ebene E%, eine Zahl y > 0, so daB fiir 
jede zu EP parallele Ebene £” in U(E}, y) dimE’ \g =r + p—n ist. Wir 
verwenden vollstaindige Induktion nach s = n— p. Zunichst kann man eine 
Ebene £‘,~! finden, so daB dim E?-! mg >r—1 ist, fir alle (zu E’,~' par- 
allelen) Ebenen E"~!c U(Ej~', y) fiir ein geeignetes y > 0. Die Wahl des 
Parameters ¢ kann insbesondere so erfolgen, daB, wenn dieser von 0 bis 1 
lauft, gerade alle Ebenen in U(£}~1, y) erfaBt werden. Nun fiihren wir die 
Betrachtung noch einmal durch, ersetzen dabei aber den R" durch E?~', ¢ 
durch E*~!-\ gp. Wir finden eine Zahl y, > 0, eine Ebene 2}, *c E?-', so dab 
mit diesen Bezeichnungen wieder unsere Behauptung gilt. Wenn man also 
E**? in E?-* parallel verschiebt, so gilt fiir alle hinreichend wenig verschobenen 
Ebenen E”-?(t fest, OSs <1): dim E¥>*-\p2r—2. VerliBt man hin- 
gegen bei einer solchen Parallelverschiebung von EZ}, * die Ebene H?-?, so 


27* 
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erhalt man zwar eine Ebene £"~? E*~! mit t’+ t, aber itiber deren Durch- 
schnitt mit g kann man keine Aussage mehr machen, weil es zwar auch hier 
ein E},-* gibt, wir aber nichts iiber dessen Abstand von EZ}? und damit von 
E"~-? wissen. Hier hilft uns nun die Behauptung | E der vorliegenden Arbeit 
weiter, die uns eine Ebene £5 ,? finden laBt, so daB E>? zu Ef? benachbart 
ist fiir alle Z?-1, die zu E"~-! benachbart sind. AuBerdem kann man wegen 1 D 
voraussetzen, daB inf y, > 0 ist fiir alle diese ¢. Es gilt nun in der Tat, daB 
E"-*\q@ eine Dimension 2 r— 2 hat fiir alle zu Ej >* benachbarten und 
parallelen Ebenen. In dieser Weise kann man die vollstaindige Induktion 
anlegen, die zum Beweis von C fiihrt. 

D. Es gibt eine (n — 1)-dimensionale Kette c"-! im R", eine Zahl y > 0, 
so daB dimc}~! -\ y = r — 1 ist fiir alle c}-' ~ c"-1 in U(é"~', y). Es gibt ein 
x€q, so daB fiir jedes UC U(z, ¢) fiir ein ¢ > Odim(Rd U)\ gm =r — 1 ist. 
Dies ist aber nur ein anderer Ausdruck fiir die Tatsache, daB dim @ = r ist. 
Nehmen wir eine polyedrale £-Umgebung von z, so kann man diese durch 
Orientierung zu einer Kette x" machen. Wir setzen c®-! = Fx”. Ist aqt~ 
~c"-1in U(er-}, +) so gibt es eine Kette c", so dab Fc” = e- —c"-! und 
enc U(en-1, £). Die Kette x" + c” ist so beschaffen, dab +c" Ula, 3 e) 
abgeschlossene Hiille einer polyedralen Umgebung von z ist, und es gilt: 
cr-*> Rdz, r" + c", also ist erst recht dim¢}-*\ p = r—1. 

Hatten wir die Behauptung D nicht fiir den Fall des R" formuliert, sondern 
wire m ein Kompaktum gewesen, welches auf dem Kérper einer p-dimensio- 
nalen Kette c? liegt, so wiirde der letzte SchluB in unserem Beweis versagen. 
Es ware durchaus nicht mehr e- > Rd» tr” + ec, und wir kénnen nur etwas 
iiber den mengentheoretischen Rand, nichts mehr aber iiber den Korper des 
algebraischen Randes aussagen. Zum Beweis von Satz I brauchen wir gerade 
diese Behauptung nicht nur fiir den R*, sondern fiir beliebige Kettenkérper. 
Hier hilft uns der Satz von der Regularitaét weiter, der uns in beliebiger Nach- 
barschaft von c? eine solche Kette finden la8t, auf deren Kérper obiger Schlub 
iiber das Verhaltnis des mengentheoretischen und algebraischen Randes immer 
noch zulissig ist. Diese abgedinderte Kette c;? wird in unserem Beweis nur 
fir den Fall p = n—1 gebraucht. Bei ihrer Konstruktion wird laufend die 
Tatsache benutzt, daf8 wir unsere Ketten iiber dem Bereich der ganzen Zahlen 
genommen haben. Hier ist die Stelle, wo der Koeffizientenbereich eingeht. 
Es war notwendig, da8 wir irgendwo auf ihn stoBen muBten, denn fiir beliebige 
Koeffizientenbereiche gilt der Alexandrowsche Rechtfertigungssatz gar nicht 
mehr. Seine Aussage charakterisiert dann eine Homologiedimension, die, wie die 
Pontrjaginschen Gegenbeispiele lehren, im allgemeinen nicht mehr mit der 
Brouwerschen Induktionsdimension aquivalent ist. 

Der Beweis unseres Satzes wird nun, ahnlich wie die Behauptung C, durch 
vollistaéndige Induktion nach s = n—p gefiihrt. Wir haben nur die dort 
genannten Ebenen durch Kettenkérper zu ersetzen, deren Ketten alle den 
gleichen Rand haben. Fiir jeden derartigen Kettenkérper c’*! wissen wir, 
da8 er mit ¢ einen hinreichend hoch dimensionalen Durchschnitt hat. Hier 
verwenden wir nun unsere Behauptung D, diesmal nicht fiir den R", sondern 
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fiir diesen Kettenkérper oder evtl. fiir eine benachbarte Kette c?*!, die den 
gleichen Rand wie c”*! hat und die regular ist. Indem wir ahnlich wie in C 
weiter schlieBen, kommen wir schlieBlich zum Beweis unseres Satzes. 

Es mu8 noch bemerkt werden, daB der Beweis selber in Wahrheit die 
ganze Schwierigkeit, die durch die reguliren Ketten hereinkommt, in den 
Fall s = 2 verlagert. 

Fiir alle s > 3 geht dieses Problem nicht mehr in den Induktionsschlu8 
von s auf s + | ein. 

Der Raum %(q¢) gibt uns die Méglichkeit, fiir die Gesamtheit aller Ketten- 
kérper von Ketten mit festem Rand oder fiir die Gesamtheit aller Teilmengen 
des Kompaktums Schliisse nutzbar zu machen, wie sie etwa der Bairesche 
Dichtigkeitssatz liefert. Wie aus der Beweisandeutung hervorgeht, tritt der 
Dimensionsbegriff in dieser Arbeit nur in Gestalt der Induktionsdimension 
auf. Diese induktive Dimension wird unmittelbar zu einem induktiven Be- 
weis des Satzes benutzt. Irgendwelche tieferliegenden Siatze oder Begriffe 
der Dimensionstheorie sowie tiberhaupt aus der Topologie werden hierbei nicht 
benutzt. Die Bezeichnungen und topologischen Grundbegriffe sind aus [6] ent- 
nommen worden. 


1. Die Topologie des Raumes % (¢) 


Sei m eine Teilmenge des R", so nennen wir R(g) die Gesamtheit aller 
nicht-leeren Teilmengen von g. Fiir uns ist nur der Fall, indem g = R" oder p 
ein Kompaktum ist, von besonderer Wichtigkeit. 

A. Bekanntlich [4] ist: 0(q,, g2) = inf(e | gy, C U (ge. €), gC U(qy, €) fiir 
beliebige p,. 2 R(gy) eine Metrik und es ist 

B. R(g) dann und nur dann kompakt, wenn g kompakt ist. Wie schon 
in der Einleitung hervorgehoben wurde, gilt unsere besondere Aufmerksamkeit 
reellen Funktionen auf R(g). Wir definieren: 

Eine reelle Funktion iiber einem topologischen Raum soll halbstetig heiBen, 
wenn lim (f(¢;)) < /(limt,) fiir jede konvergente Folge {t,} gilt. 

Fiir ganzzahliges nicht negatives r heiBt eine halbstetige Funktion /,(t) 
(t<Rip)) dimensionell, wenn f,(t) = 0; f,(t) = 0 dann und nur dann, wenn 
dimt < r. AuBerdem soll f, monoton sein, d. h. es soll /,(t,) S f, (tg) sein, wenn 
t, <t, ist. Es wird ferner f,(t) = " al ee festgesetzt fir r<—1. Wir 

1 fir t+90 
bemerken, daB, wenn dim @ > 0 ist, eine dimensionelle Funktion nie stetig 
sein kann, denn man kann g mit einem Netz von endlich vielen Punkten 
iiberziehen. so daB jeder Punkt von @ von einem Punkt des Netzes einen vor- 
gegebenen Abstand hat. Die Eigenschaft der Halbstetigkeit werden wir in 
folgender Weise ausnutzen: 

C. Ist R em kompakter metrischer Raum, /(t) eine beliebige reelle Funktion 
auf R, welche iiberall positiv ist, so gibt es eine offene Menge 0, eine in 0 
dichte Menge J, eine Zahl y > 0, 80 daB f(t) > y ist fiir alle t ¢ J. 

Beweis: Wire C falsch, so wiirde fiir beliebiges rationales ¢ > 0 die Menge 
L, = {t| f(t) > e} in R nirgends dicht liegen, da aber U L, = R ist, widerspriclit 
das dem Baireschen Dichtigkeitssatz [5] und C ist bewiesen. 
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D. Ist unter gleichen Voraussetzungen wie in C f(t) sogar halbstetiz. so 
ist f(t) > y far alle ¢ ¢ 0. 

Folgende sehr allgemeine Behauptung wird uns noch gute Dienste leisten: 

E. Es seien A,B CR(R") kompakt. Zu jedem a ¢ A soll es gewisse b,< BV 
mit 6, C a und zu jedem 6 ¢€X% gewisse a ¢ 2% mit b = b, geben. Man kann zu 
beliebigem ¢ > 0 ein 6 > 0. ein ay¢ A und ein by C a, finden. so daB es fiir alle 
a € Ux (ap, 0) ein b, mit b,€ Ux (bo. ©) gibt. Wir machen an dieser Stelle darauf 
aufmerksam, daB der Index an einer Umgebung auf den Raum hinweisen soll. 
relativ zu dem sie genommen wird. Das gleiche gilt fiir die Bezeichnuny 
Rd, M, welche besagt, daB es sich um den Rand der Menge M relativ zu einem 
sie enthaltenden Raum A handelt. Den Index A werden wir weglassen, wenn 
dadurch keine Unklarheiten entstehen kénnen. 

Beweis: Wir nehmen ein festes a)¢ 2 und ein festes 6, C dy und betrachten 
die Menge L, aller der a, fiir die es ein 6,¢ Ug (bo, §) gibt. Es gibt in 3 endlich 
viele Elemente 6,,....b,, so daB U Ux(b,;. £) >. Es gibt zu jedem 6, ein 
a; mit b;C a; und es gilt U L; = 2%. denn es kann kein a geben. welches nicht 
ein b,€ Ux (b;, §) enthalt. Es gibt also ein Lg, welches irgendwo in % dicht 
liegt. Wegen der Kompaktheit von 3 ist alles gezeigt. 

Wir konstruieren folgende Funktion, die fiir alle Kompakten des R” er- 
klart ist und die wir im wesentlichen aus [7] entnehmen: Fiir ganzzahliges 
nicht negatives q ist «?(q) das Infimum aller der ¢ > 0, fiir welche es eine 
e-Verschiebung von ¢ in eine Dimension < q gibt. Es ist 

a? (g) P ny ” tar @ —1. 
1 fir gp +0 
Mit Hilfe des Alexandrowschen Uberfiihrungssatzes [1], des Tietzeschen Fort - 
setzungssatzes [5] und des Borsukschen Retraktionssatzes [5] beweist man. 
daB a’ eine dimensionelle Funktion ist. Nachdem wir eine dimensionelle 
Funktion haben, kénnen wir uns leicht auf folgende Weise neue verschaffen: 

F. Mit /,,g, sind auch f,+9,, f,g,. max(f,.g,) und fiir eine Zahl x > 0 
auch « f, dimensionelle Funktionen. 

Der Beweis laéBt sich sofort aus der Definition einer dimensionellen Funktion 
ablesen. Es soll an dieser Stelle erwihnt werden. dab folgender Satz. der aus 
Satz la und aus dem Beweis von Satz 2b folgt. Anla®B zur Definition einer 
dimensionellen Funktion gibt: 

G. Ist dim m = r, so gibt es eine Zahl y > 0, einen Zyklus z”~*’. so daB 
a-'Agp+ 6 ist fiir alle zt "~2"-" in Ux (2"~". y); fiir beliebiges « > 0 und zu 
jedem Zyklus z*(k < n—r) gibt es aber einen Zyklus zh ~ zk in Ux (z*, e) mit 
2 -\m =. Hierbei list man zweckmaBigerweise den Kettenbegriff von der 
in 2 geforderten Bedingung, daB die K6érper c? der Glieder unserer Limeskette 
eine Cauchy-Folge durchlaufen. Auch fiir derartige allgemeine Ketten bleiben 
Satz la und Satz 2b richtig. 


2. Kombinatorische Grundbegriffe 


Wir nennen Linearformen c’ = a,c? von nicht entarteten orientierten 
Simplexen des R" Ketten. wobei die a; ganze Zahlen sind. Ist im R* ein 
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Simplex entartet, so kann man durch beliebig kleine Verschiebungen der 
Eckpunkte dieses Simplexes erreichen, daB es nicht mehr entartet ist. Als 
Kérper ¢’ einer Kette c” bezeichnen. wir die Vereinigungsmenge der ab- 
geschlossenen Hiillen aller Simplexe, die mit einem von Null verschiedenen 
Koeffizienten in c? vorkommen. Im allgemeinen werden wir eine unterteilte 
Kette mit dem gleichen Buchstaben bezeichnen wie die Ausgangskette. Wir 
nennen eine Kette polyedral, wenn ihre Simplexe auf der Triangulation eines 
Polyeders liegén. Jede Kette kann durch Unterteilung polyedral gemacht 
werden. 

A. Sei eine polyedrale Kette c” = L a,c? im R" gegeben, so verindern wir 
sie zu einer Kette c” durch folgende Konstruktion: Es sei e > 0 vorgegeben. 
Wir nehmen ein Simplex o’? in der e-Umgebung von &, (Zentrum von o?). 
Das Prisma x?*! mit der Grundfliche o? und der Deckfliche o’? kann durch 
Orientierung von o’? als Kette aufgefaBt werden, wenn man durch passende 
Wahl von o’” erreicht, daB 7?*' im R* nicht entartet ist. Ebenfalls kann man 
durch Wahl von o’? erreichen, daB 7?*!-\%?*! = 6 -\a?(i+j) wird. Wir 
setzen c? = L(a,F x?*! —a,0'?) —c”. Die Kette c” hat nun folgende fiir uns 
wichtige Eigenschaft: Es gibt keine Kette c? mit Fc} = Ft”, so daB alle Sim- 
plexe von c? zu c” gehéren (mit evtl. anderen Koeffizienten), aber nicht um- 
gekehrt. Diese Eigenschaft ist unterteilungsinvariant. 

Beweis: Jedes Simplex o” von ¢” gehért zu einem F2”*!, und zwar ins- 
besondere zu einem Prisma 2”, welches ein Seitensimplex (?-' von o? mit 
dem entsprechenden Simplex ¢’’-! von o’” aufspannt. Da nun jedes andere 
Simplex o?, mit welchem o” eine (p— 1)-dimensionale Seite gemeinsam hat 
und welches auch zu 7” gehért, den gleichen Koeffizienten wie co” hat, miiBte 
man beim Ubergang von ¢” zu einem evtl. vorhandenen ce? auch ein Simplex 
weglassen, welches mit ¢’”-! inzidiert, was aber wegen Fe” = Fc} nicht zu- 
lissig ist. 

Um die Unterteilungsinvarianz zu beweisen, gehen wir indirekt vor. Unter- 
teilen wir c”, so miBten wir mit jedem neugewonnenen Simplex co’, welches 
wir bei einer evtl. Reduktion weglassen, auch alle die Simplexe wegnehmen. 
die zu dem gleichen Simplex der Kette ¢” vor der Unterteilung gehérten. 
Dies aber widerspricht der Annahme, da& ¢” die Eigenschaft A vor der Unter- 
teilung hatte. 

Wir haben die Kette ¢” eingefiihrt, weil sich folgende beiden Behauptungen 
beweisen lassen : 

B. Es gibt zu beliebigem e > 0 ein 6 > 0, so daB fiir jedes c? mit Ft”= Fc? 
und é ¢ U (é, 6) auch €”c U (é, e) gilt. 

Beweis: Man mache e’ < « so klein, daB sich U (é”, 6) auf ¢” © retrahieren 
laBt, sodann approximiere man diese Retraktion / feiner als { simplizial 
durch eine Abbildung f,. Wir kénnen /, als Kettenabbildung von c? in @” 
auffassen. Wegen A ist f,c? = @. und damit ist aber auch schon unsere Be- 
hauptung gezeigt. 

Die Behauptung B gilt nicht nur fiir unser oben konstruiertes ¢”, sondern 
dariiber hinaus fiir alle Ketten c”, die die Eigenschaft haben, daB es keine 
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Kette c? gibt, deren Simplexe alle auch zu c” gehéren, daf es aber ein Simplex 
von c” gibt, welches nicht zu c? gehért, wobei Fc? = Fc? ist. 

Die Behauptung C geht noch einen Schritt weiter. 

C. Zu vorgegebenem « > 0 gibt es ein 6 > 0, so daB aus Fc? = Fé” und 
oP c U (6, b) c? ~ & in U (@?, e) folgt. 

Beweis: Wir behaupten zunachst, daB /,c? = ¢” ist. Wiirde namlich irgend- 
ein Simplex von /,c? einen anderen Koeffizienten als das entsprechende Simplex 
in @”? haben, so wiirde dies, wie man sofort aus der Konstruktion erkennt, 
gegen die Randtreue von /, verstoBen. Wir betrachten nun das Prisma von f, 
iiber c?. Wenn man zulaBt (und wir werden dies stets tun diirfen), dab Eck- 
punkte von c? beliebig wenig im R" verschoben werden diirfen, kann man 
dieses Prisma zu einer polyedralen Kette P?*! mit F P?*! =.c? — f,c? = ce? —é” 
machen. 

Da sich verschiedene Aussagen einfacher schreiben lassen, fiihren wir den 
Begriff der L-Kette ein: 

Sei {c?} eine Folge polyedraler Ketten, deren Kérper eine konvergente Folge 
bilden, dann nennen wir diese Folge eine Limeskette und schreiben gelegentlich 
auch c” = limce?. Als Kérper dieser Limeskette definieren wir lim@?. 

Ist die Folge {c?} so beschaffen, daB Fc? = z”-! fiir ein polyedrales (evtl. 
fiir jedes i zu unterteilendes) 2’! ist, so definieren wir F {c?} = {Fc?} = z?-. 

Die Kette z’~! kann trivialerweise als Limeskette aufgefaBt werden. Ein 
polyedraler Zyklus z’-! heiBt L-berandend, wenn es eine solche L-Kette {c?} 
gibt. Wenn mit {¢?} zufilligerweise auch {Fc”} eine konvergente Folge ist, 
dann definieren wir F {c?} = {Fc?}. Ist {Fc?} keine konvergente Folge, so 
kann man aus {c’} eine Teilfolge {c?,.)} auswahlen. so daB {Fc} ,,)} eine kon- 
vergente Folge wird. Natiirlich kann man viele solcher Auswahlen treffen, 
die unter Umstiinden zu verschiedenen Randern unserer Kette {c?} fiihren, 
aber da limé? = limé’,,) ist. soll uns diese Willkiir nicht stéren. Wir stellen 
uns also iiberall da, wo es notwendig ist, irgendeine solche Auswahl vor und 
bezeichnen diese stillschweigend wieder mit {c?}. Da es uns vorwiegend auf 
Eigenschaften von @’ ankommt, ist diese Willkiir ohne Belang. Es erscheint 
ferner noch bemerkenswert. daB, wenn {e,} eine beliebige Nullfolge reeller 
positiver Zahlen ist und man c? feiner als ¢; unterteilt, ¢” das Limeselement 
einer konvergenten Folge ist. deren i-tes Element die Eckpunktmenge der 
Kette c? ist. 

D. Es sei c” eine L-Kette und V eine im R* offene Menge. Wir nehmen 
alle Simplexe von einem hinreichend fein unterteilten c?, die mit V einen 
nicht-leeren Durchschnitt haben, mit dem gleichen Koeffizienten wie in c? 
und nennen die so entstandene Kette £?. Es ist liml?= ” eine L-Kette. 
und wenn Fe? V = @ war. so ist F&"c Rd V. Nach obiger Erklarung von 
F *” muB man also eine solche Teilfolge {c?;,.)} von {c?} nehmen, so daB {F'C?} 
eine konvergente Folge ist. Fiir jede solche Auswahl gilt Ft? c Rd V. In 
diesem Sinne werden wir kurz von ..dem Teil einer L-Kette c”* sprechen, 
.der in einer offenen Menge V liegt’. Diese Konstruktion wird besondere 
Bedeutung bekommen, wenn V = K” eine Vollkugel ist. Man sieht sofort, 
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daB, wenn Fc’ V = @ ist, Ff” (genauer: jedes mégliche Ff”) auf Rd K" 
berandet. 

Die Einfiihrung der L-Ketten hat folgenden Sinn: Wenn man die Gesamt- 
heit aller Kettenkérper ¢”, deren zugehérige Ketten im R" zu einer vor- 
gegebenen Kette homolog sind, oder die alle wenigstens den gleichen Rand wie 
diese haben, betrachtet, dann haben wir zwar eine Teilmenge aus %(R"), 
aber im allgemeinen kein Kompaktum vor uns. Man miiBte also, wenn man 
Wert darauf legt, mit Kompakten zu arbeiten, von dem Raum aller Ketten- 
kérper und von deren Limeselementen reden, mit anderen Worten, zur ab- 
geschlossenen Hiille der oben erwahnten Teilmenge aus R%(R") iibergehen. 
Die Einfiihrung der L-Ketten erleichtert uns somit ein wenig unsere For- 
mulierungen. 


3. Reguliire (n — 1)-dimensionale Ketten im R” 

Um unsere dimensionstheoretischen Siatze zu beweisen, geniigen uns dic 
in 2 dargelegten algebraischen Grundbegriffe allein noch nicht. Wir miissen 
uns weitergehende Kenntnisse iiber (n — 1)-dimensionale Ketten im R" ver- 
schaffen. Zunichst weisen wir auf die Méglichkeit hin, eine Kette c™-! 
= La,o7~ so zu einer Kette c’"-! zu verindern, daB Fc"-! = Fc’"-}, ¢’- 
in vorgegebener Nahe von ¢"~? liegt, ¢’"-1>c"~-! ist und daB c’"-! nur Sim- 
plexe mit dem Koeffizienten +1 hat. Auf o?-! als Grundfliche errichten 
wir |a,|— 1 n-Simplexe 6?, und zwar so, daB sie alle in vorgegebener Nahe 
von o}'—" liegen und daB (Rd b? — a?-") -\ (Rd bt — G7 -) = @ ist fiir alle j + k. 
AuBerdem kann man erreichen, daB fiir alle j 6? ~\ (e"-! —a}'-!) = @ ist. Indem 
wir nun die Rander von bf mit Ausnahme von o/~! passend orientieren, 
erhalten wir die gewiinschte Ersetzung. 

In 3 und iiberall da, wo wir die in 3 gewonnenen Resultate anwenden, 
wollen wir uns diese Ersetzung vorgenommen denken. Wir miissen noch be- 
merken, da8 die Eigenschaft einer Kette, nur Simplexe mit dem Koeffizienten 
+1 zu besitzen, unterteilungsinvariant ist. 

Wir kommen nun zur Definition der Regularitat : 

Eine polyedrale Kette c"-! im R* soll regulér hei®en, wenn es zwei Ketten 
of und of im R gibt, so daB (1) (é"-1— Fen-1) > (F (0% —on)) = @ ist, (2) of / 

\0% = c"~! ist, und endlich soll gelten: (3) Jedes Simplex von c"~? soll in 
Fo} und Fo?) mit dem gleichen Koeffizienten vorkommen, mit dem es in c™~? 
vorkommt. 

Wir nennen 0" = of — 0}, c**-! = Fo} —c"-! und c-"-! = Fo}—c"-!. Es 
gilt Fe+ = Fe~ und & \é- = Fer-!. 

Die Regularitaét ist eine unterteilungsinvariante Eigenschaft. Ist c"~! 
regulir, so kann man insbesondere die Kette o” in vorgegebener Umgebung 
von c"~! finden. Es ist leicht, sich eindimensionale Ketten in der Ebene zu 
konstruieren, die nicht regular sind. 

Die Einfiihrung folgender Begriffe wird fiir uns sich als sehr bequem er- 
weisen: 

Wir nennen S[a"-!, s?], 0 < p < n —2, wobei c"~! das Simplex a"~-! und 
die Kante s”? von a"~! enthalt, die Gesamtheit aller der Simplexe b"-! aus 
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e"~1, die sich durch die Kette a”~', aj~', a}~',...,l"-! von Simplexen a?-* 
aus c"-1, die alle die Kante s” haben, mit a"~! verbinden lassen, wobei je 
zwei aufeinander folgende Simplexe eine Seite s"-? gemeinsam haben, die nicht 
zu Fc"! gehért. Fiir p = n — 2 ist S[a"~!, s"-*] eine Menge, die als Elemente 
die beiden Simplexe a"~' und 6"-! von c"-! enthalt, wobei 6"-! mit a"-! die 
Seite s"-? gemeinsam hat, so daB a"-! und b"-! auf s"-* entgegengesetzte 
Orientierungen induzieren. Zu einem a"~! und einer Seite s"~* kann es natiir- 
lich mehrere S [a"-!, s"-?] geben. 

Weiterhin nennen wir S(a"-!, 8”), 0 < p< n— 2, die Vereinigungsmenge 
der abgeschlossenen Hiillen aller Simplexe aus S[a"~!, s”], R(a"-1, 8”) die 
Vereinigungsmenge der abgeschlossenen Hiillen aller Simplexe ¢"~-?, die Seiten- 
simplexe von Simplexen aus S[a"~', s”] sind und nicht die Kante s” besitzen, 
und endlich soll mit s(a"~!, s”) die Teilkette von c"~! bezeichnet werden. die 
aus allen Simplexen von S{a"~!, s”] mit der gleichen Orientierung wie in 
c"-! besteht. Es gilt 3” ¢ Fs(a”-T,s). 

Diese Definitionen erlauben uns die Formulierung folgender. mit der 
Regularitét in engem Zusammenhang stehender Eigenschaft: 

(a”). Wenn s” eine Kante von o”~! und o,"~! aus c"~! ist, aber s” nicht zu 
Fc"—' gehort, so gilt a,"—1¢ S[o"—}, s”] (und damit aucho"~'¢ S[o,"-1,s?]). Fiir 
p= n—2 heiBt das, daB mit s" -? genau zwei Simplexe o” ~' und o," ~~! inzidieren. 

Es gilt sodann folgender Satz: 


Satz von der Regularitit 


Zu jeder polyedralen Kette c"-' und beliebigem ¢ > 0 gibt es eine Kette c'"—! 
mit c’"-1¢ Ux(e"-1, ©) und Fc"-!= Fe'"-!, so da fiir c'"-! und 0 < ps n—2 
(x?) gilt und c'"-! regulér ist. 

Beweis: Fiir p < n— 2 wollen wir im folgenden voraussetzen, daB (a) 
(q = p+ 1) bereits gilt. Wir betrachten in einer festen Triangulation des R” 
die Menge 7’ aller n-Simplexe, die die Kante x = s” haben. 

A. Die Kette s(a"—!, x) ist regulir. Es existiert eine Kette y", die mod Rd T 
von s(a"~!, x) berandet wird. Mit a"~! mége das Simplex a” aus y” inzidieren. 
Wir betrachten die Menge aller der Simplexe von y". die sich mit a" durch 
eine Folge von Simplexen aus 7' verbinden lassen, in denen je zwei aufeinander 
folgende Simplexe eine nicht zu s(a"~-1, x) gehérende Seite gemeinsam haben. 
Jedem derartigen Simplex geben wir die durch a"~! in a” induzierte Orien- 
tierung. Die so entstehende Kette nennen wir s. Da fiir jedes b"-'¢ S[a"~!, x} 
ein und nur ein mit 6"~' inzidierendes n-Simplex zu s{ gehdért. gilt F's} 

s(a"-!, x) mod RdT. 

B. Fiir festes x gibt es zwei S[a"~!, x], so daB (3%—s(a"—!x)) \e" 1 =0 
ist, wenn nicht c”~! bei 2 = s” ohnehin schon («”) erfiillte und wenn der R” 
nur fein genug unterteilt war. Fiir p = n — 2 ist das klar, fiir p < n — 2 folgt 
es aus der Giiltigkeit von (x"~*). Wir ersetzen s(a"~!. x) durch F's}— s(a"~", x). 
und wenn wir so fortfahren. erreichen wir, wenn wir nur fein genug unterteilt 
hatten, daB an der Seite x die Bedingung («”) erfiillt ist. ohne daB (a) woanders 
neu verletzt wird. Sei naimlich x,= s' eine Kante der neuen Kette c™~-!— 
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—s(a"~', x) + F's}, so hat man sich nur fiir den Fall zu interessieren, in dem 2, 
zu F’s* gehoért, und auch hierbei ist der Fall, daB x, nicht gleichzeitig zu c*- — 
— s(a"~", x) gehort, trivial. In dem verbleibenden Fall, da8 2, zu F's und 
zu c*~!— s(a"~!, x) gehdrt, zeigt man zunichst die Verbindbarkeit im Sinne 
von («') fiir irgend zwei (n — 1)-Simplexe aus F's, die die Kante 2x, haben. 
und fiihrt den allgemeinen Fall auf diesen zuriick. 

C. Man kann insbesondere erreichen, daB bei x = s? ein vorgegebenes 
S[a"-1, x] nicht verandert wird. 

D. Aus («”), 0 < p< n— 2, folgt die Regularitat von c"~'. 

Beweis: Wir unterteilen c"~! so, daB jedes Simplex eine Ecke hat, die 
nicht zu Fc"! gehért. Sodann geben wir dem R* eine feste Orientierung w. 
Fiir jede Ecke x (¢ Fc"-") bilden wir das nunmehr eindeutig bestimmte 
s(a"~1, x) und nennen s7 die zugehérige Kette, in der alle Simplexe die Orien- 
tierung w haben. Wir bilden die Summe aller Simplexe von allen s{ und 
erhalten eine Kette o}. Ebenso bilden die Simplexe von allen s eine Kette 0}. 
Wenn der 2" nur hinreichend fein unterteilt war, so erfiillen wegen (a') o/ 
und 0} die an sie gestellten Forderungen. 

E. Wir zahlen nun einige Eigenschaften von reguliren Ketten auf: 

(1) Ist c*-* regular und c{-' eine Teilkette, in der alle Simplexe den 
gleichen Koeffizienten wie in c"~' haben, so ist auch c}~! regular und o7 [03] 
fiir c}-? kann als Teilkette von of [o}] fiir c*-' gewahlt werden. 

(2) Man kann insbesondere of, 0% 80 konstruieren, daB jedes Simplex von 
of, 03 mindestens eine Ecke mit c"-! gemeinsam hat und so, daB alle Simplexe 
von oj die gleiche, zu der aller Simplexe von o} entgegengesetzte Orientierung 
haben. 

(3) Es liege folgender Sachverhalt vor: Die Kette c"-' sei regular und 
geniige auBerdem («”), 0S pS n—2. Es sei c}-' eine ebenfalls regulire 
Kette, deren K6érper ganz im Innern von o7 fiir c*~" liegt mit Ausnahme einer 
Teilkette ¢\"~-! von c{-! und von c"-!, in der jedes Simplex von c}~! den 
gleichen Koeffizienten hat, den es als Simplex von c"~! hat. Man kann fiir 
ci ~! die Kette of = u' so finden, daB (c#)"-!— F(c*)"-* ganz im Innern von 
o% liegt (of hierbei natiirlich fiir die Kette c"-'). 

Beweis: Wir benutzen (2) und nennen wu’ die Kette, in der alle Simplexe 
die gleiche Orientierung wie die Simplexe von oj (fiir c*~') haben. Gibe es 
in 03 ein Simplex o} von wu’, so hat es eine Ecke x mit c,"-! gemeinsam, und 
wir kénnen wegen («”) eine Folge of, . . .,o{ von Simplexen finden, die alle 
die Ecke xz haben und in der je zwei aufeinanderfolgende Simplexe eine Seite 
gemeinsam haben, die nicht zu c"~! oder c{-! gehért, in der aber of eine 
Seite o"-! aus c\"~' und damit auch aus c"~' hat. Da o"~' als Simplex von 
c"~! die gleiche Orientierung hat wie als Simplex von c}~', induziert es in of 
und damit in o” die gleiche Orientierung, gleichgiiltig ob of als Simplex von 0} 
oder als Simplex von u' aufgefaBt wird. Das aber widerspricht der Annahme, 
da8 of in u} die Orientierung von oj und als Simplex von o} die entgegen- 
gesetzte Orientierung haben sollte. Erfillt unser u} noch nicht die Behauptung 
(3). so braucht man es nur noch einmal baryzentrisch zu unterteilen. Der 
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Grund dafiir, daB wir nicht direkt eine Kette c"~1, die die Forderungen («”) 
fiir alle p erfillt, regular genannt haben, liegt darin, daB gerade die Eigenschaft 
der ,,Zweiseitigkeit‘‘, wie sie von einer reguliren Kette gefordert wird, bei 
Zugrundelegung eines anderen Koeffizientenbereiches verletzt sein kann, ob- 
wohl alle («”) gelten. 


4. Ein dimensionstheoretischer Rechtfertigungssatz (I. Teil) 


In diesem und in den beiden folgenden Abschnitten werden wir die in 1—3 
gewonnenen Erkenntnisse auf die Dimensionstheorie anwenden. Wie schon 
aus der Einleitung ersichtlich ist, miissen wir zur Charakterisierung der Di- 
mension von Kompakten im R”" zwei Teilbehauptungen beweisen, von denen 
die eine sich mit dem Fall befaBt, daB dim  < r, und die andere mit dem Fall, 
daB dim gm =r ist. In diesem Abschnitt zeigen wir, was man fiir ein < r- 
dimensionales Kompaktum aussagen kann. Unser Satz lautet: 

Satz 1. Sei p ein < r-dimensionales Kompaktum des R", c” eine beliebige 
polyedrale Kette mit Fe?» =9, f,+,-, irgendeine dimensionelle Funktion 
und sei e > 0 beliebig vorgegeben, so kann man eine Kette c? ~ c” in U (c”, &) mit 
fe+p—n (COG) <e finden. c? ~c? im R* heiBt, daB es eine polyedrale Kette 
x”*! gibt, so daB Fx2?*+!= c?—c? ist. Zwei Ketten sollen also nur dann ho- 
molog sein, wenn F'c?= Fc? ist. 

Wir wollen Satz 1 nicht unmittelbar beweisen, sondern ihn aus einem 
schirferen Satz herleiten: 

Satz la. Sei N eine < r-dimensionale Teilmenge des R”, c” eine L-Kette, 
von der wir voraussetzen wollen, dap auch {Fc?} eine konvergente Folge ist mit 
dimF'c? \N <r + p—n, so gibt es fiir beliebiges « > 0 eine L-Kette ce} ~ c” in 
U(e’,e) mit dime? \N=r+p—n. Es ist ohne weiteres ersichtlich, wie 
Satz 1 aus Satz la folgt, wenn man beachtet, daB m~ kompakt und f halb- 
stetig vorausgesetzt werden. 

Wir wollen, ehe wir zum Beweis des Satzes iibergehen, noch daran er- 
innern, daB ,,c? ~ c?** fiir zwei Limesketten genauer folgendes heift: Es gibt 
eine Limeskette x?*+!— {x?*1}, so daB fiir alle i gilt: Fx?+!—= c?—c?,. GemaB 
unserer in 2 getroffenen Verabredung werden wir eine Kette {c?;,)}, wobei 
die {i(k)} eine Teilfolge in der Folge der {i} sind, mit dem gleichen Buch- 
staben c” bezeichnen wie die Ausgangskette. Die Koérper und die Kérper der 
Rander stimmen bei beiden Ketten iiberein. 

Wir wollen die Behauptung in Satz la etwas verschirfen und fordern 
nicht mehr ,.c? ~ c” in U (e”, e)*, sondern ,,c? ~ c” in einer Menge O**, wobeiO 
als offener Kern von O eine vorgegebene offene Menge des R® ist, fiir welche 
O>e°— Fe? gilt. 

Zum Beweis dieser verschirften Behauptung fiihren wir vollstindige In- 
duktion nach r. Fiir r = — 1 ist unsere Behauptung trivial, denn wir kénnen 
c?= ce? setzen. Fiir r—1 und alle p sei die Behauptung richtig. Um jeden 
Punkt x < ¢?— Fe” finden wir eine so kleine Umgebung V’(x) CO (rel. R"). 
so daB d(V'(x)) < 1/4 0(x, Fe”), dim(RdynV’) AR < r—1 ist. ({5] TIT 2). 
Man kann eine Menge = {z;} aus abzahlbar vielen Punkten aus @”— Fe” 
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finden, so daB alle z, isoliert liegen und alle Hiufungspunkte von M zu Fc? 
gehéren. Ferner soll U V’(x,)>é?— Fc? sein. Diese Uberdeckung ist stern- 
endlich, d. h. mit jedem V’(z,) haben nur endlich viele V’(zx,) einen gemein- 
samen Durchschnitt. Wir zerlegen V'(z,) in den Teil, der mit keinem V’ (zx,) 
einen gemeinsamen Durchschnitt hat, dann nehmen wir fiir ein festes k den 
Teil von V'(2z,;)- V'(2,), der mit keinem V’(zx,) (j + i, k) einen gemeinsamen 
Durchschnitt hat. Wenn wir in dieser Weise fortfahren, kénnen wir also 
V’(z,) als Vereinigungsmenge von abgeschlossenen Hiillen von offenen Mengen 
V, schreiben, so daB keine zwei V; einen gemeinsamen Durchschnitt haben 
und da8 fiir irgendein V’(z,) entweder V,;c V’(xz,) oder aber V;~ V’(x,) = 9 
ist. Auf diese Weise wird UV, eine sternendliche abgeschlossene Uber- 
deckung von ¢?— Fc”, welche so beschaffen ist, daB V,;-\ V,= 9 fir i + j und 
daB U Rd V;= U Rd V'(z,) ist. Wir behaupten, dab dim((U Rd V,) \2) s 
< r—1ist. Dazu verwenden wir den Summensatz der Dimensionstheorie [5]. 
Es ist dimRd V,;\Rsr—1. Da aber (Rd V,) VN in (URAV,) AN ab- 
geschlossen ist, gilt in der Tat dim (U Rd V,)\Nsr—1. Zu der Menge 
V’(x,) finden wir eine Menge O mit @?— Fe? cOc U V'(x,) und Rd OD Fe?, 
wobei O offen rel. R" ist. Da Fee (Ro U Rd V,)=9 ist, kénnen wir 
unsere Induktionsvoraussetzung fiir die Kette c?, die Menge (U Rd V,) AN 
und die offene Menge O anwenden, und wir finden eine Kette, die wir wieder c” 
nennen wollen, mit der Eigenschaft: dimé’ ~\ (N~ U Rd V;) Ss r+ p—n—1. 

Zu jedem V, finden wir eine offene Vollkugel K", so daB V,c K?, d(K?) < 
< 1/2 o(F ce”, V,) und K? CO ist. Wir nehmen den Teil von c”, der in K? ent- 
halten ist, und wir nennen ihn c?,,. Er berandet gemeinsam mit einer L-Kette C” 
auf Rd K? mit F C’= Fc?, eine L-Kette &%*! in K?. Wir verwenden nun 
wieder unsere Induktionsvoraussetzung fiir die Kette £2, ~ 1, die Menge RAV, AN 
und fir die offene Menge O = K?. 

Fiir die dabei entstehende neue Kette, die wir wieder £//,~' nennen, gilt: 
dim &/7,* 1r\(RdV,\R) Sr+p—n. Wenn wir den Teil von Ha 1 der in 
V, liegt, &°*! = {€?~"} und den Teil von c?, der in V, liegt, c;? = {c;?} nennen, 
so gilt: FER +! * 1c RdV,-\ Rd V, fir i + j, wegen der Voraussetzung, 
daB V,;-\ V;=@® ist. Die Kette, deren Existenz im Satz behauptet wird, ist 


? 
ce? = Jim (G—, 2 P eR, 1), wobei {c?}=c” unsere Ausgangskette war. Man 


? 
rechnet leicht nach, dab lim, 2a = &?*1 eine L-Kette ist, mit FE&"*! 


= c?—c®, fiir deren Kérper €?+1¢ U ep t gilt. AuBerdem ist aber €?*!< O. 
Auf Grund unserer Konstruktion ist auch eo —Ferc E+! U Rd V,, und der 
Summensatz der Dimensionstheorie liefert auch dime? \N%sr+p—n, da 
(FPN URAV) ARC (URS 0 URAV I AR=U (Fy RAV,) \%, und 
wegen Rd V, 7 EP. 1c & +1 RAV, ist dies gleich U (ER A RAV) AR. Die 
in 2 getroffenen Verabredungen garantieren uns, dafB F &*! und c? tat- 
sichlich Limesketten sind, wenn wir an den entsprechenden Stellen nur 
zu Teilfolgen von {&?*"} und damit verbunden zu Teilfolgen von c” = {c?} 
iibergehen. 
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Aus der Art unseres Beweises geht unmittelbar hervor, daB wir im 
Grunde etwas mehr bewiesen haben und darum den Satz auch so formulieren 
k6énnten: 
Satz Ib. Satz la bleibt auch dann noch richtig, wenn wir von c” fordern, 
daB c? in Ux(c”, e) liegt. 


5. Ein dimensionstheoretischer Rechtfertigungssatz (II. Teil) 


Zu Satz 1 gehért, wenn man eine vollstiindige Charakterisierung der 
Dimension von Kompakten durch ihre Lageeigenschaften im R" haben will, 
ein Gegenstiick, welches folgendermaBen lautet : 

Satz 2. Ist m ein = r-dimensionales Kompaktum des R", f eine beliebige 
dimensionelle Funktion, so gibt es eine Zahl y > 0, eine polyedrale Kette c’. 
(Fe? @ = 9) (p=n—r), 80 daB f,.,-,, (C2 y) > y wst fiir alle ch ~c? in 
U(e?, y). 

Wir wollen folgende Behauptungen formulieren, von denen die erste von 
selbstiindigem Interesse ist, wihrend die zweite nur beweistechnischen Cha- 
rakter hat. 

Satz 2a. Ist mp ein = r-dimensionales Kompaktum im R", so gibt es eine 
Zahl y > 0, eine Kette c” mit Fer gy = 9, 80 daB f,.4-n- (ROP) > y fir 


alle ce mit Fc? = Fc” und ac U(e’, y). 


Satz 2b. Enthalt qm keine im R" offene Menge, so gibt es unter den gleichen 
Voraussetzungen wie in Satz 2a eine Zahl y > 0, eine Kette ce”, so daB f,.,—,— 


(2 \ y) > y fiir alle ct mit Fe? = Fe”, c8 ¢ Ux(C”, y) ist. 

Offenbar folgt Satz 2b aus Satz 2a. Wir zeigen umgekehrt: 

(a) Aus Satz 2b folgt Satz 2a. Sei zunichst g ein Kompaktum, welches 
keine im R* offene Menge enthalt, so gehen wir von der Kette c” in Satz 2b 
zu der Kette ¢” (2 A) iiber, und zwar kénnen wir das so machen, daB a4” \ g = 0 
ist. Jede Kette c? mit Fc? = Fe” laBt sich zu einer Kette c;” ergiinzen. so 
daB Fei” = Fe? und ¢,’\@ = €{?\ @ ist. Die Behauptung (2 B) liefert die 
Existenz einer passenden Zahl y > 0. 

Um nun Satz 2a fiir ein g zu beweisen, welches eine Vollkugel K” enthalt. 
nehmen wir ein Simplex o”, dessen Schwerpunkt mit dem Mittelpunkt von A” 
zusammenfallt und fiir welches (¢”—o”)/\ py —9 gilt, orientieren dieses 
Simplex und erhalten so eine Kette c” mit Fe’ > g = 0. Offenbar gilt ¢” = 2”. 
Sei je’ © ¢,> 0 so beschaffen, daB der Rand F ¢? des Teiles cf von c?, der in A" 
liegt, fiir alle c? ~ c” in U (€”, e,) nicht in U (Fe, €,) berandet. Da Fl? ~ Ff” 
(= dem Rand von dem Teil von c? in A") in U(FC". e) fiir alle ce ~c? in 
U (c’, e) ist, gibt es eine solche Zahl ¢,> 0, denn Ff” selber berandet nicht 
in jeder Umgebung. Wegen (2 C) kann man eine Zahl 6 > 0 finden, so dab. 
wenn Fc? = Fe”, c? CU (e”, 6) ist, ce? ~c? in U(E”, e,) gilt. Es gilt nun f,_, 
(e? \y) > O fiir alle polyedralen Ketten c? mit Fe? = Fe”, cf c U (e”, 6), aber 
auch fiir alle L-Ketten c? mit dieser Eigenschaft gilt /,,(¢fg) > 0, denn 
anderenfalls gibt es einen Zyklus z?~!, so daB z?-! ~ 0 in 2”~! und z”-! ~ FL” 
in U(Ff*, e,), was aber gegen die Bedingung fiir ¢, verstéBt. Im folgenden 
stellen wir uns vor, daB alle Ketten c? mit Fe? = Fc” so reduziert sind, daB es 
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zu vorgegebenem c? keine Kette c;” gibt, so daB Fc,?= Fc” und jedes Simplex 
von ¢;” zu c? gehért, daB es aber mindestens ein Simplex von c? gibt, welches 
nicht zu cj? gehért (2 B). Wir verwenden nun | D und finden eine Kette z?, 
eine Zahl y > 0, so daB f,_,(#2-\q) > y ist fir alle 2? mit F2?= F2?= Fe? 
und z7¢ U»(z”, y), wenn 2? in obiger Weise reduziert war. Wegen (2 B) 
kénnen wir sogar die Zahl y > 0 so finden, daB /,_,(z?-\ g) > y fiir alle 
reduzierten 2? C U(x”, y) (Fx? = Fx”) und damit sogar fiir alle 2? mit Fx” 
-- Fz?, denn wenn wir 2? reduzieren, so liegt es erst recht in U (2?, y). 

Jetzt wenden wir uns dem Beweis von Satz 2b zu. Dazu miissen wir 
eine ganze Reihe von Vorbemerkungen machen: 

A. Sei t eine kompakte Teilmenge des R", U eine beliebige rel. R" offene 
Menge, so kann man eine offene Menge Oc U(Rd U, e) fiir beliebiges « > 0 
finden, so daB jeder Punkt aus (Rd(U —O)) -\t Haufungspunkt von Punkten 
aus U r\t ist. Fir Rd U soll dabei gelten: Rd U ¢ U(Rd(U — 0), e). 

Beweis: Sei 2¢(RdU)-\t ein ,,uneigentlicher Randpunkt*, d.h. ein 
solcher, der nicht Haiufungspunkt von U /\t ist. Es gibt also eine Zahl e, > 0, 
so daB V(x, 2¢,). Unt =@ ist. Ferner gibt es Punkte z,, so daB jeder 
Haufungspunkt der z; auch ein Haufungspunkt von U/\t ist und so dab 
jeder ,,uneigentliche Randpunkt* aus U V(z;,,¢,,) =O ist. Es sei yc RdO 
und auBerdem y¢ U Rd V(z,,e,;), sodann gilt o(y, Ut)> 0. Ist aber 
y¢ URdV(z,, €,,), so muB y ein Haiufungspunkt von U /\t sein. 

B. Sei f CR(R*) kompakt, und es mége /,(t - q~) > 0 fiir alle t < & gelten. 
Es gibt sodann zu jedem t €& mindestens eine kompakte Menge R,ct und 
eine Zahl y,> 0, so daB f,_,(p- Rd,(V,(R,))) > », ist fir alle V(R,)C 
c U(R,, ). 

Beweis: Da /,(t~ g) > 0, gibt es ein x €t, eine Zahl e > 0, so daB/,_,(t > 

\p Rd U'(x)) > 0 ist, fiir alle U(x, €)C U'(x)C U(z,e). Ist R Limes- 
element einer Cauchy-Folge von derartigen Umgebungsriindern rel. R", so ist 
auch f,_,(R“t@) > 0, da der offene Kern des Limeselementes der ab- 
geschlossenen Hiillen der Umgebungen, denen die Rander in der Cauchy- Folge 
entsprechen, eine Umgebung ist, deren Rand ganz zu R gehért. Wegen 1 D 
gibt es also ein U(x) und eine Zahl y,> 0, so daB f,_,(Rd V(x) pnt)>», 
ist, fiir alle V(x) mit Rd V(x) ¢€ U,(Rd U'(z), y,). Wir kénnen annehmen, 
daB Ut die Eigenschaft hat, die fir U —O in A erreicht wurde, daB also gilt: 
Rd,(U't nt) =tARdgn U'. Wir setzen R,= Rd,(U' >t) und R= Rd U*. Sei 
nun V(R)CV(R, y,) gegeben. Wir zeigen, daB /,_,(@~\RdV(R) nt) > », 
ist. Zunachst finden wir eine Zahl y,> 0. so daB, wenn V(R)CV(R, yj), 
RcU(RdV, y,), denn die Folge {Rd V*} mit V'c V(R,«,), wobei {e,} eine 
Nullfolge von positiven Zahlen ist, konvergiert in R(R") gegen R. Wir finden, 
daB RdV(R)¢ Ux(R, y,), wenn V(R)CV(R, yj). Nun ist W = UtW V(R)— 
— Rd V(R) eine Umgebung von z mit Rd W = Rd V und daher /,_,(RdV ¢ 

\gpot)> y, Ist nun V,(R,) eine Umgebung von R, mit V,(R,) Cc U(R,, y,), 
so kann man wegen A eine Umgebung V (R) finden, so daB V(R)c U(R, ») 
und (RdV(R))\t= Rd,V,. Damit aber ist /,_,(Rd,Vi(R Og) = fy-y 
fy-,(RdpnV(R) Otro —y) > y, bewiesen. 
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C. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in B kann man ein to, eine 
Zahl y > 0 und ein 6 > 0 finden, so daB R,¢ U(Ryo, ¥) und », = y fiir alle 
t € Ug (to, 0) ist. 

Beweis: Zunichst kénnen wir wegen | D eine Zahl y > 0 finden, so daB 
y < y; fiir eine in einer offenen Menge O dichten Menge J (rel. £). Seit cO—J. 
Es gibt eine Cauchy-Folge {t;} mit limt;=t undt;¢€J. Wir setzen lim R,;= R, 
(dieses Limeselement ist, wenn man eine passende Teilfolge der {t;} nimmt, 
so daB fiir diese immer noch lim t;=t ist, in R(R") vorhanden) und behaupten, 
daB f,_,(9- Rd,U,(R,)) > y ist fiir alle U(R,) c U(R,, y). 

Wir kénnen voraussetzen, dab U(R,) eine solche Umgebung rel. R"® von 
R, ist, welche alle Eigenschaften der in A konstruierten Menge U —0O hat. 
Es ist also (RdpnU)\t = Rd,(U mt). Nun aber gilt, wenn wir k groB genug 
machen, /,_,(@ \t;\ Rdgn U(R,)) > y fir alle i> k und wegen A darum 
auch f,_,(@ - Rd,(U,(R,))) > y. Wenn wir nun in 1 E A = 0, B = {R,|t € O}, 
é = } setzen, finden wir die Zahl 6 > 0 und das Element t,. Den Satz selber 
beweisen wir durch vollstaindige Induktion nach s=n—p. Fir s=0 ist 
der Satz trivial, denn wir brauchen nur eine polyedrale Umgebung P von ¢ 
zu nehmen, diese machen wir durch Orientierung des R" zu einer Kette c". 
Fiir jede polyedrale Kette c}, die den gleichen Rand wie c" hat, gilt & = P. 
Damit ist der Fall s = 0 erledigt. Wir nehmen an, der Satz sei fiir s— 1 
bereits bewiesen. Wir finden also eine polyedrale Kette c?*! und eine Zahl 
y > 0, die alle die im Satz geforderten Eigenschaften haben. Wenn wir C 
fiir g = p + r — n anwenden, finden wir eine Kette c}*!, (die wir ohne weiteres 
als polyedral annehmen kénnen) welche alle die Eigenschaften hat, die in C 
fiir ty= c+? bewiesen werden. Unser weiterer Beweis verliuft nun so, dab 
wir um &,, eine polyedrale {-Umgebung nehmen und den Teil 2%*! be- 
trachten, der von dieser Umgebung aus c+! ausgeschnitten wird. Natiirlich 
kann auch x?*! als polyedrale Kette angenommen werden. Es ist 2”’= F x?*! 
ein Zyklus, von dem wir folgendes behaupten: 

Es gibt einen Zyklus z’” ~ z’ und eine Zahl y’> 0, so daBf,.,~»-1(@O 
\2%) > y’ ist fir alle 2? ~z’? in U(2’”, y’). Genauer soll 2” ~ 2? in Ux (2?,e) 
heiBen: Es existiert eine Kette x’*! mit F x?+!= z?— 2? und x’*!¢ Ux (22, €) 0 
(\ Ux (2”, €). Wir konstruieren eine Menge LZ von Zyklenkérpern, die eine 
solche Teilmenge enthalt. Da wir in unserem Beweis drei Fille zu unter- 
scheiden haben, und zwar die Faille s = 1, s = 2 und s => 3, miissen wir drei 
solcher Mengen L konstruieren. 

s=1: Wir setzen L = {2?|z’ ~z? in Ux(z’, 7)} und finden eine Kette 
x?*! mit Fart! = z?— 2" und x’*!c U(2?, 7). Hier besteht [ nur aus einem 
einzigen Element, und x" — 2 ist eine polyedrale Umgebung von R, auf deren 
Rand nur Punkte von 2z!~' liegen. Es ist also in der Tat /,_.(@™2{~") > y. 

s = 2: Wir setzen c}~! als den Forderungen («”) (0 < p S n — 2) geniigend 
voraus. AuBerdem kénnen wir von x{~! verlangen, da auch dann, wenn 
eine Kante zu z"~? gehért, («”) gelten soll (0 < p< »— 2). Nun betrachten 
wir die Menge 


L = {2f-? | 2-2? ~2i-? in Ux(2"-*, min (7, 2)); 2*-1 4 (R* — i") = 2"-2}, 
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wobei r" die Kette o} fiir c}~! sein soll. Wegen 3C kann man sich x"! — x*~"' so auf- 
geschnitten denken, da8 kein Simplex von z}~" veriindert wird und 2"~!— 2"-? 
ganz im Innern von f" verbleibt. Nun benutzen wir 3 E (3), und zwar setzen wir 


cot ="), am-1— af-l =—c?-! und cj"-!= at-! und finden eine Kette 
(2"-1— 2*-1)*, so daB (x*-T— ap-l)+—z ganz im Innern von f* liegt. Es ist 


c'®-1= ch-1— g"-1+4 a"-1 + (x— 2,)* eine Kette, auf deren Kérper F(z — =,)* 
= 2} ~* eine solche Umgebung von R> berandet, daB /,,,,,-,(2"-? —\ @) > y gilt. 
s=3: Hier ist L={2|2?~2 in U,(2*, min(, 7))}. Wir nennen 
Cotta chtl+ xe+1— aft), und es ist F (?+1= Fch*'—2?. Wegen Satz lb 
kann man eine Limeskette (’?+!= {¢’?+1} finden, so daB dimf’?*! 4 (o— 
— pO?) sr+p—n-+ | ist. Auch auf x?*!— z?+! kann man diesen Satz 
anwenden und findet eine Kette v?*+! = {v?+1} mit dimd?*! > ['?+!-\ (g@— 
— pz) sr+p—n—1. Wir bemerken, daB obige Operation auch auf 
jede Kette aus Z anwendbar ist, also z?*+! und z?*! durchaus nicht polyédral 
zu sein brauchen. Haben wir die beiden Ketten (’?*! und v?*! nur in ge- 
niigend kleiner Umgebung von [?*! bzw. 2?*'—a?*T gehalten, so ist c’?*! 
= lim(¢j”*!— v? +") eine L-Kette, die in passender Umgebung von c?*! liegt 
und den gleichen Rand wie diese hat. Es ist ferner 6”*! abgeschlossene Hiille 
einer Umgebung (rel. ¢’”+!) von R,, fiir welche Rdz 0?+1 CB VU (6+? 4 P+!) 
gilt. Da aber f,,,-,—,(Rd;v"*!-\ gy) >y ist, muB mindestens /,,,-,—, 
(2g) >9 sein, denn wenn dimz? ¢ [r+ p—n—1 wire, so hiitte man 
sogar dim v?*!\C'?+1-\9 <r+p—n—l1 erreichen kénnen, und damit 
wire dim Rd; v?*!- mg Sr + p—n— 1, was aber der Tatsache widerspricht, 
daB y > 0 ist. Wegen 1 D kénnen wir nun aber wieder ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit sogar f, + ,— ,—, (2? y) > y’ > 0 fiir alle 2?<Z annehmen. 

Nun miissen wir uns noch von der Bedingung, daB die z? miteinander 
homolog sein sollen, befreien. In allen drei Fallen kénnen wir den Zyklus z’” 
finden, der oben gesucht worden ist. Von z’? gehen wir zu 2’? = 2’? + 2 a,a;” 
iiber (2 A), und da @ keine im R*" offene Menge enthialt, kénnen wir die o;” 
so wihlen, daB a? -\ p = 8. Esist zj? ~ z’? in Ux(z’”, y’), und daher und wegen 
2C und 2 B ist c? = 2’” eine Kette, die alles das tut, was wir in Satz 2b von 
ihr verlangen. Damit ist der Beweis von Satz 2 beendet. Wir haben eine 
vollstiindige Charakterisierung der Dimension von Kompakten, die im R" 
liegen, durch ihre Lageeigenschaften und durch dimensionelle Funktionen 
erhalten. Die Frage, wie unser Satz abzuindern ist, wenn wir von Kompakten 
zu allgemeinen Mengen iibergehen, soll hier nicht behandelt werden. 

Wir kénnen Satz 2 ohne weiteres auch fiir Mannigfaltigkeiten an Stelle 
des R" formulieren. Sein anschaulicher Charakter wird dadurch besonders 
unterstrichen, daB nur von polyedralen Ketten die Rede ist und die L-Ketten 
nur ein Hilfsmittel zu seinem Beweis sind. Leider andert sich diese Situation 
sofort, wenn man zu allgemeineren Mengen iibergeht. 


6. Folgerungen 
Wir wollen noch zwei Siatze beweisen, die aus Satz 1 und Satz 2 folgen. 
Zunichst befassen wir uns mit dem beriihmten Alexandrowschen Recht- 
fertigungssatz [2]. 


Math. Ann. 131 28 
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Satz 3. Es ist fiir kompaktes m dim y = r<n—1 dann und nur dann, 
wenn es eine Zahl y > 0 gibt, so daB fiir beliebiges «> 0 ein Zyklus 2*-"-2 
existiert, Z"—*—! CR" — p, der in U (2"~-"—", e) berandet, der aber in U (2"-"-1, y) — 
—@ nicht berandet, und wenn jeder Zyklus z?(p <n—r—1) in R"— g, 
der in U (2, &) berandet, dies auch in U (2?, £) tut. 

Beweis: In Satz 2a setzen wir p= n—r. Wir nehmen den Teil ("-" 
von c"-", der in U(q, §) liegt (2D). Wegen Satz la kann man voraus- 
setzen, daB ("-" eine Limeskette mit dim ("~"’\ g = 0 ist. Um jeden Punkt 
von £"-' nehmen wir eine {-Kugel. Endlich viele dieser Kugeln iiberdecken 
f"-r. Da @ in [*~-' nirgends dicht liegt, kann man in jeder dieser Kugeln 
eine Teilkette von ("-" finden, deren Kérper zu g fremd ist. Der Rest von 
¢"-", der nach Wegnahme dieser Teilketten entsteht, mége é"-* heiBen. Man 
kann, wie wir das schon des 6fteren bei L-Ketten gemacht haben, erreichen, 
daB F é*-* ein L-Zyklus ist, der dann auch allen Anforderungen des Satzes 
genigt. 

Wenn wir an Stelle von £"-"= {-"} ein &{-" fiir geniigend groBes k 
setzen, so finden wir in F ~-" sogar einen polyedralen Zyklus, der das Ver- 
langte tut. Der zweite Teil folgt sofort aus Satz 1. 

Nachdem wir Satz la in der vorliegenden Arbeit bewiesen haben, wollen 
wir noch einmal unser Prinzip, nur Dimensionstheorie der Kompakten zu 
betreiben, durchbrechen und folgenden Satz beweisen : 

Satz 3a. Wenn man zulaéBt, dap z*-*-' auch ein L-Zyklus sein darf, bleibt 
Satz 3 auch dann noch richtig, wenn gp eine r-dimensionale Menge ist, die ein 
r-dimensionales Teilkompaktum gy’ enthiilt. 

Beweis: Wir verwenden Satz 3 fiir my’ und wenden auf den dabei gefun- 
denen Zyklus (dessen K6rper ja von sich aus nicht unbedingt zu g— q’ 
fremd ist), Satz la an. 

Dieser Satz findet sich zum ersten Male in einer Arbeit [3] von ALEX- 
ANDROW, wo er aber mit ganz anderen Mitteln bewiesen wird. Durch die 
Herleitung von Satz 3 haben wir den AnschluB an die Alexandrowsche Di- 
mensionstheorie gewonnen. ALEXANDROW benutzt diesen Satz, um die 
wesentlichen Satze der Dimensionstheorie aus ihm herzuleiten. 
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Uber gewisse elliptische Systeme 
von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit Anwendung auf die Monge-Ampéresche Gleichung 
Von 


Ernarp Hetnz in Gottingen 


Einleitung 
Bei vielen Fragen in der Differentialgeometrie st68t man auf Systeme von 

partiellen Differentialgleichungen der folgenden Gestalt : 
Luu t Loy= a(x, y) (x2+ 22) + D(x, y) (ty Yu + Tey) + 

+ € (x, y) (yet ye) + A(x, ¥) (Ze FeYu)s 
Yuu Yoo= @(x, y) (tE+ 22) + O(a, y) (TuYut ZeYe) + 

+ € (x, y) (yZ+ y3) + d(x, y) (2%. — tou) 
Ein bekanntes Beispiel hierfiir sind die Darbouxschen Differentialgleichungen’), 
denen die krummlinigen Koordinaten x, y einer Fliche als Funktionen der 
isotherm-konjugierten Parameter u,v geniigen. In diesem Falle haingen die 





(S) 





Koeffizienten a(x, y),.. ., d(x, y) nur von der ersten Fundamentalform der 
Fliche ab. Wie H. Lewy [8] gezeigt hat, haben eineindeutige Abbildungen, 
welche einem System der Form (S) mit reellen analytischen Koeffizienten 
geniigen, mit den schlichten Abbildungen der komplexen Funktionentheorie 
die fundamentale Eigenschaft gemeinsam, daB die Funktionaldeterminante 
von Null verschieden ausfillt. Durch dieses Ergebnis wird die Frage nahe- 
gelegt, ob die Eineindeutigkeit einer solchen Abbildung im groBen quantita- 
tive Abschitzungen fiir den Ausdruck |z,y,— 2,y,| nach sich zieht, falls 
gewisse Normierungsbedingungen zugrunde gelegt werden. 

In der vorliegenden Arbeit werden zunichst hinreichende Bedingungen 
angegeben, welche die Existenz einer positiven unteren Grenze fiir den Aus- 
druck |x, y,— x,y,| garantieren. Diese sind: 

(1) Die Abbildungsfunktionen z(u,v) und y(u,v) seien fiir u?+ v?< 1 
zweimal stetig differenzierbar und geniigen dem System (S), wobei die Koeffi- 


zienten a(x, y),..., d(x, y) fir 22+ y¥< 1 einmal stetig differenzierbar sind 
und dort Ungleichungen der Form 
et ~ — 
la(x, y)| < 7 ld(a, y)| < 300 ° 
da ‘ ad! _ 
= ~~ 2. Soe ay <M<« 


erfiillen. 


') Vgl. DarBovux [2], § 725. Dort werden an Stelle der isotherm-konjugierten Para- 
meter der Flache Asymptotenlinienparameter zugrunde gelegt. 


28* 
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(2) Die Funktionen z= z(u,v), y= y(u,v) bilden die Kreisscheibe 
u*+ v*< 1 eineindeutig und stetig auf die Kreisscheibe z?+ y*< 1 ab, und 
es gelte x(0,0) = y(0,0) = 0 
(3) Es sei ff (22+ 22+ y2+ ¥2)dudv<N<o. 


w+o<l 
Unter diesen Voraussetzungen wird gezeigt (Satz 3), daB fiir u?+ v? < R? < 1 
eine Ungleichung der Form 


|tu Yo — Ly Yu| = A(R, M, N) >0 


besteht. Wie einfache Beispiele zeigen, sind die Bedingungen (1) und (2) 
allein dafiir nicht ausreichend. Ein wesentliches Hilfsmittel zum Beweis von 
Satz 3 ist die Gewinnung von A-Priori-Schranken fiir die Lésungen von (S) 
(Satz 2). 

Satz 2 und Satz 3 werden in § 4 benutzt, um A-Priori-Abschitzungen fiir 
eine Klasse Monge-Ampérescher Differentialgleichungen vom elliptischen 
Typus im Innern eines Gebietes zu erhalten. Diese Klasse laBt sich folgender- 
maBen beschreiben : 

Es sei z = z(x, y) eine Lésung der Differentialgleichung 


F=Ar+2Bs+Ct+rt—s—EH=0 
mit A = A(z, y,z,p,q),..., H= E(x, y,z,p,q); 4=AC—B+E>0. 


Fihrt man an Stelle von z, y neue Variable u, v ein, welche isotherm in bezug 
auf die charakteristische Differentialform 


O=Fdx2—FdedyiFdy 


sind, so geniigen bekanntlich die Funktionen z(u, v) und y(u, v) einem System 
von partiellen Differentialgleichungen der Form: 


Zu + Loy = hy (aE + XG) + hea (Zu Yut To Yo) + hg lis + YE) + ha (Zu Ye— Ze Yu) 
Yuu + You= hy (23 + 22) + hy (yu Yu + Le Yo) + hg (ys + y2) + hg (24. — Ze Yu)s 


wobei die GréBen h,,.. * % gewisse partielle Differentialausdriicke erster 
Ordnung in den Koeffizienten A, ..., Z sind (vgl. Hilfssatz 5). Die in Rede 
stehende Klasse Monge-Ampérescher Gleichungen wird dann durch die Be- 


dingung charakterisiert, daB die Koeffizienten h,, . . hy nur von den Va- 
riabeln xz, y abhaingen. In diesem Falle reduziert sich das System (S’) auf ein 
System der Form (8S), und die in § 1, § 2 und § 3 bewiesenen Resultate liefern 
unmittelbar A-Priori-Abschatzungen fiir die zweiten und dritten Ableitungen 
der Lésungen solcher Monge-Ampérescher Gleichungen (Satz 4 und Satz 4’). 
Diese Sitze stellen Erweiterungen der von H. Lewy [9] fiir analytische 
Monge-Ampéresche Gleichungen bewiesenen Resultate auf den Fall zwei- 
mal stetig differenzierbarer Koeffizienten A(z, y,z, p,q), ..., E(x. y,2z, p,q) 
dar. 

Die eben beschriebene Kategorie von Differentialgleichungen umfaBt be- 
kanntlich die beim Minkowskischen Problem?) und beim Weylschen Ein- 


(S’) 


2) Zusammenfassende Darstellungen bei Lewy [11] und Nrrensere [14]. 
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bettungsproblem*) auftretenden Monge-Ampéreschen Gleichungen‘). Beim 
Minkowskischen Problem ist dies unmittelbar evident, da die Koeffizienten 
der zu untersuchenden Gleichung, nimlich rt— s*= f(z, y), nur von den 
Variabeln zx, y abhangen. Im Falle des Weylschen Problems folgt dies aus der 
Bemerkung, daB die charakteristische Form ® der dort vorkommenden Dar- 
bouxschen Gleichung*) der zweiten Fundamentalform der Flache proportional 
ist. Die charakteristischen Parameter u,v fallen dann mit den isotherm- 
konjugierten Parametern der Flaiche zusammen, und die Gleichungen (S’) 
sind mit dem am Anfang der Einleitung erwihnten Darbouxschen System 
identisch. 

Es sei bemerkt, daB sich A-Priori-Schranken fiir die dritten Ableitungen 
auch aus allgemeinen Resultaten von NIRENBERG [13] und PoGorELow [15] 
gewinnen lassen, welche fiir beliebige nichtlineare elliptische Differential- 
gleichungen in zwei Variabeln giiltig sind. A-Priori-Abschitzungen fiir die 
zweiten Ableitungen der Lésungen der Monge-Ampéreschen Gleichungen, 
welche beim Weylschen Einbettungsproblem und beim Minkowskischen 
Problem auftreten, sind von WEYL und Mrranpa®) und kiirzlich von Poaco- 
RELOW [15] und [16] mit anderen Methoden gegeben worden. Beziiglich Rand- 
wertprobleme Monge-Ampérescher Differentialgleichungen sei auf Leray [7a], 
Kap. IV, verwiesen. 

Hinsichtlich der Art der in der vorliegenden Arbeit erzielten Resultate 
sei noch folgendes erwaihnt: Wiahrend in § 2 explizite A-Priori-Schranken fir 
die Lésungen von (S) hergeleitet werden (Satz 2), beruht die Abschitzung 
der Funktionaldeterminante (Satz 3) auch auf indirekten Methoden, nimlich 
auf den Ergebnissen von § 1. Daher kann, wie iiberdies auch bei H. Lrwy [9], 
nur die Existenz endlicher A-Priori-Schranken fiir die Lésungen der be- 
treffenden Monge-Ampéreschen Gleichungen behauptet werden®®*). 


§ 1. Lokales Verhalten 

Hauptziel dieses Paragraphen ist die Ubertragung des in der Einleitung 
erwihnten Satzes von H. Lewy [8] auf den Fall nichtanalytischer Koeffi- 
zienten. Die Uberlegungen beruhen einerseits auf den von H. Lewy [8] ver- 
wendeten SchluBweisen, andererseits auf Siatzen von P. Hartman und 
A. WINTNER [4] iiber das lokale Verhalten der Lésungen linearer elliptischer 
Differentialgleichungen mit nichtanalytischen Koeffizienten, welche Ver- 
scharfungen bekannter Carlemanscher Resultate darstellen. Unser erstes Ziel 
besteht darin, asymptotische Darstellungen fiir die Lésungen obiger Systeme 
(S) zu gewinnen. Zunichst gilt 





’) Zusammenfassende Darstellungen bei Lewy [10], Nrrensere [14] und Pocore- 
Low [15], ein zusammenfassender Bericht bei Ermmow [3]. 

*) Diese Tatsache wurde von H. Lewy [10] und [11] bei der Lésung des Weylschen 
und Minkowskischen Problems fiir den Fall analytischer Daten benutzt. 

5) Vgl. Darpovux [2], § 707. Eine einfache Herleitung bei NrkENBERG [14], § 3. 

*) Zusammenfassende Darstellung der Abschitzungen von WreYL und Mrranpa bei 
NIRENBERG [14], § 10 und § 16. 

*4) Zusatz bei der Korrektur vom 25. 6. 56: Ein neuer direkter Beweis von Satz 3 soll 
in einer spateren Arbeit gegeben werden. 
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Hilfssatz 1. Hs seien z(u,v) und y(u,v) zwei in einer Umgebung von 
u = v= 0 zweimal stetig differenzierbare Lésungen der Differentialgleichungen 
Ax = a(x, y) (xy + 25) + B(x, y) (ty. Yu+ ZpYe) + 
+ ¢(x, y) (yi + y2) + d(x, y) (tu. — TeYu): 
Ay = G(x, y) (2% + 2%) + (2, 9) (t.9u+ Zee) ~ 
+ &(x, y) (yi + y2) + d (a, ¥) (%u%e— Ze Yu)- 
Es gelte x(0,0) = y(0,0) = 0, und auBerdem geniigen dié Funktionen a(x, y)... ., 
d(x, y) einer Lipschitzbedingung in einer Umgebung von x = y= 0. Dann gibt 
es eine Abbildung der Form 
X=2x+ p(x,y)| mit gv, py €C” in einer Umgebung von 
z=y=0  ; 9(0,0) = y(00) = 0; 
Y=y+y(z,y)) ¢2(0,0)=---= y,(0,0) = 0, 
so dap die Funktionen X (u,v) = x(u, v) + p(x(u, v), y(u.v)) und 
Y (u, v) = y(u, v) + p(x(u, v), y(u, v)) den folgenden Gleichungen geniigen : 
AX = A(X, Y) (X2 + X2) + B(X, Y) (X, ¥,+ X, Y,) + 
+ O(X, ¥)(¥2 + ¥3) + D(X, ¥) (X,¥,— X,¥,). 
AY = A(X, Y) (X23 + X2) + B(X, Y) (X, ¥,+ X,¥)+ 
+ O(X,¥)(¥2 + ¥2) + D(X, Y) (X, ¥,— X,¥,). 
Dabei erfiillen die Funktionen A(X,Y),..., D(X, Y) eine Lipschitzbedingung 
in einer Umgebung von X = Y = 0, und es gilt C(0, ¥Y) = A(X, 0) = 0. 
Beweis. Man setze 
a=X+f(Y) . a's 
mit f,g € C” in einer Umgebung von X = Y= 0; 
y= Y+9(X) {(0) = f' (0) = g(0) = g’ (0) = 0. 
Dann hat die inverse Abbildung (x, y) + (X, Y) die Form 
X= 2+ p(z,y)) mit ~, y € C” in einer Umgebung von z = y = 0; 
gy (0,0) = y (0,0) = 0; 
Y=y+y(z.y)J} (0,0) = ---= y,(0,0) = 0. 
Die so definierten Funktionen X (u,v) = x(u,v) + p(x(u,v), y(u,v)) und 
Y (uw, v) = y(u, v) + p(x(u, v), y(u, v)) geniigen Gleichungen der Form 
AX = A(X, ¥) (X23 + X2) + B(X,¥)(X,¥,4+ X,¥,)- 
+ (X,Y) (¥2 + ¥2)+ D(X, Y) (X, ¥,—X,Y¥,). 
AY = A(X, ¥) (X2 + X2) + B(X, Y) (X,¥,+ X,Y) — 
+ @(X,¥) (¥2 + ¥2) + D(X, Y) (X,Y,— X,Y,). 
Dabei ist 
C (X,Y) = (l—f'(Y) 9 (X))-* (—9'"(¥) + a(K + f(¥), Y+ g(X) (VP + 
+ b(X + f(¥), ¥ + g(X)) #'(¥) + (XK + HY), ¥ + 9(X) 
—f'(¥) (a(X+f(¥),¥+9(X))f (VP +0(X + f(¥Y),¥% +9 (kX) (Y)+ 
+¢(X+7(¥), ¥ +9(X))I}, 


Elliptische Systeme von Differentialgleichungen 415 


A(X, ¥) = (1—f'(¥) g'(X)) 9" (X) + @(X + F(¥), ¥ + g(X) + 
+ 0(X + f(¥), ¥ + g(X)) 9'(X) + e(X + f(¥), ¥ + g(X)) 9’ (XP 
—g'(X) [a(X + f(¥), ¥ + g(X)) + 6(X + f(Y), ¥ + g(X)) g'(X) + 
+ ¢(X + f(¥), ¥+ 9(X)) 9’ (XP}j. 
und die ibrigen Funktionen A(X, Y), .. ., D(x . Y) erfiillen wieder eine Lip- 
schitzbedingung in einer Umgebung von X = Y = 0. Unterwirft man die 
Funktionen /(Y) und g(X) den Differentialgleichungen 
I’ (¥) = af (Y), ¥) PVP + OG (FY), ¥) £Y) + eG (Y), ¥) 
—f(¥) a). 1) (VP + OG (KY). Y) (PY) + eGF(Y), ¥)) 
und 
g’" (X) = a(X, g(X)) + b(X. g(X)) g (X) + (KX. g(X)) g/ (XP 
— g' (X) [a(X. g(X)) + 6(X, g(X)) g(X) + e(X, g(X)) 9’ (XY 
mit den Anfangsbedingungen /(0) = f’ (0) = g(0) = g’ (0) = 0, so geniigen alle 
Funktionen A(X,Y),..., D(X, ¥) einer Lipschitzbedingung in einer Um- 
gebung von X = Y = 0, und es gilt A(X, 0) = C(O, Y) = 0, womit Hilfssatz 1 
bewiesen ist. 

Hilfssatz 2. Es seien die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 erfillt. AuBerdem 
verschwinde die Funktionaldeterminante x,,y,— x,y, in keiner Umgebung von 
u = v = 0 identisch. Dann gibt es eine Abbildung der Form 

X = F(z, y) mit F,G¢«C" in einer Umgebung 
| von tet 0; F(0.0) = G(0,0) = 0 
Y=@G , 
(z, y) und Oz.¥) 
so daB die Funktionen X (u,v) = F (x(u,v), y(u,v)) und ¥ (u,v) = G(x(u,v), y(u,v)) 


fir r+0 (u=recosg, v=v sing) eine der folgenden asymptotischen Dar- 
stellungen besitzen: 








+0, 
z=y=0 


X (u,v) = r*(x cosk w + f sink p) + o(r*) 
Y (u,v) = r'(y cosl g + dsinl ~) + o(r') 


(I) os "| re {r*(a cosk p + f sink )} + o(r**) 





+ - x {r'(y cosl g + 6 sinl p)} + o(r') 
(k, | ganz-positiv; k + 1; a2 + fp? > 0, y®+ 6% > 0), 

X (u,v) = r* cosk g@ + o(r*) 

Y (u, v) = r* sink @ + o(r*) 


ax C) 
(II) Ba eg oe 9”) + OF”) 


Se = je (sink y) + ofr) 





(k ganz-positiv). 
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Beweis. Nach Hilfssatz 1 gibt es eine Abbildung der Form 
X=x+ p(x, y)) mit y, y € C” in einer Umgebung von zx = y = 0; 
(0,0) = y(0,0) = 0; py, (0,0) = --- = p, (0,0) = 0 
Y=y+ (zy) 
so daB die Funktionen X (u,v) = z(u,v) + p(x(u,v), y(u,v)) und Y(u, v) 
= y(u, v) + p(x(u, v), y(u, v)) die folgenden Gleichungen erfiillen: 
A X = A(X, Y) (X2 + X2) + B(X, Y) (X, Y,+ X,Y, + 
+ O(X, Y)(¥2 + Y2) + D(X, Y) (X, Y,—X,Y,), 
A Y = A(X, Y) (X2 + X2) + B(X, ¥) (X,Y,+ X,Y¥,)+ 
+ O(X,Y)(¥2+ ¥2) + D(X, Y) (X,Y,— X,Y,). 
Dabei geniigen die Funktionen A(X, Y), . . ., D(X , Y) einer Lipschitzbedingung 
in einer Umgebung von X = Y = 0, und es gilt auBerdem A(X, 0) = C(0,Y)=0. 
Daraus folgen Ungleichungen der Form 
|4 X| Ss K(|X| + |X,| + |X,I) 
und 
|4 Y| SK(|¥| + |¥.) + | Fel) 
in einer Umgebung von u = v = 0 mit einer festen positiven Zahl K. Wegen 
a(X, Y) a(x, y) ., (X,Y) 
| (zy) |e-y-o | 4 d(u,v) * 9 tBu.) 
tionen X (u,v) und Y (u, v) in keiner Umgebung von u = v = 0 identisch ver- 
schwinden. Hieraus entnimmt man fiir r->0 (u=rcosg,v=rsing) die 
asymptotischen Darstellungen’) 
X (u, v) = r*(a cosk m + B sink q) + o(r*) 
Y (u, ME = r'(y cosl pm + dsinl @) + o(r') 


ox 
(I’) Ou =~ — {r¥ (a cosk y+ B sink ¢)} + o(rk-1) 











+0; also kénnen die Funk- 


a a {r'(y cosl mp + dsinl ~)} + o(r™) 





(k, | ganz-positiv; «?+ f*> 0, y?+ 6®> 0). 
Im Falle k + 1 ist (I’) mit (I) identisch. Ist k = 1 und « 6— f y = 0, so hat 
man y= Aaundéd=A/ 8. Setzt man 


X, (u,v) = X(u,v) und Y,(u,v)= Y(u,v)— A X(u, v), 





























so ist 
= ax, aX, eY, aX, dY, 
A X,= A,(X,, ¥,)(( au y+ (2 ‘))+ B,(X), ¥,)( iu ou Oe 5) Fa 
a aY, ax, ay, ax, aY, 
+ Ci (X,, Y,) (( yy +( av y) aa D,(X;, ¥,) Ou av. ie “oy “Ou ) 
und 








- C) = 4 oX, oY, eX, oY, 
A¥,= A(X, ¥) (Se) + (Fey) + Bee. Yo (Ge Se + So) + 


+60, Ya (( ae) + (Ge ) + Bax, xy (2 _/ mY or), 











ou dv ov Ou 
7) Vgl. P. Hartman und A. Wintner [4], Theorem I und II. 


Elliptische Systeme von Differentialgleichungen 417 


wobei die Funktionen A, (X,, Y,) = ---= D,(X,, Y,) in einer Umgebung von 


X,=Y,=0 einer Lipschitzbedingung geniigen. AuBerdem verschwindet 
ea in keiner Umgebung von u = v = 0 identisch. Daher gibt es eine 


Abbildung der Form 
X,= X,+ %(X,, ¥,) | mit gy, y,€C” in einer Umgebung von X,= Y,= 0; 
#1 (0,0) = y, (0,0) = 0; 
Y.= Y,+ y,(X;, ¥,) (53+) = += (FF 
a X,=Y,=0 





oY, 7” Y,=0 ‘a 0, 

so da die Funktionen X,(u, v) = X,(u,v) + o,(X,(u,v), Y,(u,v)) und 
Y,(u, v) = Y,(u, v) + p,(X,(u, v), Y,(u, v)) fir r>0 (uw = r cos g, v = r sing) 
die folgenden asymptotischen Darstellungen besitzen : 

X,(u, v) = rk (& cosk y+ B sink ¢) + o(r*) 

Y,(u, v) = rip cos! y+ 6 sind y) + o(r') 

= ox se > ~. = ~ 

(I”) Fu = Gu {1 (& cosk p + B sink g)} + o(r*-1) 


Y 2 Re Pe - 
“ = 5, {r'(y cosl y + 6 sini g)} + o(r'-*) 





(k, i ganz-positiv ; a? + B > 0, 77+ & > 0). 
Offenbar ist k = k, % = a und B = B. Ferner hat man Y,(u, v) = o(r*), also 
auch Y,(u, v) = o(r*). Somit ist i> &, und (I) geht in die Darstellung (I) 
iiber. Die Abbildung (z, y) > (X,, Y,) hat die Form 

X, = F(z, y) mit F,G¢C” in einer Umgebung 


von z= y= 0; F(0,0) = G(0,0) = 0 
a(X2, Y3) 


Y,= G(x, y) 





und (75 +0. 

(z,y) Jz=y=0 
Damit ist der Fall 1 = k, 1 6— 8 y = 0 auf den Fall / + k zuriickgefiihrt. Ist 
endlich |= k und « 6— f y + 0, so bestimme man die GréBen a’, A’, y’, 5 


durch die Gleichung 
( | ) (; ) ( ) 
y 6 01)° 


Dann gilt fir die Funktionen X,(u, v) = «' X (u,v) + fp’ Y(u,v) und Y;(u, v) 
= y' X(u,v)+ 6’ Y(u,v) eine Darstellung der Form (II), und es ist 


oes Y:) + 0. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 
(z,y) |z=y=0 
Hieraus folgt 
Satz 1. Voraussetzungen: (1) Die Funktionen z(u,v), y(u,v); 2™ (wu, v), 
y™ (u,v) (m= 1, 2,...) seien in einem Gebiet G der u-v-Ebene einmal stetig 
differenzierbar, und es gelten die Relationen 


lim x™) (u, v) = z(u,v), limy™ (u, v) = y(u, v); 





m—> CO WM > 
lim A”) = 2, ..., lim yy” = VY, 
m— oo m-—> co 


gleichmidfig in jedem endlichen Teilbereich von G. 
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(2) Die Abbildungen (u, v)—> (2™ (u,v), y¥™ (u, v)) seien eineindeutig fiir 
jedesm=1,2,.... 

(3) Die Funktionen x(u, v) und y(u, v) seien in G zweimal stetig differenzier- 
bar und geniigen den Differentialgleichungen 


A x = a(x, y) (xj + 22) + B(x, y) (XuYut TeYo) + 
+ e(zx, y) (y+ y2) + d(x, y) (tu Yo— Ze Yu)s 

A y= (x, y) (a2 + 22) + B(x, y) (t.yYut teYe) + 
+ & (ax, y) (y2 + y2) + d(x, y) (114. — Xe Yu), 


wobei die Funktionen a(x, y),..., d(x, y) in einem die Punktmenge M 
= {x= x(u,v), y= y(u,v); (u,v) €G} enthaltenden Gebiet einer Lipschitzbe- 
dingung geniigen. 

(4) Es set x, y,— x,y, = 0 in einem Punkt (uo, v9) € G. 

Behauptung: Es ist x, y,— x,y,= 0 fiir (u, v) € G. 

Beweis: Es sei (u,, v,) ein beliebiger Punkt in G mit (x, y¥,— 2, Yu)u—u,r=r, 
= 0 und & ={(u—u,)?+ (v—v,)?< R*} eine in G enthaltene Kreisscheibe. 
Nach Voraussetzung (2) hat man entweder 2f/y"—2™y™>0 oder 
ah”) yl) — af y™ < © fiir (u,v) € RX. Hieraus folgt, daB in R eine der beiden 
Ungleichungen zx, y,— x,y, = 0 oder x, y,— x,y, 90 besteht. Angenommen, 
die Funktionaldeterminante z,y,— x,y, verschwinde in keiner Umgebung 
von u = u,, v = v, identisch. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen 
wir u,=v,= 0, 2(0,0) = ¥(0,0) = 0, 2 y”— 2 y” = 0 und daher auch 
Lu Yo — LY, = O fir (u, v) ER voraussetzen. Nach Hilfssatz 2 laBt sich eine 
Abbildung der Form 


X = F(x, y) | mit F,G ¢ C” in einer Umgebung von x = y = 0; 
110.0) — 0: | 24% ¥) 

¥ = G(z, y) | F (0,0) = @(0,0) = 0; | A(z, y) . canon 0 

so bestimmen, daB die Funktionen X (wu, v) = F(x(u, v), y(u,v)) und Y (wu, v) 


= G(x(u, v), y(u, v)) eine der asymptotischen Darstellungen (I) oder (II) be- 
sitzen. Im Falle (I) findet man 


a(z, a(x, , ok + 4 
tas = Fax) ela + B?) In (y2 + 62)'/sr*+!—2 eos [(k—1) — Pol +o(rt*"-2)} 


fiir r+ 0, wobei @p eine feste reelle Zahl bedeutet. Wegen k + / steht dies im 
Widerspruch zu 2, y,—2,y,20. Im Falle (II) hat man zunichst k = 2 
(wegen (2, Y¥,— 2» Yu)u—»—o= 0). Ferner. laBt sich eine positive Zahl r so be- 
stimmen, daB x(u, v)?+ y(u, v)?> 0 fir u?+ v?= 7? ausfallt und die Gleichung 


. 1 : 
12a $ CONES. iy(u,))=+k 


besteht. Setzt man 


in = +: $ 7 [(at™ (u, v) — af™ (0,0)) + i(y™ (uw, v) — y™ (0,0))] . 
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so gilt wegen Voraussetzung (2) und 2”) y”) — 2” y¥™ > 0 (m= 1,2. ...) 
die Gleichung j,,=+ 1. Aus Voraussetzung (1) folgt daher j,,=j fir 
m= WN, also k= + 1, was ein Widerspruch ist. Damit ist gezeigt: Wenn 
Ly Yo— XY, fir u = u,, v = v, verschwindet, so gibt es ein ¢ > 0, so daB fiir 
(u— u,)?+ (v—v,)*<e* die Gleichung z,y,— 2z,y,—0 besteht. Hieraus 
folgt aber wegen (x, Y¥,—2yYu)u—u,,e=r, = 0, dab die Funktionaldeterminante 
identisch in G verschwindet, womit Satz 1 bewiesen ist. 

Aus diesem Ergebnis folgt unmittelbar der oben erwahnte Satz von 
H. Lewy [8] fiir den Fall, daB die Koeffizienten a(zx, y),.... d(x, y) eine 
Lipschitzbedingung erfiillen, nimlich 

Satz 1’. Es seien x(u,v) und y(u, v) zwei in einem Gebiet G zweimal stetig 
differenzierbare Lésungen der Differentialgleichungen 


Az= a(x, y) (xz + x) + b(z, y) (yu Yu Ly Yr) + c(2z, y) (yz . yz) + 
+ d(x, y) (X, Yo— LyYu) >» 


d i’ a(x, y) (2% + xt) + b(x, y) (yu Yut Ly Yo) Tr e(z, y) (Yu 7 y;) T 
+ d(x, y) (Xu Y%o— Ly Yu) 


wobei die Funktionen a(x, y)...., d(x, y) in einem die Punktmenge 
M= {x= z(u,v), y= y(u,v); (u,v) € G} enthaltenden Gebiete einer Lipschitz- 
bedingung geniigen. Auperdem sei die Abbildung (u,v)—+(x(u,v). y(u, v)) 
eineindeutig. Dann ist x, y,— 2, y,+ 0 in G. 


§ 2. A-Priori-Abschaitzungen 


In diesem Paragraphen sollen A-Priori-Abschaitzungen fiir die Lésungen 
von Systemen der Form (8S) gewonnen werden. Die Hauptschwierigkeit liegt 
dabei in der Abschitzung der ersten Ableitungen der Funktionen z(u,v) und 
y(u, v). Die Beweise schlieBen sich eng an eine Arbeit des Verf. [5] sowie von 
Nagumo [12] an und beruhen auf einer Verfeinerung der von E. Horr [6] 
und J. ScHaupDER [17] bei linearen elliptischen Differentialgleichungen an- 
gewandten Methoden. Zunichst gilt 

Hilfssatz 3. Es seien x(u,v) und y(u,v) zwei in einem Gebiet G der u-v- 
Ebene zweimal stetig differenzierbare reelle Funktionen, die den Differential- 
ungleichungen 


1 1 ‘ ‘ ‘ 
|4 2| S99 (te + 23+ YE+ Ys) und |A yl S>oH (zat w+ HE+ He) 


geniigen, und es sei x(u,v)®+ y(u,vP?s1 fiir (u,v) ¢G. Dann besteht fiir 
(u, v) € G die Ungleichung 


2 400 
tt t+ Yat Ves Fu oF? 


wobei (u,v) den Abstand des Punktes (u,v) vom Rande von G bedeutet. 
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Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf man annehmen, daB G mit 
der Kreisscheibe u?+ v? < R? zusammenfallt und die Funktionen x(u, v), y(u, v) 
fir u?+ v? < R? zweimal stetig differenzierbar sind. Man setze w = u + i v8) 


und M = Max (R— |w}|) (22+ 22+ y2+ y%)'*. Dann gibt es ein w, mit 
jo\ = R 
|w,| < R und 
M 
R— |w,| ° 


(eet 2+ Yet Ye) he=w, = 
Fir 0 < r <r, = R — |w,| gelten die Identitiaten 


[ay = t Lele =, 


1 x(u, v) l i = 1 l 
~ Ri f fo wy 2’ — Ba Sf a ie *) ee 


w—w|=r 
und 
[Yu ait t Pols « Ws 


l y(u, v) ] Fi TT) Ww — LU — L ) 
oy f aa dw — ax If (u iy) ( = z) lydudv. 


w—- wv, =7T 


Daraus folgt 


2 2 9 9,1! 1 § 9 oe)! 
[(x3 + 22 + y2+ y2)""lenw, S P  [2(w, w+ y(w, vt] |dw| + 


ar 
w wv =—T 


1 [(Ax)? + (Ay)*] 
= Sf er 7 — a dudv. 
“ 


sr 


Nach Voraussetzung hat man die Ungleichung 


[(4 z+ (4 y]" < |42| + |Ay| = (x5 + 23+ yet ye). 


Setzt man jetzt r= #@r, mit 0< #< 1 und beachtet die fir |jw—w,)| <r 
giltige Ungleichung 

Rag ep ape Mu 
T+ tut WRT Hy 


so entsteht 


i Me 

ro — 0 | 5Or,(1 — 0)? 

oder 
2 M6 
M=%6 * ao; 
; 10 
fir 0< #< 1. Angenommen, es sei M > 20. Dann setze man # Ww: Es 
: P l M l F - ‘ 

wird 0<9< — und M: 5 (1 . a) M, was ein Widerspruch ist. 


Also hat man MV < 20, womit die Behauptung bewiesen ist. 
Aus diesem Ergebnis erhalt man A-Priori-Schranken fiir die Lésungen 
von Systemen der Form (8), namlich 


*) Die komplexe Schreibweise w = u + iv wird auch im folgenden gelegentlich be- 
nutzt. 
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Satz 2. Voraussetzungen: (1) Es seien x(u,v) und y(u, v) zwei Funktionen, 
welche in einem Gebiet G zweimal stetig differenzierbar sind und dort den Diffe- 
rentialgleichungen 

A x= a(x, y) (xi + 2h) + B(x, y) (tuYu + TeYe) + 
+ (x, y) (yi + 2) + d(x, y) (ZuY%e— ZoYu) 
A y= G(x, y) (x2 + x2) + B(x, y) (%u¥ut Zee) + 
- e(x, y) (yi + y2) + d(x, Y) (ZuYo— TeYu) 
geniigen. 


(2) Die Funktionen a(x, y), .. d(x, y) seien fiir z?+ y®< 1 einmal stetig 
differenzierbar, und es os die og seg 


ja(x, y)| S 3p , d(x, y)| < : 
00 500 a+ <1, 
sjsu... [fsa 
\da = ey ae : 


wobei M eine feste positive Zahl bedeutet. 
(3) Es sei x(u, v)?+ y(u, vs 1 fiir (u,v) €G. 
(4) Es sei R eine positive Zahl und Gp die Menge aller Punkte w < G, deren 
Abstand vom Rande von G gréfer als R ist. 
Behauptung: Es gelten Ungleichungen der Form 
|z,| < XK,(R),..., lye! < K,(R); 
fiirweGy 
\tun! S Ky (R, as «> Yeu! S Kq(R, M)} 
und 
K@ealo ae, on, (Sealy = w,| Ss K,(R, M, bh) lw, sagt w,|" | 
‘ fiir w,, ww, Gp 
. we | « und 0O<y< 1, 
a (Seclw=w,! = K,(R, M, #) |w, coe w,|" 
wobei K,, Ky, Ks endliche positive GréBen bedeuten. 
Der Beweis beruht auf Hilfssatz 3 und wohlbekannten potentialtheoretischen 
Satzen und kann iibergangen werden. 


§ 3. Abschitzung der Funktionaldeterminante 


Wir gehen jetzt dazu iiber, fiir die Funktionaldeterminante |x, y,— x, y,| 
quantitative Abschitzungen nach unten zu gewinnen (Satz 3). Zu diesem 
Zweck bendétigen wir folgende Lemma’), welches im wesentlichen von LEBESGUE 
herriihrt'®) und das wir in folgender Form aussprechen: 

Hilfssatz 4. Voraussetzungen: (1) Es seit z(u,v) = x(u,v) +t y(u, v) eine 
fiir \w| < 1 einmal stetig differenzierbare Funktion, fiir welche 


Sf (\zy/?+ |z,|?)dudv< N< x 
|jw\ <1 5 
ausfallt. 


4) Es ist ci eine direkte Folge aus Lemma 3.1 von Covrant [1]. 
1°) Vgl. H. Lepescvs [71]. inshesondere S. 388 
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(2) Die Funktion z = z(u, v) bilde die Kreisscheibe |w| < 1 eineindeutig und 
stetig auf die Kreisscheibe |z| < 1 ab, und es gelte z(0,0) = 

Behauptung: Fiir |w| <1, |w |= 1 und |w—w,|<6< 1 gilt die Un- 
gleichung 


"aN 
le(u, v) — 2(t, v9)| < (2+ 2) ]/4=-. 
log 7 
Satz 3. Voraussetzungen: (1) Es seien X(u,v) und Y(u,v) zwei fiir |w|<1 
zweimal stetig differenzierbare Funktionen, welche den Differentialgleichungen 
AX = A(X, Y) (X2+ X?) + B(X, Y) (X, Y,+ X,Y,)+ 
+ O(X,Y)(Yi+ ¥) + D(X, Y) (X.¥.—X,¥,), 
1 ¥Y = A(X, Y) (X2 + X2) + B(X, Y) (X, Y,+ X,¥,)+ 
+ 6(X,¥)(¥2+ ¥2) + D(X, Y) (X,Y,— X.¥,) 
geniigen, wobei die Funktionen A(X,Y),..., D(X, Y) fiir X*+ Y?< 1 einmal 
stetig differenzierbar sind und die Ungleichungen 


! _ 1 
|A(X, Y)| S sop > - - > D(X, Y)| S gop 5 
aA \aD| _ 
tid ion igy| =U <x 


erfiillen. 
(2) Die Funktionen X = X(u,v) und Y = Y(u,v) bilden die Kreisscheibe 
u2+ v? < 1 eineindeutig und stetig auf die Kreisscheibe X*+ Y? <= 1 ab, und es 
gelte X (0,0) = Y(0, 0) = 0. 
(3) Es set 
Sf (Xb+ X24 Yi+ Y2)dudveN<o. 
w—v<l 
Behauptung: Fiir \w| < R < 1 gilt eine Ungleichung der Form 
|X, Y,— X,Y,| = A(R, M, N) > 0 


wobei 2(R, M. N) eine nur von R, M, N abhiingige positive Zahl bedeutet. 
Beweis"). (1) Nach Satz 1’ ist X, Y,— X, Y,+ 0. Ohne Beschriinkung der 

Allgemeinheit dirfen wir X, Y,— X, Y,,>0 voraussetzen. Angenommen, die 

Behau’ ‘ung sei falsch. Dann gibt es eine Folge von Funktionenpaaren 

{X,(u, v), Y,(u, v)}, die den Voraussetzungen von Satz 2 geniigen, und eine 

Punktfolge {w,} mit |w,| < R, so daB 

o(X,, =o | 

A(u, v) 


> 


lim 


kx 





gilt. 


1) Ich folge hier einer Beweisanordnung, die Herr P. W. Bera in einer demniachst 
in den Transactions of the American Mathematical Society erscheinenden Arbeit gegeben 
hat, um unter geeigneten Normierungsbedingungen den Ausdruck X2 + X?2 + ¥?2 + Y? 
nach unten abzuschatzen, wenn die Funktionen X (u,v) und Y (u,v) einem linearen ellipti- 
schen System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung geniigen. 


Elliptische Systeme von Differentialgleich 423 


mo ~) 








Aus Satz 2 entnimmt man die Existenz einer Teilfolge {k,} der natiirlichen 
Zahlen, so daB die Funktionen X,, (u,v) und Y, (u,v) nebst ihren partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung gleichmaBig in jeder Kreisscheibe 
|w| < R’< 1 gegen zwei in |w| < 1 zweimal stetig differenzierbare Funktionen 
X (u,v) und Y(u, v) konvergieren und die Gisichung wee nw, = w* mit jw*|< R 
besteht. Die Grenzfunktionen X(u,v) und Y te. a geniigen Differential- 
gleichungen der Form 

AX = A(X, Y) (X2+ X2) + B(X, Y) (X, Y,+ X,Y,)+ 
+ C(X,Y) (YE + Y?) + D(X, Y) (X,, Y.— xX, Y,) ’ 
AY = A(X, ¥) (Xi+ X2) + B(X,¥) (X.¥,+ X.¥,) + 
+ O(X, ¥)(¥E+ ¥2) + D(X,¥) (X.¥.—X¥,), 
wobei die Funktionen A(X,Y), . . ., D(X, Y) fir X2+ ¥?< 1 die Ungleichungen 
1 oo l 
erfiillen und dort einer Lipschitzbedingung geniigen. Ferner ist 
X(u, v)?+ Y(u, v/s 1 und X(0,0) = Y (0,0) = 0 fiir jw] < 1; 
und wegen Satz 2 hat man die Gleichung [X, Y,— X, Y,],..* = 0. Offenbar 
ist A(X*+ Y¥*) = 2(X2+ X24 ¥2+ ¥2)+2XAX+2YAY20, dh. die 
Funktion X(u, v)?+ Y(u, v)* ist subharmonisch fiir |w| <1. Also hat man 
fiir |w| < 1 die Ungleichung X (u, v)*+ Y(u, v)*< 1. Da auBerdem fiir jedes 
v=1,2,... die Abbildung (w, v) > (X,, (u,v), ¥,,(u, v)) eineindeutig ist, so 
sind alle Voraussetzungen von Satz | erfiillt, und es ergibt sich X, Y,— X, Y, =0 
fiir |w| < 1. 

(II) Wir wollen zeigen, daB dies unméglich ist. Man setze Z, (u, v) 
= X,,(u,v) +t ¥,,(u,v). Die Abbildung w—Z, (u,v) erfillt fir jedes 
y= 1,2, ...die Voraussetzungen von Hilfssatz 4. Ist daher 6 eine reelle Zahl 
mit 0 < 6< 1 und (2+ 2) ata <'/,, so hat man fir jw| > 1—6=r und 

log = 

6 
v=1,2,... die Ungleichung |Z, (u, v)| > 7/,. Daraus schlieBt man, dab die 
Funktionen X,, (u,v) und Y,, (uw, v) die Kreisscheibe |w| < r auf ein Gebiet D, 


eineindeutig und stetig abbilden, welches die Kreisscheibe X*?+ Y*< */, ent- 
halt. Es folgt 


ff eT an do— [Jaxer ff adXdY=7. 
\jwl|sr >, ap ay 





Durch Grenziibergang (v > co) erhélt man 
a(X, Y) n 
Sf 0(u, v) dudv =7° 
|u| Sr 


was mit der Relation X, Y,— X,¥,=0 im Widerspruch steht. Damit ist 
Satz 3 bewiesen. 
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§ 4. Monge-Ampéresche Differentialgleichungen vom elliptischen Typus 

Wir wollen nun die bisher gefundenen Resultate benutzen, um die in der 
Finleitung angekiindigten A-Priori-Abschaitzungen fiir eine Klasse Monge- 
Ampérescher Differentialgleichungen vom elliptischen Typus zu gewinnen. 
Die Beweise stiitzen sich dabei auf den fundamentalen Zusammenhang der 
Monge-Ampéreschen Gleichungen mit elliptischen Systemen der bisher be- 
trachteten Art. Die fiir die Gewinnung der A-Priori-Schranken erforderlichen 
Tatsachen sollen in dem folgenden Hilfssatz ohne Beweis zusammengestellt 
werden. 

Hilfssatz 5. Hs sei z(x, y) eine in einem Gebiet G dreimal stetig differenzier- 
bare Funktion, deren dritte Ableitungen in jedem endlichen abgeschlossenen Teil- 
bereich von G eine Hélderbedingung erfiillen. Ferner geniige die Funktion 
z= 2(x, y) der Differentialgleichung 


F=Ar+2Bs+Ct+rt—s—E=0, 


wobei die Koejfizienten A = A(x, y,z, p,q),...,H = E(x, y, z, p,q) als Funk- 
tionen der Variabeln x, y,z, p,q in einer Umgebung eines jeden Punktes der 
Punktmenge 


PD = {(x, y, z(x,y), p(x, y), a(x, y)); (x, y) © G 


zweimal stetig differenzierbar sind und dort die Ungleichung A C— B*+ E>0 
erfiillen’*). Dann gibt es zu jeder in G enthaltenen Kreisscheibe (x — x,)?+ 
+ (y—y,)?s R* ein reelles Funktionenpaar {u(zx, y), v(x, y)} mit folgenden 
Eigenschaften : 

(1) Die Funktionen u = u(x, y) und v= v(x, y) bilden die Kreisscheibe 
(x — x,)?+ (y— y,)?S R? eineindeutig und stetig auf die Kreisscheibe u* + v? <1 
ab, und es gilt 

U(2, Y;) = ¥(%, y¥,) = 0. 

(2) Die Funktionen u(x, y) und v(x, y) sind fiir (x — x,)?+ (y— y,)?< R? 
zweimal stetig differenzierbar und geniigen den zur charakteristischen Diffe- 
rentialform ® = F,d 22— F,dxdy + F,dy* gehérigen Beltramischen Gleichungen 

(B—s)v,+ (C+r)x, 
t= Fh 
_ —(A+bv,—(B—8)y, | 
a Als 

(3) Fiir (x — x,)?+ (y— y,)?< R? gilt u,v,— u,v, + 0. 

(4) Die Umkehrfunktionen z(u,v) und y(u, v) geniigen fiir u® + v?< 1 einem 
elliptischen System von Differentialgleichungen der Form: 





A=AC—B+E. 





Tuu + Lov = hy (xi + x?) - he (Yu Ly Yo) i hs (yz + y2) + ha (Zu Yo Ly Yu) ’ 
Yuu + You = hy (ay + 2h) + he (tu Yut LoYo) + hg (Yet YF) + ha(ZuYo— Te Yu) 


%) Auf Grund allgemeiner Differenzierbarkeitssatze von E. Horr [6] und L. Nrren- 
BERG [13] kann die Voraussetzung, daB die dritten Ableitungen der Funktion z(zx, y) 
existieren und hdélderstetig sind, durch die schwachere ersetzt werden. daB z(x, y) in G 
zweimal stetig differenzierbar ist. 
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mit 
h,= B,—44-1(4,+ p4,—C A,+ BA,), 
h,= — B,— A,—44-(4,+ ¢4:+ BA,—AA,), 
h,= A,, 
hy= 4~'*(A,+ By+ p A,+ q B,—C A,+ B B,—44,+ BA,—A B,); 


Q 
— 


= —C,— B,—44-(4,+ pA,—C A,+ BA,), 

B,— + 4-(4,+ ¢4,+ BA,—AA,), 

a= 47" (B,+ Cy+ p B+ qC,—C B,+ BC,—AC,+ BB,—+}A,). 
(5) Es gelten die Darstellungen: 


Si Sl Sl 
iS 


a 


a 





A+t_  *“+% B-s 2%+2y% C+e g+9 





Als lu Yr — z, Yu ; Al Tu Yo — Te Yu , A Tu Yo — Te Yu 


Hieraus erhailt man A-Priori-Abschitzungen der Lésungen Monge-Ampére- 
scher Gleichungen fiir den Fall, daB die Funktionen A,,.. ., hy nur von 2, y 
abhangen, namlich 

Satz 4. Voraussetzungen: (1) Es sei z(x, y) eine in einem Gebiet G dreimal 
stetig differenzierbare Funktion, deren dritte Ableitungen in jedem endlichen 
abgeschlossenen Teilbereich von G eine Hélderbedingung erfiillen. Die Funktion 
z = 2z(x, y) geniige fiir (x, y) € G der Differentialgleichung 


Ar+2Bs+Ct+rt—s=E, 


wobei die Koeffizienten A = A(x, y,2z, p,q),...,H = E(x, y,z, p,q) in einer 
Umgebung eines jeden Punktes (x, y,z, p,q) €Y zweimal stetig differenzierbar 
sind, 
(2) Die Koeffizienten A, B,C, E geniigen fiir (x, y,z,p,q) «DB den Un- 
gleichungen 
|A|sa,..., |All Sa; 


|A,|sa,..., |Z,| Sa; 
|Azel Sa,..., |B | Sa 
und A = AC — B*+ E = a mit einer positiven Zahl «"*). 


(3) Die in Hilfssatz 5 erklairten Funktionen h,, .. ., hy seien von z,p und q 
unabhingig und erfiillen Ungleichungen der Form 
| ah, | | ah, | 
92 | =P < OB, .< »lOy| 
(4) Fiir (x, y) € G sei |p| < y < © und \q| Sy < ~. 
(5) Es sei G, die Menge aller Punkte (x, y) « G, deren Abstand vom Rande 
von G gréBer als eine positive Zahl d ist, und yu eine reelle Zahl mit 0 < yw < 1. 


SB < o fiir (x, y) €G. 


'8) Vgl. die FuBnote auf S. 424. 
Math. Ann. 131 29 








426 Ernarp HEInz: 


Behauptung: Es gelten Ungleichungen der Form 
Ir] < Q (a, B, y,d)<o,..., lt] SQ (a, 8, y,d) <2 
Irz| s Q2(«, B, Y> d) et It, Ss Q2(a, B, y,d) <0 
und 


fiir (x, y) € G, 


\r(24, Y1) — Te (Xe. Yo)! S Qg(a, B, y, ad, gm) [(ey— %2)*+ (¥r— y2)* 1"? 


lop. 4) — tyes Yad] S Qala, Bs 7s ds se) [Cy a)? + (ra— ya)?" 
mit Q,(«. B, y, d, u) < 7% fiir (x,, y,) € Gq und (x5, ya) € Go. 
Beweis: Wegen (2) hat man Ungleichungen der Form 
lh,| S a* (a, y),..., thal < a* (a, y) 
mit 0< «*(a, y) < cc fiir (x, y) € G@. Es sei (2,, y,) € @, und 


ie Min ( sopas »4)- 


GemaB Hilfssatz 5 gibt es eine eineindeutige und stetige Abbildung x = x(u,v), 
y = y(u, v) der Einheitskreisscheibe u? + v? < 1 auf die Kreisscheibe (2 — x,)* + 
+(y—y,)?s & mit 2(0,0) = 2, und y(0,0)= y,, so daB die Funktionen 
x(u, v) und y(u, v) fiir u?+ v?< 1 den Differentialgleichungen 
Luut Loy= hy (ae + 22) + he (tuYut ToYo) + hglyi + ys) + ha (tuYo— Leu) - 
Yuut Your= hy (x2 > x3) + he (u Yu Ly Yu) - h 3(¥i + y2) + hala, Yo— TrYu) 
geniigen und die Darstellungen 


A+t 2#+23 B—8 — %%t+%y% Cr wry; 





Als Tu Yo — To Yu , Als TuYo — Te Yu 2 A Is Tu Yo — Te Yu 


gelten. Es sei g eine reelle Zahl mit 0 < 9 < 1. Dann gibt es eine reelle Zahl 6, 
mit 0 < 6,< 6, so daB das Bildgebiet G der Kreisscheibe R = {(x — 2,)? + 
+ (y— y,)*< 63} bei der Abbildung (x, y)—>(u, v) die Kreisscheibe u? + v? < 0? 
enthalt. Es folgt 


I (zz2+ a2+ y2+ yi)du dvs ff (e+ r+ yit+ y2)dudv 
uv P S 


OEE Saar as dxdy| < 


s ae fl + |C\)dady +/$ (-ade+ pay) 
g R’ 





a’s| | | (4+ C+r+H) dzdy) 
“R 


Sa Qaadjt+4aydj}s2aa' P+ 4aa’yd 
fiir 0 < o < 1 und somit 


Sf (4+ 24+ + R)dudvs2ax: P+ 420" yd. 
ti e<1 
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Setzt man also 
X (u, v) — 


x(u, v) — 2 


—— ~und Y(u, v) = y¥(u,%)— nm 


}é > 
ferner 
H, (X,Y) = dh,(z,+ 6X, y,+ OY), ..., A(X, ¥) = dhy(a,4+ 6X, y,+6Y), 


so erfiillen die Funktionen X(u,v), Y (u,v); H,(X, Y),...,H,(X,¥) alle 
Voraussetzungen von Satz 2 und Satz 3 mit 


M = & B und N = 2274'*+424'*y 6"; 
und man erhilt fiir u?+ v?< R?< 1 eine Abschitzung der Form 
|X, Y¥,— X, Y,| 2 A(R, M, N) = A,(R, «, B, y,d) > 0. 


Daraus sowie aus den Darstellungen 

e+ 7 
X,Y,—X,Y, 
X.Y.+X.¥, 
X, Y¥,—X,.Y, 
y X&+x2 

t_—A+ A" yy Fy. 

erhalt man durch Anwendung von Satz 2 die Behauptung. 

In dem Falle, wo die Koeffizienten A, B, C, E nur von den Variabeln x, y 
abhangen, gelten offenbar Abschitzungen der Form 


r=—C+ A’ 


8 = B— A’: 


(u2+ u?< 1), 


Gh, 
Ox 


ah, 


= B(a) < o,..., ay 


S B(a)<oo. 


Ferner lassen sich in diesem Falle auf Grund einfacher Konvexitatsbetrach- 
tungen leicht A-Priori-Abschatzungen fiir die Ableitungen p,q angeben, falls 
man eine Schranke fiir |z| kennt. Man erhalt so den 

Satz 4’). Voraussetzungen: (1) Es sei z(x, y) eine in einem Gebiet G dreimal 
stetig differenzierbare Funktion, deren dritte Ableitungen in jedem endlichen 
abgeschlossenen Teilbereich von G eine Hélderbedingung erfiillen. Die Funktion 
z = z(x, y) geniige der Differentialgleichung 


Ar+2Bs+Ct+rt—#=E, 


wobei die Koeffizienten A = A(z, y),..., £2 = E(x, y) fiir (x, y) < @ zweimal 
stetig differenzierbar sind. 
(2) Die Koeffizienten A, B, C, E geniigen fiir (x, y) < G@ Ungleichungen der 
Form 
|Alsa,..., |E| Sa; 
|A,|Sa,..., |£,| Sa; 


|A,el Sa,..., |Ey,| S a; 


A=AC— B+ E= a! mit einer positiven Zahl x»). 


44) Vgl. dazu H. Lewy [9], Theorem 2’. 
15) Vgl. die FuBnote auf 8. 424. 
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(3) Fiir (x, y) € @ sei |z(x, y)| SB < &. 

(4) Es set Gz die Menge aller Punkte (x, y) «G, deren Abstand vom Rande 
von G gréfer als eine positive Zahl d ist, und yu eine reelle Zahl mit 0< yw < 1. 

Behauptung: Es gelten Ungleichungen der Form 


lp| = W, (a, B, d). lq] < W,(a, B, d) 
lr| sS W,(a, 8, d)..... \t] < Wala. B, d). 
lr,| S W,(a, B,d)..... ty] < Wala. f. d) 


fiir (x, y) € Ga mit W, < «~, W, < 0 und W, < ~. und 
Ir2(2y, Y¥) — T2(%e, Yo)| S Wala, B,d. mw) [(x, — x2)* + (y, — yo)? )”* 


lty (2, Yr) — ty (Xe. Yo)| S Wala, B.d. w) [(xy, — x2)? + (yy — yo)? }"* 
fiir (x1, yy) © a. (Le. Yo) € Ga mit Wy< ~. 
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Der Durchschnittsgrad hypercharakteristischer Filter 
Von 
Max LanpsperG in Dresden 


Einleitung und Ergebnisse 

Die Begriffe Filter, Ultrafilter verstehen wir im Sinne von Boursakr [4]. 
Die Machtigkeit einer Menge A wird mit A bezeichnet. 

Einige Bezeichnungen entnehmen wir einer Arbeit von J. Scumipr [10] 
und dem Buch von N6BE LING [9] iiber analytische Topologie. @ sei ein Filter 
auf der Menge A, m sei eine transfinite Kardinalzahl. ® wird prinzipal genannt, 
wenn es eine nicht leere Teilmenge Vv von A gibt, so daB @ aus allen XC A 
mit McX besteht. Man bezeichnet ® als einen m-Filter, wenn fiir jede 
Familie (F;), , Yon Filterelementen mit J <m auch 1 F; ein Element von p 


ied 
ist. Ist insbesondere 4 = x, so bilden alle X< A mit A — X < x, den sog. 
charakteristischen Filter ®, von A; ein Filter auf A, der feiner als D, ist, 
wird hypercharakteristisch (hyperch.) genannt. 

Wesentlich fiir die weiteren Angaben ist nun die folgende 
Definition. Es sei ® ein hyperch. Filter auf der (unendlichen) Menge A und 
d(®) die kleinste Kardinalzahl m, fiir die ® kein m-Filter ist. Wir wollen 
>(®) den Durchschnittsgrad von ® nennen. 

Offensichtlich ist x, < d(®) : A, und %, ist der Durchschnittsgrad des 
charakteristischen Filters von A. Existiert auf der (unendlichen) Menge A 
auch ein hyperch. Filter ® mit }(®) = 4? Es ergibt sich die folgende Antwort. 
Auf A existiert genau dann ein hyperch. Filter mit dem Durchschnittsgrad A, 
wenn A nicht mit einer erreichbaren Grenzzahl zusammenfallt. Hierbei soll 
eine transfinite Kardinalzah] m erreichbar heiBen, wenn 3° m, 2 m ist fir 

jes 
eine gewisse Menge J mit J < m und eine gewisse Familie (m,), , von Kardinal- 
zahlen mit m;< m(j € J). 

Das sind alles noch recht einfache Verhiltnisse. Schwierig wird die Sach- 
lage, wenn man sich mit dem Durchschnittsgrad hyperch. Ultrafilter beschaftigt 
Hierbei kommt man sofort in die den Grundlagen der Mengenlehre anhaftende 
Problematik hinein. Einerseits laB8t sich mit Hilfe des Zermelo-Fraenkelschen 
Axiomensystems die Existenz hyperch. Ultrafilter, deren Durchschnittsgrad 
gréBer als x, ist, nicht feststellen; das folgt aus bekannten Untersuchungen 
iiber die Axiomatik der Mengenlehre und aus dem weiter unten bewiesenen 
Satz, daB der Durchschnittsgrad-eines hyperch. Ultrafilters stets eine Kura- 
towskische Kardinalzahl sein muB. Andererseits ist es bisher nicht gelungen, 
die Nichtexistenz hyperch. Ultrafilter, deren Durchschnittsgrad gréBer als x, 
ist, zu beweisen. 
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Um eine diesen Verhiltnissen entspringende Alternative kurz formulieren 
zu kénnen, fiihren wir noch die folgende Bezeichnung ein. Wir wollen eine 
Kardinalzahl m prinzipal nennen, falls eine Menge A mit A = m existiert, 
so daB alle Ultrafilter auf A, die zugleich x,-Filter sind, prinzipal sind. Selbst- 
verstindlich sind alle endlichen Kardinalzahlen prinzipal; eine unendliche 
Kardinalzahl m ist offenbar genau dann prinzipal, wenn es eine Menge A 
mit 4 = m gibt, so daB jeder hyperch. Ultrafilter auf A den Durchschnittsgrad 
X» besitzt. 

Die angekiindigte Alternative besagt nun folgendes. Entweder sind alle 
Kardinalzahlen prinzipal oder die prinzipalen Kardinalzahlen bilden einen 
Abschnitt 8, der (wohlgeordneten) Klasse 8 aller Kardinalzahlen, wobei t eine 
ganz bestimmte Tarskische Zahl mit t > x, ist. Ist im zweiten Fall A eine 
Menge mit A = t und ®ein hyperch. Ultrafilter auf A, so ist entweder d(®) = x, 
oder d(®) = t. 

Auf die engen Beziehungen, die sich zwischen den letzten Aussagen und 
gewissen maBtheoretischen Betrachtungen (Banacu [2]; UxLam [11]) und 
einer damit wiederum zusammenhangenden funktionalanalytischen Problem - 
stellung (Mackey [7] und [8], S. 180/181; Donoguus-Smirx [6], 8. 3°/; 
BovursakI [3], S. 11 und [5], 8. 15, FuBnote) herstellen lassen, gehen wir in 
dieser Note nicht ein. 
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Satz 1. Genau dann existiert auf der unendlichen Menge A ein hyperch. 
Filter mit dem Durchschnittsgrad A, wenn A nicht mit einer erreichbaren 
Grenzzahl zusammenfiallt. 

Hilfssatz 1. Ist ® ein hyperch. Filter auf der Menge A, so ist F => d (®) 
fiir jedes Filterelement F. Ist M eine Teilmenge von A mit M < d(®), so 
ist A — M ein Element des Filters @. 

Beweis von Hilfssatz 1. Nur der zweite Teil des Hilfssatzes ist zu beweisen. 
Fiir jedes y¢ M gehért F,= A —{y} zu ®; dasselbe gilt wegen M < d(®) 
auch fiir at F,. ean” n F,= Ai (A — {y}) = A — M ist alles gezeigt. 


Beweis ‘vite Satz 1. ") @ sei ein hyperch. Filter auf der (unendlichen) 
Menge A mit 0(®) = A. Wir nehmen an, da® 4 eine erreichbare Grenzzahl 


ist; es ist also ¥’m;= A fiir eine gewisse Menge J mit J < A und fir eine 
ied 

Familie (m,);-,; von Kardinalzahlen mit m,; < A (j¢J). Es gibt somit eine 

Zerlegung A =UA,; von A in ein System von Teilmengen A;C A mit 


i¢cd 
A, < A = }(®) (j¢ J). Nach Hilfssatz 1 ist A — A; ¢ @ fiir jedes j ¢ J. Daher 
gehért auch (A — A;) zu ®. Andererseits ist aber f(A — A;) leer wegen 
ied ied 

U A; = A. Widerspruch. (II) A falle nicht mit einer erreichbaren Grenzzahl 
i¢J 

zusammen. (II,) A sei eine nicht erreichbare Grenzzahl, d. h. eine Kuratows- 
kische Zahl. Alle XC A mit A—X <A bilden einen hyperch. Filter ®. 
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Fir A = x, ist ® mit dem charakteristischen Filter ®, identisch, und es ist 
d(®) = A. Es sei nun A + x, m eine transfinite Kardinalzahl mit m < A, 
(F,.)x-x eine Familie von Elementen des Filters ® mit K < m. Aus 9 F, =F 
keK 
folgt U (A —F,) = A —F und hieraus wieder A— F < § A—F, < A. F gehért 
keK kek 
also zum Filter, ® ist somit m — Filter fiir jedes (transfinite) m< A. Daher 
ist auch jetzt wieder }(®) = A. (II,) A sei keine Grenzzahl, n sei die unmittelbar 
vor A stehende Kardinalzahl. Alle X CA mit A—X <n bilden einen 
hyperch. Filter ®. Es sei (F,),<x eine Familie von Filtermengen mit K < n 
und F=F,. Aus U(A—F,) = A—F folgt dQ—F < ¥ A—F, <F-n, 
keK keK KEK 
also A— F <n. F gehort daher zu 9, @ ist ein n-Filter, es ist somit }(®) = A. 
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Satz 2. ® sei ein hyperch. Ultrafilter auf der Menge A. AuBerdem sei 
d(®) = A. Dann ist A eine Grenzzahl. 

Zum Beweis ziehen wir zwei Hilfssitze heran. 

Hilfssatz 2. ® sei ein hyperch. Ultrafilter auf der Menge A, F sei ein 
Element von ® und F =U A, eine Zerlegung von F mit J < 0(®). Dann 
gehért mindestens ein A; ms ‘©. 

Beweis von Hilfssatz 2. Wir nehmen an, daB kein A; zu ® gehért. Da ® 
ein Ultrafilter ist, gilt dann F —A,¢@ fiir jedes j¢ J. Wegen J < d(@) 
gehOrt einerseits ( (F — A;) zu ®, andererseits ist aber dieser Durchschnitt leer. 
Widerspruch. = 

Hilfssatz 3 (vgl. Utam [11], S. 143). M sei eine unendliche Menge, @ sei 
keine Grenzzahl, n sei die unmittelbar vor WM stehende Kardinalzahl, L sei 
eine Teilmenge von M mit L =n. Dann existiert eine Matrix (Agy)\z,yycLxM> 
deren. Elemente Teilmengen von M sind und die die folgenden Eigenschaften 
besitzt : 

1. Fiir jedes x ¢ L ist die Familie (A,,),-, disjunkt. 

2. Fiir jedes y¢ M ist M— U A,, = R, eine Teilmenge von M mit R, <n. 

2éL 

Beweis von Hilfssatz 3. M sei wohlgeordnet durch ¢. Wir kénnen 
annehmen, daB fiir jedes y ¢ M die Menge M, = {z ¢ M:zC y} eine Miachtig- 
keit M,< n= T hat. Mit Hilfe des Auswahlaxioms ergibt sich auf der Menge 
aller (y,z) (y¢ M,z¢ M,) die Existenz einer Funktion g, deren Werte 
Elemente von L sind und fiir die bei festem y aus z,z’¢ M,, z+ 2’ stets 
p(y, z) + ply, 2’) folgt. Fiir jedes (x, y)<¢ L x M sei nun A,, die Menge aller 
z2Q2y mit ¢(z, y) = x. Dann gilt: 

a) Fir y+y’ ist A,yAzy leer; denn aus z¢ A,y, z€ Azy wiirde 
p(z, y) = p(z, y’) folgen, was wegen y+ y’ nach unseren Voraussetzungen 
iiber die Funktion @ nicht méglich ist. Damit ist 1. gezeigt. 
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b) Es sei y aus M gegeben und z2 y. Ist p(z, y) = u, so gehort z zu A,,y. 

Also enthalt U A,, alle z¢ M mit z2y. Also ist R, = M—U A,, eine Teil- 
zeL reL 
menge von M,. Wegen R, < M, < n ist damit auch 2. gezeigt. 

Beweis von Satz 2. Wir nehmen an, daB A keine Grenzzahl ist. n sei die 
unmittelbar vor A stehende Kardinalzahl. Wir machen nun vom Hilfssatz 3 
mit M = A Gebrauch. In jeder Spalte der Matrix (A,,)2, yer. gibt es dann 
mindestens ein Element, das zu ® gehért. Denn ist y ¢ A gegeben, so gehért R, 
wegen R, <n< A = d(®) nach Hilfssatz 1 nicht zu ®; wegen RV ( U Ass) =A 

2éL 


und ZL = n< A = 0(®) gehért nach Hilfssatz 2 mindestens ein A,, zu @. 
Wegen L< A muB es mindestens eine Zeile in der Matrix (A zv\z,y¢Lxa geben, 
in der sich mindestens 2 Filtermengen befinden. Das ist aber nicht méglich, 
da in der Matrix nach Hilfssatz 3 in jeder Zeile nur disjunkte Elemente stehen. 

Satz 3. @ sei ein hyperch. Ultrafilter auf der Menge A mit b (®) = A 
Dann ist A eine Kuratowskische Zahl. 

Beweis. Nach Satz 2 ist A eine Grenzzahl, die nach Satz 1 nicht erreichbar ist. 

Satz 4. ® sei ein hyperch. Ultrafilter auf der Menge A. Dann ist d (®) 
eine Kuratowskische Zahl. 

Das folgt aus Satz 3 und aus dem 

Hilfssatz 4. ® sei ein hyperch. Ultrafilter auf der Menge A. Dann existiert 
eine Menge M mit M = 0(®) und ein hyperch. Ultrafilter auf M mit 
oY) = UW. 

Beweis von Hilfssatz 4. Es gibt eine Familie (F,),-, von Filtermengen 
mit K = d(D), wo H= OF: nicht zu ® gehért. Da ® ein Ultrafilter ist, 


muB F = A—H = Ud “P,) ein Filterelement sein. Es gibt also auch 


eine Teilung F = U G, von F, d.h. eine disjunkte Zerlegung in nicht leere 
ReK 

Teilmengen, bei der kein G, zu ® gehért. Die G,, bilden eine Teilmenge M 

der Potenzmenge von A mit M = K = d(®). Die Teilfamilien (G,),<s5 von 


(G.)e- x, fiir die U G,¢ ® gilt, sind dann die Elemente eines hyperch. Ultra- 
sés 


filters Y auf M. Weiter zeigt eine einfache Uberlegung, daB der Durchschnitts- 
grad von Y mit }(®) = M zusammenfallen muB. 


Anmerkung. Es ist nicht méglich, die Existenz hyperch. Ultrafilter mit 
einem Durchschnittsgrad groBer als x) mit dem tiblichen (Zermelo-Fraenkel- 
schen) Axiomensystem der Mengenlehre festzustellen. Denn sonst wiirde sich 
aus diesem Axiomensystem nach Satz 4 auch die Existenz von Kuratowski- 
schen Zahlen, die gréBer als x, sind, ergeben, was nach bekannten Unter- 
suchungen (s. BACHMANN [1], S. 186) nicht der Fall sein kann. 

Wir hatten in der Einleitung eine Kardinalzahl m prinzipal genannt, 
wenn fiir eine gewisse Menge A mit A = m alle Ultrafilter auf A, die zugleich 


%o-Filter sind, prinzipal sind. Wir kommen nun zu der schon in der Einleitung 
angegebenen Alternative. 
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Satz 5. Entweder sind alle Kardinalzahlen prinzipal oder die prinzipalen 
Kardinalzahlen bilden einen Abschnitt ®, der (wohlgeordneten) Klasse 8 
aller Kardinalzahlen, wobei t eine von x, verschiedene Tarskische Zahl (Bacu- 
MANN [1], S. 182) ist. 

Der Beweis ergibt sich leicht aus dem nichsten Satz und aus den beiden 
ihm folgenden Hilfssitzen. 

Satz 6. Nicht alle Kardinalzahlen seien prinzipal, t sei die kleinste nicht 
prinzipale Kardinalzahl. Ist A eine Menge mit A =t und @ ein hyperch. 
Ultrafilter auf A, dann ist entweder }(®) = x, oder }(®) = t. 

Beweis von Satz 6. Es sei }(®) > x. Nach Hilfssatz 4 existiert auf einer 
gewissen Menge M mit M =d(®) ein hyperch. Ultrafilter mit dem Durch- 
schnittsgrad 7. Wegen M = 0(®) > x, ist M nicht prinzipal, also ist t < Mi. 
Da aber auch VW = 0(®) < A = t ist, muB 0(®) = M = t sein. 

Hilfssatz 5. n sei eine nicht prinzipale Kardinalzahl, m sei gréBer als n. 
Dann ist auch m nicht prinzipal. 

Beweis von Hilfssatz 5. A sei eine Menge mit 4 =m, B eine Teilmenge 
von A mit B=n. Nach Voraussetzung existiert auf B ein hyperch. Ultra- 
filter D mit }(@) > x. Alle X C A mit X > B¢ @ bilden dann einen hyperch. 
Ultrafilter Y auf A, dessen Durchschnittsgrad ebenfalls gréBer als x, ist. 
Also ist auch =A m nicht prinzipal. 


Hilfssatz 6. (m,);-, sei eine Familie von prinzipalen Kardinalzahlen mit 
ebenfalls prinzipalem J. Dann ist auch das Produkt /7 m, eine prinzipale 
ied 


Kardinalzahl. 


Beweis von Hilfssatz 6. (M,);-, sei eine Familie von Mengen mit Mi, 
=m,(j¢J). Es ist zu zeigen, daB das Produkt M = /7 M, eine prinzipale 
ied 


Machtigkeit besitzt. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann gibt es auf M einen 
hyperch. Ultrafilter ® mit }(®) > x. Es sei nun k ein Element von J und u 
ein Element von ©M,. Alle (z;);-, aus M mit z, = bilden eine Teilmenge 
M(k;u) von M, fiir jedes k¢ J ist U M(k;u) eine Teilung von M. Wegen 
ucM, 
U,= m,< 0(®) gehért nach Hilfssatz 2 genau ein M(k;u), das mit F, 
bezeichnet werden soll, zum Filter ® Wegen J < d(®) ist auch F = 9 F, 
ied 
ein Filterelement, wobei F wegen Fe d(®) > x, sicher keine endliche Menge 
ist. Andererseits kann aber F, wie man sich leicht iiberlegt, nur aus einem 
einzigen Element bestehen. Widerspruch. M@ = /7 m, muB prinzipal sein. 
ied 


Beweis von Satz 5. Nicht alle Kardinalzahlen sollen prinzipal sein, t sei 
die kleinste nicht prinzipale Kardinalzahl. t > x, ist klar. In der (wohl- 
geordneten) Klasse 8 aller Kardinalzahlen ist der Abschnitt 8, nach Hilfssatz 5 
mit der Menge aller prinzipalen Kardinalzahlen identisch. Nach Satz 6 und 
nach Satz 3 ist t jedenfalls eine Kuratowskische Zahl, also sicher eine Grenz- 
zahl. Wegen Hilfssatz 6 muB aber t sogar eine Tarskische Zahl sein. 
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Axiomatische Mengenlehre ohne Elemente von Mengen 
Von 


HerBert WEGEL in Gottingen 


Einleitung 


Die Axiomatisierungen der Mengenlehre bedienen sich fast ausschlieBlich 
der Element-Relation als Grundbegriff, weil sie an die Cantorsche Mengenlehre 
anschlieBen und Cantor die Vorstellung einer Zusammenfassung im Sinne 
einer Abstraktion als Grundlage der Mengenlehre gewahlt hat. 

In der gewéhnlichen Bedeutung des Wortes Menge liegt jedoch kein 
zwingender Grund, gerade auf diese Weise eine Mengenlehre aufzubauen. Es 
besteht die Méglichkeit, die Zusammenlegung der Teile zu einem Ganzen als 
Grundvorstellung zu verwenden. Eine nach diesem Gesichtspunkt aufge- 
stellte Theorie, in der auf die Elemente der Menge nicht Bezug genommen 
wird, wird sich auf die Inklusion stiitzen miissen. Die kleinsten, d. h. unteil- 
baren Teile (das sind nach Cantor die Mengen von einem Element) werden 
weitgehend die Aufgaben der Cantorschen Elemente iibernehmen miissen. 

Neben der Teiltheorie von Foraport, die die Inklusion als Grundbegriff 
hat, jedoch keine Mengenlehre sein will (Lit. [4] und [5])'), existiert von 
ScHOENFLIES eine solche nicht-Cantorsche Mengenlehre auf axiomatischer 
Grundlage (Lit. [15, 16]). Diese Axiomatik fiihrt aber — wie Merzpacnu be- 
hauptet (Lit. |12]) — zu einem Kalkil, der wiinschenswerte Siatze der Mengen- 
lehre nicht enthalt. 

Der Gedanke einer Mengenlehre, in der die Mengen ohne Bezugnahme auf 
Elemente betrachtet werden, wurde neuerdings von TH. KaLvuza sen. wieder 
aufgegriffen. Ihm verdanke ich die Anregung zu dieser Arbeit. In ihr wird 
eine Axiomatik angegeben, die die Inklusion als Grundbegriff benutzt und 
in der die Relation des Elementes zur Menge nicht definierbar ist. Das In- 
einanderschachteln von Mengen durch die Elementrelation wird dadurch 
vermieden*). 

Als weiteren Grundbegriff verwende ich eine Art von Funktionen, wie es 
sich bei der Axiomatisierung durch J. v. NeuMANN (Lit. [13, 14]), als zweck- 
maBig erwiesen hat. Der Begriff ,,System‘, der bei Bernays (Lit. [1]) Grund- 
begriff ist, wird hier definiert, jedoch ist die Identifikation von Mengen und 
Systemen nicht méglich. 


1) Mit (Lit.) werden die Schriften des Literaturverzeichnisses am Ende der Arbeit 
zitiert. 

*) Herrn Prof. P. Bernays bin ich zu groBem Dank verpflichtet fiir eine Anzah! 
wesentlicher Verbesserungsvorschlage beziiglich der Formulierung der Axiome X und X1 
und der Durchfiihrung von Kapitel 2, durch die diese Arbeit erheblich klarer und einfacher 
geworden ist. 
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Die Axiomatik in dieser Arbeit ist auBerordentlich schwach. Das ist ein 
Vorteil beziiglich der Widerspruchsfreiheit, denn aus der Widerspruchsfreiheit 
jedes starkeren oder gleichstarken Systems — z. B. des Fraenkelschen — 
foigt die Widerspruchsfreiheit auch dieses Systems. Andererseits erfordert 
die Schwachheit einen ausgiebigen Nachweis der Tragweite des Axiomen- 
systems. 

Ich hoffe, durch diese Arbeit gezeigt zu haben, daB die Inklusion als Grund- 
begriff auch ohne Verwendung der Elementrelation- zur Begriindung einer 
geniigend weittragenden Mengenlehre ausreicht. 


Kapitel 1. Das Axiomensystem 


Fir die Axiomatik und die daraus erschlossene Theorie dieser Arbeit 
wird zunichst die Aussagenlogik und die Pridikatenlogik 1. Stufe fiir zwei 
Sorten von Grundgegenstanden ohne die Identitaét und mit der Hilbertschen 
t-Regel verwendet. Die Unterscheidung der beiden Individuensorten wird 
durch Bezeichnung mit verschiedenen Symbolsorten erzielt. Beide Sorten 
sollen nicht leer sein. In den Axiomen wird die Verwendung von Formel- 
variablen vermieden, so daB die Axiome in der Terminologie von HILBErt- 
Bernays (Grundlagen der Mathematik, Bd. II, 8. 381) eigentlich sind und 
ein System der 1. Stufe bilden. 

Folgende Grundgegenstande werden durch die Axiome geprigt: 

1. Mengen als Individuen. Variable Mengen werden mit kleinen lateini- 
schen Buchstaben bezeichnet. 

2. Funktionen als Individuen. Variable Funktionen werden mit kleinen 
griechischen Buchstaben auBer a und « oder mit indizierten oder nichtindi- 
zierten ,,/“* bezeichnet. 

3. Die Inklusion a C¢ 6 als Relation zwischen zwei Mengen. 

4. Ein Pradikat mit sechs Leerstellen, in dem die fiinfte Leerstelle fiir 
Funktionen, die anderen fiir Mengen vorgesehen sind. Dies Bindepridikat 
wird ohne Pradikatszeichen als Zeichenreihe abcd qe geschrieben. 


Bezeichnungsweisen : 
und 
oder 
non 
-> folgt 
= genau dann, wenn 
Ex: es existiert ein x, so daB gilt: 
Fa: fiir alle x gilt: 
t,-(F (x)) dasjenige x, fiir das F (x) gilt. 
Definitionen: 
a=b firacbAbca 








leer (a) fiir Py: acy 
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Pr(p) fir Vy: (y S p— (leer(y) v y = p)) A leer(p) 
axb fir a¢b A Pr(a). 
Wenn die erste Unitatsformel Ex:abcdg-x (Lit. [10], I, 8.383) gilt, so 
schreibe ich — da die zweite durch Axiom IV stets gesichert ist — (a, b, c, d) 
fiir ,(abcd gv). 
Def (m, ~, a,b, c) fiir Vx: (x CO m-— Ey: xabc py) 
Syst (n,m, a,b,c, p, y) fiir nom / Def (m, —, a, b,c) \ Def (m, y, a, b, c) 
\ Ex: Ey: (nabegpx\ nabewy xCy) 
abcge fir V x: abcx pe 
abge fir Fy: Vur:abyzge 
age fir Vz:Vy:V ar: azyxrqe 
Index (i,/, m, a, b,c, p, y) fiir 
V x: [Syst (x, m, a, b,c, p, yw) Ey:(a/y A yai)] A 
\ Vy:[yxt> Ex: (2/y \ Syst(x, m, a, b,c, p, y))) A 
A Va: Vy: Vz: [(Syst (x, m, a,b,c, p, yw) A az A ylz) > 2 = y)/ 
\ Va: V¥ y:[(Syst (x, m, a,b,c, gp, yw) A aly A Pr(x))> x= y). 
Axiome: 
I (acbAbSe)>ace 
Il Vy:(yma>yCcb)>acb 
Ill (a= f \ abcdge)— fbcdge 
IV abcd pe-> (abcd gf = e = f) 
V Eq:Va:xrqm 
VI Eq: V2x:2rqg2 
VIL Eq: Va:Vy: 2: Vu: Vou: (cyzupe = yxrzupr) 
VILL Eq: Va: Vy: V2: Vu: Vou: (ryzupv = yzurpr) 
IX Eq: Ve: Vy: V2: Vu: Vo: (Ew: Er: Es: Et: (xyzupw xyzuxr/ 
\ xyzuds \ xyzumt \ wrstvv) = ryzu gr) 
X Eq:V¥2:Vy: Ev: (rypv A xccviyCvda V2: ((2xCzA yo2z)+vC2)) 
XI Eq: V¥z:Vu: Vu: Vw: [(Def (z, y, u,v, w) A Def (z, x, u, v, w)) > 
> Ex: (zuvwgx / E/: Index (z,/,z, u, v, w, y, x))) 
XII - (Vx: Vy: {(Syst (x, m, a, b,c, p, d) \ Syst (y, m, a, b,c, p, d)) > 
+> (Vz:(zax>z¢y)y r= y)} A Fa: {Syst (x, m, a,b,c, p,d) > 
> leer (z)} A Ex: Syst (x, m, a,b,c, y,d)] > 
+ Ex:Vy: [Syst (y, m, a,b,c, p,d)> Ez: {zax\zCy/ 
\Vu:(uaxA\uCy)>u=2z)}) 
XIL Ex: By: Eqp:(excy\ x+y V2: (ery > Eu: (unr \ugz))). 


Ist a Cb, so nenne ich a eine Teilmenge von b oder eine Untermenge von 6. 
bzw. 6 eine Obermenge von a und sage auch: a ist in der Menge 6 enthalten, 
bzw. b enthalt die Menge a. Fiir a = 6 sage ich, a ist gleich b. a heiBt leer, 
wenn leer (a) gilt. p heiBt ein Prim, wenn Pr(p) gilt. 

Aus der Definition des leer-Priadikates folgt unmittelbar: 

Satz 1. Es gibt héchstens eine leere Menge. 

Satz 2. Wenn eine Menge leer ist, so enthilt sie kein Prim. 

Weiter ergibt sich aus Axiom I: 
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Satz 3. Ist a eine Teilmenge von b, so sind alle Prime von a auch Prime 
von b. 

SchlieBlich ersieht man aus Axiom IT: 

Satz 4. Fiir alle x gilt xc x. 

Satz 5. Wenn eine Menge kein Prim enthilt, so ist sie leer. 


In dem Bindepradikat abcd me nenne ich a, b, c,d die Argumente oder die 
unabhangigen Verinderlichen der Funktion g, und e nenne ich den Funktions- 
wert oder die abhiingige Verinderliche der Funktion @. Zwei, drei bzw. vier 
Argumente in einer bestimmten Anordnung bezeichne ich als Argumente- 
paar, Argumentetripel bzw. Argumentquadrupel. AuBerdem sage ich: @ ordnet 
den Argumenten den Funktionswert zu oder liefert fiir die Argumente den 
Funktionswert. 

Bei den oben definierten Pridikaten abc me, ab me baw. a we spréche ich 
auch von einer Funktion mit drei, zwei bzw. einer Stelle. Die Funktion 
bleibt also bei dieser Herabsetzung der Stellenzahl dieselbe. Die Bindung der 
jeweils letzten Argumentvariablen bewirkt die Herabsetzung. 

Definition 1. Eine Funktion, die jedem Argumentquadrupel denselben 
Funktionswert zuordnet, nenne ich eine konstante Funktion. 

Definition 2. Eine Funktion, die mit einer Stelle jeder Menge x den 
Funktionswert x zuordnet, nenne ich eine Identitat. 

Definition 3. Eine Menge heiBt eine Vereinigungsmenge oder eine Ver- 
einigung von a und b, wenn sie a und / enthalt und in jeder Menge enthalten 
ist, die a und 5 enthalt. 

Zu je zwei Mengen gibt es héchstens eine Vereinigungsmenge, weil zwei 
verschiedene sich nach Definition 3 gegenseitig enthalten miiBten, was nicht 
sein kann. Aus Axiom X ergibt sich andererseits: Zu je zwei Mengen a und } 
existiert stets eine Vereinigung von a und b. Fiir die Vereinigung von a und / 
wird das Zeichen a _ b verwendet. 


Definition 4. Ich sage: @ ist beziiglich des ersten Argumentes bei a, b,c 
als zweitem, drittem, viertem Argument auf m definiert, wenn Def (m, q. a. 
b, c) gilt. 

Definition 5. Wird das Pridikat Ex: Ey: (nabemx\ nabewy\ xC y) 
als Pridikat von n aufgefaBt, so nenne ich es eine Aussonderungseigen- 
schaft (kurz AE) mit den Parametern a,b,c. n heiBt die Aussonderungs- 
variab,. *). 

Definition 6. Gilt Def (m, gp, a,b.c) und Def (m, yw, a,b,c), so nenne ich 
die AE aus Def. 5 eine AE zu m. 

Definition 7. Eine Menge m zusammen mit einer AE zur Menge m defi- 
nieren ein System, das ich kurz folgendermaBen schreibe : 


Mo (n,a,b.c) y(n,a.b.e)} + 


AuBerdem werden Systeme auch mit groBen lateinischen Buchstaben be- 
zeichnet. 
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Ein variables System ist ein System m. on a,»,c)<ycn,a,b,c))) Dei dem die Be- 
stimmungsstiicke m, a, b, c, p, y mit der Einschrinkung, daB Def (m , a. b. c) 
und Def (m, yw, a, b, c) gilt, variabel sind. 

Definition 8. Eine Menge n wird ein Element aus dem System 
S = Mo n,0,b,c)Gy(n.a,b,¢)} Zenannt (in Zeichen n € S), wenn n eine Teilmenge 
von m ist und die AE erfillt, d. h. wenn Syst (n, m, a, b,c, p, w) gilt. 

Der Begriff ,,System‘ laBt sich bei Verwendung des ,,Syst‘‘-Priidikates 
vermeiden. Er ist jedoch zur Veranschaulichung gewissermaBen als ,,Gesamt- 
heit seiner Elemente“ niitzlich. Daher sage ich auch: die AE sondert das 
System aus der Menge aus, mit der zusammen sie das System definiert. 

Ein System braucht kein Element zu haben. Wenn z. B. in der AE aus 
Definition 5 w und y konstante Funktionen mit den Funktionswerten k und / 
sind und k ¢1 ist, was nach Axiom XIII méglich ist, so hat das System 

™; »(n,a,b,¢) = y(n,a,b,¢)} 
kein Element. Ein System ohne Element wird leer genannt. 

Definition 9. Ein System S heiBt kleiner als ein System 7 oder ein Teil- 
system von 7' (in Zeichen S € 7), wenn alle Elemente aus S auch Elemente 
aus 7' sind. Zwei Systeme S und 7’ heiBen gleich (in Zeichen S = 7'), wenn 
S € Tund T7 € S ict. 

Um Mengenlehre in befriedigendem Umfang betreiben zu kénnen, bendtigt 
man eine Méglichkeit, von Systemen auf Mengen zuriickzukommen. Es ist 
naheliegend, von den Elementen eines Systems auf die Prime einer Menge 
iiberzugehen und zu definieren: 

Definition 10.Wenn die AEE x: Ey:(nabcgx \ nabcwyy/ x¢ y) eine AE 
zu m ist und E/: Index (i./, m, a, b,c, m. y) gilt. heiBt i eine Indexmenge des 
Systems 


S= ™, ¢(n,a,b,¢) = y(n,a,b,e)} * 
und / heiBt eine /-Funktion von S und i. 

Aus Axiom XI folgt dann: 

Satz 6. Jedes System besitzt eine Indexmenge. 

Weil jede /-Funktion von S und einer Indexmenge von S jedem Prim 
von S das Prim selbst als Funktionswert zuordnet, besitzt ein System von 
Primen nur eine Indexmenge. Die Indexmenge eines Systems von Primen S 
bezeichne ich mit 3S. Sie ist nach Axiom II eine Teilmenge der Menge. 
aus der S ausgesondert ist. 

Jede Indexmenge des leeren Systems darf nach der Definition des Index- 
Pridikates kein Prim enthalten, ist also nach Satz 5 leer. Wegen Satz 1 
gibt es genau eine leere Menge, die mit 0 bezeichnet wird. Fir die Indexmenge 
des leeren Systems S wird auch 3S geschrieben. 

Die Gleichheit ist hier nicht als logische Konstante eingefiihrt, sondern 
definiert worden. Die Gleichheit zwischen Mengen ist nach der Definition 
symmetrisch, nach Axiom I transitiv und nach Satz 4 reflexiv. Zwei gleiche 
Mengen sind wegen der Definition und der Axiome III, IV, VII, VIII in jedem 
Pridikat dieser Theorie an Leerstellen. die fiir Mengen vorgesehen sind. 
ohne Anderung des logischen Wertes des Pradikates durcheinander ersetzbar. 
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Reflexivitét, Transitivitat und Symmetrie der Gleichheit zwischen 
Systemen folgen aus der Definition 9. Sind S und 7 zwei gleiche Systeme, 
so ist jede Indexmenge von S auch eine von 7’; denn auch zwei gleiche Systeme 
sind iiberall in dieser Theorie ohne Anderung eines logischen Wertes durch- 
einander ersetzbar, weil sie das beziiglich der Element-Relation sind. 

Die Aufgabe der folgenden beiden Kapitel dieser Arbeit ist nun, handliche 
Hilfsmittel zu entwickeln und einige wiinschenswerte Siatze der Mengenlehre 
abzuleiten. Dabei habe ich mich in Kapitel 3 an die Arbeit (Lit. [6]) gehalten. 

Die Ableitung der Grundbegriffe und einiger charakteristischer Sitze der 
Lehre von den endlichen, unendlichen und abzahlbaren Mengen sowie der 
Wohlordnungstheorie, der allgemeinen Topologie und der Algebra aus diesen 
Axiomen ist auch méglich und ist in meiner Dissertation ausgefihrt. 


Kapitel 2. Konstruktive Pridikate 


1) Definition 11. Die beiden Pradikate ®(n, a, b,c) und ¥’(n. a, 6, c) heiBen 
aiquivalent bei den Parametern a, b,c in bezug auf die Menge m (in Zeichen: 
P(n, a, b,c) = P(n, a, b, c)), wenn 


Vx:(2 Cm (@(z, a,b,c) = ¥(z, a, b, c))) 
gilt. 
Definition 12. Wenn zu dem Pridikat ®(n, a,b,c) zwei Funktionen g 
und y existieren, so da8 fiir alle Tripel a, b, c, die der Bedingung A (m, a, b, c) 
genigen, Ex: Ey: (nabegx \ nabcwy \ xC y) eine AE zu m ist und 


P(n, a,b,c) = p(n, a, b,c) C p(n, a, b, c) 


gilt, so heiBt ®(n, a, b, c) konstruktiv zu m unter der Bedingung A (m, a, b, c). 

Ein konstruktives Pradikat zur Menge m mit einer speziellen Wahl der 
Parameter, die der Bedingung geniigt, charakterisiert vermége der Aaqui- 
valenten AE ein aus m ausgesondertes System. Ist das Priidikat zwei ver- 
schiedenen AE zu m in bezug auf m faquivalent, so sind auch die AE unter- 
einander in bezug auf m iquivalent. Zwei in bezug auf m aquivalente AE 
zu m sondern aber aus m jeweils das gleiche System aus. Ein konstruktives 
Pradikat zu m kann also nur ein aus m ausgesondertes System charakteri- 
sieren. Dieses schreibe ich mit Hilfe des charakterisierenden konstruktiven 
Pridikates ® auch folgendermaBen: 

M: @(n,a,b,c)} 

Ausdriicke der Form (n, a, 6,c)o w(n,a,6,c), in denen C, ¢, =, + 
fiir o stehen kann, sind keine eigentlichen Priadikate, weil sie nicht fiir alle 
Einsetzungen von Mengen erklart zu sein brauchen. Haufig sind sie jedoch 
fiir die interessierenden Einsetzungen von Mengen erklirt. Wenn das der 
Fall ist, benutze ich im folgenden diese Ausdriicke als Abkiirzungen von 
Ex: Ey: (nabcpx \ nabcwy \ xoy) und verwende sie wie Pridikate. 

Ausdriicke der obigen Form, in denen statt g(n.a,b.c) baw. y(n, a, 6, ¢) 
nur ein Argument oder eine andere, feste Menge stehen. lassen sich durch 
Verwendung von identischen und konstanten Funktionen auf Ausdriicke der 
obigen Form zuriickfiihren. 
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Nach Axiom XI existiert eine Funktion, die mit zwei Stellen geschrieben 

fiir je zwei Mengen m, n eine Indexmenge von 
Mimex) 

liefert. Sei 7 eine solche. Dann gilt y(m,n)C 0 genau dann, wenn m ¢ n ist. 
Wendet man das Schachtelungsaxiom IX an, so ergibt sich: 

Satz 7. Unter der Bedingung, daB Def (m, gp, a, b,c) und Def (m, y, a, b, c) 
gelten, ist 

y(n, a, b,c) ¢ p(n, a, b, c) 

konstruktiv zu m. 

Nach Axiom XI existiert ebenfalls eine Funktion, die mit zwei Stellen 
geschrieben fiir je zwei Mengen m, n eine Indexmenge von 


Mine 
{xGn} 
liefert. Sei A eine solche. Dann gilt A(m,n) ¢ 0 genau dann, wenn m C n ist. 


Wendet man Axiom IX an, so ergibt sich: 
Jedes variable System 


M; o(n, a,b,c) Sy(n,a,b,c)} 
laBt sich unter voller Erhaltung der Abhaingigkeiten von m und den Para- 
metern in der Form 


m, nabcn0} 
schreiben. 


2) Es ist mun = 0 genau dann, wenn m = 0 und n = 0 ist. Durch An- 
wenden der Axiome X und IX beweist man daraus den Satz: 


Satz 8. Wenn P(n, a, b,c) konstruktiv zu m unter der Bedingung A (m,a, b,c) 
und Y(n, a,b,c) konstruktiv zu m unter der Bedingung B(m, a, b,c) ist, so ist 


@(n, a,b,c) A Y(n, a, b,c) 


konstruktiv zu m unter der Bedingung A m, a,b,c) \ B(m, a, b,c). 
Ich sage dann auch: ®(n, a, b, c) ist konstruktiv zu 


S= ™ w (n,a,b,c)} 


unter der Bedingung A (m, a, b,c) \ B(m,a,6,c) und schreibe das durch die 
Konjunktion charakterisierte System folgendermaBen : 
S: @(n,4,b,¢)) oder m ¥ (n,a,b,c))- 
®(n,a,b,¢) 
Satz 9. Wenn D(n, a, b, c) konstruktiv zu m unter der Bedingung A (m, a, b,c) 
ist, so ist auch O(n, a, b,c) konstruktiv zu m unter der Bedingung A (m, a, b, c). 
Beweis. Nach 1) existiert eine Funktion g, so daB fiir alle Tripel abc, die 
A (m, a, b, c) erfillen, O(n, a, b,c) = nabe pO gilt. Fir dieselben Tripel abc gilt 
dann auch 


Din, a, b, c) = p(n, a, b,c) +90. 


Nach Satz 7 ist m(n,a,b,c)¢0O konstruktiv zu m unter der Bedingung 
A(m,a, b,c), und wegen der Transitivitét der Aquivalenz ist schlieBlich 
auch @(n. a, 6, c) konstruktiv zu m unter der Bedingung A (m, a, b, c). 

Math. Ann. 131 30 
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Satz 10. Wenn @(n,a,b,c) und VY (n, a,b,c) jeweils konstruktiv zu m 
unter der Bedingung A(m, a, b, c) sind, dann sind auch 
@(n, a, b,c) > Y (n, a, b, c) 
und 
P(n, a, b,c) y P (n, a, b, c) 
konstruktiv zu m unter der Bedingung A(m, a, b,c). 
Beweis. Nach den Satzen 8 und 9 sind die Pradikate 
@(n, a, b,c) A Vin, a,b,c) und @(n,a,6,c) A Vin, a, 6, c); 
die zu O(n, a, b,c) > ¥ (n, a, b,c) bzw. O(n, a, b,c) y ¥ (n, a, b,c) aquivalent 
sind, konstruktiv zu m unter der Bedingung A (m, a, b, c). 

3) Satz 11. Unter der Bedingung, daB y und w bei dem zweiten Argument a, 
dem dritten b und dem vierten c beziiglich der ersten Stelle auf m definiert sind, sind 
p(n, a, b,c) = p(n, a,b,c) und e(n, a, b,c) + p(n, a, b,c) 

konstruktiv zu m. 

Beweis. Es ist 

p(n, a, b,c) = y(n, a, b, ¢) 

= (y(n, a,b,c) © p(n, a,b,c) \ p(n, a, b,c) C p(n, a, b, c)). 

Mit Satz 8 folgt daraus, daB p(n, a, b,c) = y(n, a, b,c) konstruktiv zu m ist. 
Die andere Behauptung folgt dann aus Satz 9. 

4) Definition 13. Das System m,y<y) heiBt das Potenzsystem der Menge 
m und wird mit Um bezeichnet. Es ist das System aller Teilmengen von m. 
Jede Indexmenge des Potenzsystems von m heiBt eine Potenzmenge von m. 

Nach Axiom XI existiert eine Funktion, die mit einer Stelle geschrieben 


jeder Menge eine ihrer Potenzmengen zuc zuordnet. 
Es ist V p: [fret =(Vz:Z7¢DP,-ca Piao Apg %), Nach Axiom XI existiert 








eine Funktion, die mit einer Stelle geschrieben der Menge p eine Indexmenge 
des Systems unter dem Negationszeichen als Funktionswert zuordnet. Wenn p 
eine solche Funktion ist, gilt auch 


V p: (Pr(p) =(o(p)S0A ps 0)) d. h. 
Satz 12. Pr(p) ist konstruktiv zu jeder Menge. 
5) Definition 14. Die Menge 3a Pr) heiBt die Durchschnittsmenge oder 
ne 


der Durchschnitt von a und 6 und wird mit a/b bezeichnet. 

Fir den Durchschnitt gilt: anbCaNanbcbAVa:((xCa\xCb)> 
~ x Ca/r\b), wie sich aus der Definition bei Anwendung von Axiom II ergibt. 

Definition 15. Zwei Mengen heiBen fremd, wenn sie kein Prim gemeinsam 
haben. 

Aus den Definitionen 14 und 15 folgt: Zwei Mengen sind genau dann 
fremd, wenn ihr Durchschnitt leer ist. 

Nach Axiom XI existiert eine Funktion, die mit zwei Stellen geschrieben 
jedem Paar von Mengen seinen Durchschnitt zuordnet. 
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Definition 16. Die Menge 54 Prem) hei®t die Differenz von a und 6 und 
nb 


wird mit a— b bezeichnet. Wie beim Durchschnitt existiert eine Funktion, 
die mit zwei Stellen geschrieben je zwei Mengen ihre Differenz zuordnet. 

Definition 17. Ist ba, so heiBt a—b auch das Komplement von 6 be- 
ziiglich a und wird * geschrieben. Durch mehrfache Anwendung von Axiom II 
ergibt sich fiir das Komplement: 


hoavbsb=ai bnb=0. 


6) Satz 13: Sei D(n,a,b,c) konstruktiv zu S unter der Bedinguwng 
A(d, a,b,c). Dann ist Ey: (ye S \ Dy, a, b, c)), wofiir ich auch 


E,<sP(y, a, b,c) 


schreibe, konstruktiv zu m unter der Bedingung, daf fiir alle Teilmengen x 
von m A (d, x, b, c) gilt. 

Beweis: Nach Axiom XI existiert eine Funktion, die fiir alle Argument- 
quadrupel dabc, die A (d, a, b, c) erfiillen, je einen Funktionswert liefert, der 
Indexmenge des Systems 

S,o(n,4,b,0)) 


ist. Nach Axiom VII existiert eine Funktion, die denselben Argumenten in 
der Reihenfolge adbc denselben Funktionswert zuordnet. Wenn 9 eine solche 
Funktion ist, so ist g(a, d, b, c) + 0 aquivalent beziiglich m zu E,,- >P(y, a, b,c), 
falls fiir alle Teilmengen a von m A (d, a, b,c) gilt. Wegen Satz 7 folgt dar- 
aus die Behauptung. 

Satz 14. Sei O(n, a, b, c) konstruktiv zu S unter der Bedingung A (d, a, b, c). 
Dann ist V y: (y « S+ ®(y, a, b, c)), wofiir ich auch 

FycsPly, a, b,c) 
schreibe, konstruktiv zu m unter der Bedingung, da fiir alle Teilmengen x von m 
A (d, x, b, c) gilt. 

Beweis. Es gilt P< sP(y, a,b,c) = Ey< s®(y, a, b,c), und das rechte Pri- 
dikat ist nach den Satzen 9 und 13 konstruktiv zu m unter der Bedingung, 
daB fiir alle Teilmengen x von m A (d, x, b, c) gilt. 

In Satz 13 und Satz 14 tritt y¢ S auf. Statt dessen schreibe ich fiir 
y © M p,;x), auch y am und fiir y € Um auch y © m. 


7) Definition 18. A(d, b,c) bedeute folgendes: 

a) nbco0O ist eine AE zu d, 

b) die Funktion 7 ist mit drei Stellen, bei bc als letzten Argumenten, 
beziiglich ihres ersten Argumentes auf d definiert, 

c) aus y€ S = ding.) folgt z(y, b,c) © m. 
Nach Satz 13 ist £,- a = 7(y,6,c) konstruktiv zu m unter der Bedingung 
A (d, b, c), und ich schreibe das System 





MiB yc ga=x(y.b,eN) 


auch kurz folgendermaBen 
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8) Definition 19. Fir alle Tripel mab, fir die nab gO eine AE zu m ist, 
kann man das System S$ = m,nqp¢o) und dazu das System 

os == Eye smsy\ ? 
Prin) j 
das System aller Prime, die in mindestens einer Menge aus S enthalten sind, 
bilden. Es heiBt das Vereinigungssystem des Systems S. 3 @ S heiBt die 
Vereinigungsmenge oder die Vereinigung von S. 

9) Definition 20. Ein System, fiir dessen Elemente als Argumente einer 
bestimmten Stelle bei einer festen Besetzung der restlichen Stellen eine 
Funktion g Funktionswerte liefert, heiBt ein Definitionsbereich der Funktion 
fiir die bestimmte Stelle bei dieser Besetzung der restlichen Stellen. 

Definition 21. Eine Funktion g heiBt ein-eindeutig beziiglich der ersten 
Stelle bei den weiteren Argumenten abc auf S, wenn bei dieser Besetzung der 
restlichen Stellen das System S Definitionsbereich von fiir die erste Stelle 
ist und aus x€ SA ye SA x+y die Beziehung p(x, a,b,c) + p(y, a,b,c) folgt. 

Definition 22. A(m b) bedeute folgendes: 

a) nb@0 ist eine AE zum und 

b) die Funktion y mit zwei Stellen ist beziiglich der ersten Stelle — bei dem 
zweiten Argument 6— auf S = m,»,,0; eineindeutig und auf m definiert. 
Es existiert eine Funktion, die allen Argumentetripeln amb, in denen m, b 
das Pridikat A (m, b) erfiillen, jeweils den Funktionswert 


3S Sa =n,» *) 


zuordnet. Eine solche Funktion hei®t eine Umkehrfunktion von ;. 

Das in der Definition 22 aus S ausgesonderte System besitzt héchstens 
ein Element, nimlich die wegen der Ein-eindeutigkeit von 7 héchstens eine 
beim zweiten Argument 6 zum Funktionswert a gehérige erste Argument- 
menge n. Die iibrigen Operationen dienen dazu, aus dem System mit héchstens 
einem Element das Element selbst zu erhalten. 

Eine Umkehrfunktion y~' von  y liefert mit drei Stellen fiir jedes Tripel 
amb aus Definition 22 ein Element aus S oder die leere Menge als Funktions- 
wert. 

Insbesondere, wenn g und x mit je einer Stelle auf m definiert sind und 7 
auf m.»,o) ein-eindeutig ist, dann existiert eine Umkehrfunktion von z, die, 
mit einer Stelle geschrieben, allen Mengen a jeweils den Funktionswert 


3S Sta =x (n)} 
zuordnet. 


10) Satz 15. Es existiert eine Funktion x, die mit drei Stellen geschrieben 
fiir alle Tripel abc, fiir die die Funktionen gy und wy Funktionswerte liefern und 
die Pridikate D(a, b,c) und (a, b,c) je einer AE mit den Parametern a, b,c 
dquivalent sind und einander ausschlieBen, jeweils den Funktionswert 

y (a, b,c), wenn D(a, b,c) wahr ist, und 
py (a. b,c), wenn VY (a,b,c) wahr ist, liefert. 


3) Die AE gehért immer zu dem am weitesten rechts stehenden System, also hier zu S. 
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Beweis. Nach den Axiomen X und IX existiert eine Funktion, die mit 
drei Stellen geschrieben allen besagten Tripeln den zugehérigen Funktionswert 
y(a, b,c) p(a,b,c) zuordnet. Sei A eine solche. Dann existiert wegen 
Satz 10 eine Funktion, die mit drei Stellen geschrieben allen besagten Tripeln 
abc jeweils den Funktionswert 

A (a, b, ¢) ®(a,b,c)—+n = ¢(a, b,c) 
¥(a,b,c)—>n = y (a,b,c) 
zuordnet. Die Existenz einer solchen Funktion wurde behauptet. 


11) Definition 23. Sei ®(n, b,c) konstruktiv zu m unter der Bedingung 
A(m, b,c). Fir alle Tripel mbc, die A (m, 6, c) erfiillen, kann man das System 
S = M, om, ,.; und dazu nach Satz 14 das System 

D9S=m 


(pycseer| 
\Pr(a) 

bilden. Das ist das System aller Prime, die in allen Mengen aus S enthalten 
sind, wenn S nicht leer ist, und das System aller Prime von m, wenn S leer 
ist. Es hei®t das Durchschnittssystem des Systems S, und 39 8 heiBt die 


Durchschnittsmenge oder der Durchschnitt von S. 


12) Definition 24. Sei ®(n, b,c) konstruktiv zu m unter der Bedingung 
A(m, b,c). Wenn das Tripel mbc A (m, b, c) erfiillt und 
S= ™, @(n,b,c)} 
nicht leer ist, ist 
PS = (BOS) 5 sPranw 


das System der Teilmengen von 3@S, die mit allen Mengen aus S genau 
ein Prim gemeinsam haben. Diese Mengen heiBen Auswahlmengen von 8. 
DBS heiBt das Produktsystem von S, und eine Indexmenge von BS heibt 
eine Produktmenge oder ein Produkt von 8S. 

Definition 25. Nach Axiom X existiert eine Funktion, die mit zwei 
Stellen geschrieben zwei Mengen a, b den Funktionswert a \_ 6 zuordnet. Sei 7 
eine solche. Dann heibt 

axb= x(a, b) Prana) 
(Prin nb) 
das Produktsystem von a und 6. Jede Indexmenge dieses Systems heiBt eine 
Produktmenge oder ein Produkt von a und b. 

Sind a und 6 fremd, so ist ax b das System der Mengen mit genau zwei 

Primen (kurz Paare genannt), die je ein Prim von a und 6 enthalten. 


13) Definition 26. Wenn S nicht leer ist und Sir yc snc} bzw. 
Svycgucm Elemente besitzen, so nenne ich KI S = TOS y - sncny das 
kleinste Element von S bzw. Gr S = BOS yy. sycny das gréBte Element 
von S. 


Nicht jedes System besitzt ein kleinstes und nicht jedes ein gréBtes Element. 
Zum Beispiel ein System, das genau zwei Prime als Elemente hat, besitzt 
weder ein kleinstes noch ein gréBtes Element, wihrend Um sowohl ein kleinstes 
als auch ein gréBtes Element hat, naimlich 0 und m. 
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Definition 27. Sei S aus m ausgesondert und sei S,= m 


und 


{Fyesm sy} 
S,=m (Vycsvce}" Dann heif®t fin S = Gr S, die untere Grenze des Systems 
S und fin S = KI S, die obere Grenze des Systems S. 

S, und S, enthalten Elemente. Es ist nimlich jedenfalls 0 ¢ S, und m € S,. 

Aus den Definitionen 26 und 27 ergibt sich folgender Satz: , 

Satz 16. Wenn ein System ein kleinstes (grdBtes) Element besitzt, so ist 
dieses Element die untere (obere) Grenze des Systems. 

Satz 17. Jedes System besitzt eine obere und eine untere Grenze. und es ist 
36S = fin S und 3DS = fin 8. 

Beweis. a) Zunichst wird vorausgesetzt, dap S nicht leer ist. Fiir alle 
Mengen x aus S, gilt: x enthalt alle Mengen aus S als Teilmengen. Also 
enthalt x auch alle Prime z, die in mindestens einer Menge aus S enthalten 
sind, und damit nach Axiom II auch 3@S. Ferner ist TGS selbst eine 
Menge aus S,, weil sie mit allen Primen, die in mindestens einer Menge aus S 
enthalten sind, alle Elemente aus S als Teilmengen enthalt. Aus diesen beiden 
Feststellungen folgt : 

36S = KI S,= fin 8S. 


b) S sei nicht leer. Dann gilt fiir alle Mengen z aus S,: z ist in allen Mengen ( 
aus S enthalten, folglich auch in 39 S; denn wire x nicht in JD S enthalten, 
so muBte x ein Prim enthalten, das nicht in 39S enthalten ist. Dieses Prim 
kénnte dann aber auch nicht Teil aller Mengen aus S sein. Also gibe es ein 
Element aus S, in dem dieses Prim und damit auch 2 nicht enthalten wire. | 
Das ist ein Widerspruch. Andererseits ist TDS selbst eine Menge aus S,; 
denn die Menge mit den Primen, die in allen Mengen aus S enthalten sind, 
ist Teilmenge aller Mengen aus S. Aus diesen beiden Feststellungen folgt: 


3D S = Gr S,= fin S., 
c) Fir den Fall, daB S leer ist, gilt: 
fin S=0 3Es\=-0 
fin S =m 39s = m., 
wenn S aus m ausgesondert ist. Der Satz ist also auch dann richtig. 
14) Satz 18. Fiir je drei Mengen a, b, c gilt 
ar\(bUc) = (anb)U (ane). 
Beweis. Aus der Formel nach Definition 14 folgt unmittelbar : 
(1) Va:(xman\b=(x2a/\ xab)). 
AuBerdem gilt die entsprechende Formel: 
(2) Va:(4maub=(xr2ay xab)); 


denn mit nach links gerichtetem Implikationspfeil folgt sie aus der Definition 3 
und mit nach rechts gerichtetem folgendermaBen : 
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Es ist ab = fin S bei S = (a/b), , ay x =p}, Weil die Definitionen iiber- 
einstimmen. Ferner war in Satz 17 fin S = 3@S bewiesen. Also ist 


awb=3E68S=T3(avb) 


Prix) ve yo 
EycsX=vj 
woraus 
Fa:(x2ab-—(x£2ay x2b)) 
folgt. 


Mit (1) und (2) la&t sich nun der Beweis fiihren. Es ist: 
Va:(xmar(bUc) =(xaa/\ (x aby x2¢))) 
Fax:((x ma (xab\ xac))=((xaa \xmb)y (xma/ x20))) 
Va:((xma\ xab)) (xma/ xae)) = 2x2a(arb)uU(ane)), 
woraus sich 
Fa:(4aan (bc) =axa(anb)uU(are)) 


ergibt, was nach Axiom II a (b\c) = (ab) WU (ar\c) bedeutet. 

Satz 19. Die Mengen verhalten sich beziiglich der Inklusion als Teil- 
ordnungsrelation wie die Elemente eines atomistischen, verallgemeinerten Boole- 
schen Verbandes (Lit. [11], 8S. 16). 

Beweis. Die Inklusion liefert eine Teilordnung der Mengen, die die Ver- 
bandsrelationen und * induziert. Es existiert ein Nullelement, nimlich 
die leere Menge. Die Distributivitat gilt wegen Satz 18. Die relative Kom- 
plementaritat folgt aus der Folgerung nach Definition 17. Wenn man schlieB- 
lich das Wort ,,Prim* durch ,,Atomelement* ersetzt, sieht man, daB die 
Mengen sich wie die Elemente eines atomistischen Verbandes verhalten. 


Kapitel 3. Aquivalenztheorie 

15) Definition 28. 

a) Seien m und n fremd. 

b) Sei A eine Funktion. die mit zwei Stellen fiir m,n eine Indexmenge von 
U(m WU n) als Funktionswert liefert. 

C) Sei /aon un) eine /-Funktion von U(m\W n) und A(m, n). 

d) Sei /iiim un) eine Umkehrfunktion von /y,,,. »)- 

e) Sei g eine Funktion, die mit zwei Stellen fiir zy mit 
2 OL = Brym y » (mn) und yam n den Funktionswert 


¢ (x, y) SH pre) 


od 
\y =/Nom Un) 


liefert. Das ist die Indexmenge des Systems der Prime z von x, deren mittels 
luitm un) als Funktionswerte zugeordnete Paare aus m xn die Menge y ent- 


halten. 


Dann ist 


ley 


. , ) 
Vo vam » Pr $(X, WD) | 
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— wenn m und n konstante Mengen, d. h. Funktionswerte konstanter Funk- 
tionen sind — das System der Teilmengen x von I, fiir die g(z, y) fiir alle y 
mit yam\/n genau ein Prim enthalt, d. h. Teilmengen z, in denen es fiir 
alle y mit y 7m n genau ein Prim gibt, dessen mittels /j},,., ») als Funktions- 
wert zugeordnetes Paar das Prim y enthalt. m und n heiBen aquivalent (in 
Zeichen m ~ n), wenn A’ ein Element enthialt, d.h. wenn eine Indexmenge 
von A’ existiert, die nicht leer ist. 

Satz 20. Zwei fremde Mengen m und n sind dann und nur dann dqui- 
valent, wenn ein System A existiert mit den Eigenschaften: 


(I) A€mxn 
(II) Vaca Vyca (y= Oy x= y) 
(Il) mun=3GA. 
Ein System mit den Eigenschaften (I),(II). (III) nenne ich ein Abbildungs- 


system von m und n. 
Beweis. Genugsamkeit: Man betrachte 
B= lucn Un) (A). 
Dieses ist wegen (I) das System der Prime der Teilmenge 3B von lI, die 
wegen (I), (II), (III) Element von A’ ist. Wegen (I) und (III) gibt es fiir alle y 
mit yam\n ein Prim in B, dessen mittels /j{,\,,) als Funktionswert 
zugeordnetes Paar aus A das Prim y enthialt, und wegen (II) gibt es genau 
ein solches Prim. Infolgedessen enthalt A’ ein Element. 
Notwendigkeit: A’ enthalte ein Element. Sei a’ ein Element von 4d’, 
dann ist bei A’ = a’p,;,)) 
A= adm U ny (A”’) 
ein Abbildungssystem ; denn (I) ist erfillt, weil a’ Teilmenge von / ist, (II) und 
(III) sind erfiillt, weil a’ fiir alle y mit yam n genau ein Prim hat, dessen 
mittels /j},,.,,) als Funktionswert zugeordnetes Paar das Prim y enthiilt. 


16) Spater wird ein Abbildungssystem gebraucht werden, das von m 
und x abhaingt und in dessen AE die Funktionen sich nicht mit m und n 
aindern, wenn m und n die Elemente je eines Systems durchlaufen. Um die 
Existenz eines solchen Abbildungssystems nachzuweisen, miissen die Uber- 
legungen aus 15) jetzt etwas verallgemeinert werden. 

Satz 21. Es seien zwei Systeme S und T gegeben, bei denen jede Menge 
aus S zu jeder aus T fremd ist. x und y seien zwei Mengen aus je einem der 
beiden Systeme. Sei 

3OS=s und TOT=t 


-und r eine Indexmenge von U(s  t). 
Sei /uisyr eine |-Funktion von U(sUt) und r und /ql,4 eine Umkehr- 
funktion von |yi5. 4 - 
Sei y eine Funktion, die mit zwei Stellen fiir uv mit uc p = Brug yy (8 XO) 
und vas\/t den Funktionswert 


y(u,v)= Su 


Pr(x) 
-1 ’ 
loca nen} 
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liefert. Das ist die Indexmenge des Systems der Prime von u, deren mittels 
laleuy Us Funktionswerte zugeordnete Paare aus s xt die Mengé v enthalten. 
Sei schlieBlich 

9 = Sluwun (y X 2) 


und, wenn / eine Funktion ist, die mit zwei Stellen fiir yz den Funktionswert q 
liefert, 


B= Aly, 2) VoayusPriv(ae)} 


das System der Teilmengen u von q, in denen es fiir alle Prime v mit vayUz 
genau ein Prim gibt, dessen mittels |i)...» als Funktionswert zugeordnetes 
Paar das Prim v enthilt. Dann existiert eine Funktion B, die mit zwei Stellen 
fiir yz eine Indexmenge von B' als Funktionswert liefert, so daB y und z genau 
dann dquivalent sind, wenn B(y, z) + 0 ist. 

Beweis. Genugsamkeit: Wenn f(y, z) + 0 ist, so enthalt B’ ein Element. 
Wenn u ein solches ist, setze ich: 


U = % prs) 

U’ = lufeun(U) 

U0" = lugun(U") 
3U” ist dann ein Element aus A’. U’ enthalt namlich fiir alle Prime v von 
y z genau ein Element, das das Prim v als Teilmenge hat. Man ersetze in 
der Definitionsgleichung von U’ U durch q,p,,,),). U’ wird dadurch wegen 
u Cq nicht kleiner. Es entsteht das System y x z. Also ist U’ € y xz. Damit 
gilt: In U’’ gibt es fiir alle solche v genau ein Prim, dessen mittels /;},,, ,.) als 
Funktionswert zugeordnetes Paar — das folglich in U’ liegt — das Prim v 
enthalt. Ferner ist, weil VU” ein System von Primen ist, 3U" € 3 /y iy. (y X 2)- 
Diese beiden Aussagen sind aber gerade die Bedingungen fiir die Elemente 
von A’. Also enthilt A’ ein Element, und y und z sind aquivalent. 

Notwendigkeit: Zum Beweis der Notwendigkeit brauchen wir nur den Ge- 

dankengang fiir den Beweis der Genugsamkeit riickwirts zu durchlaufen. 
Es habe A’ ein Element k. Sei: 


K = kre) 
RK’ = lagu (K) 
K"= lug (K’). 


Die Behauptung: 3K” ist ein Element von B’, laBt sich entsprechend dem 
ersten Teil des Beweises so beweisen, daB zunichst die Eigenschaften von K’ 
angegeben werden. Wegen k¢ A’ gibt es in K’ zu allen Primen von yz 
genau ein Element, das dieses Prim enthalt. Wegen K’ < s x t gibt es zu allen 
Elementen aus K’ als Argumente der Funktion /,,,,,,., mit einer Stelle 
einen Funktionswert. Die obige Eigenschaft von K’ iibertragt sich auf die 
folgende von K"’. In K” gibt es zu allen Primen von y \ z genau ein Element, 
dessen mittels /j/,.,,. als Funktionswert zugeordnetes Paar — das in K’ 
liegt — dieses Prim enthalt. Ferner ist 3 K”’ ¢ q, weil, wenn in der Definitions- 
gleichung von K” an die Stelle von K’ das System y  z gesetzt wird, zu K”’ 
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evtl. Elemente hinzukommen, jedenfalls keine verlorengehen. Die beiden 
Aussagen sind aber gleichbedeutend mit 3K” ¢ B’. Also enthalt B’ ein Ele- 
ment. Dann ist f(y, z) + 0. 

Ergénzung zu Satz 21: 


Sei C = ur, 
sei c eine Indexmenge von C, 
sei /¢ eine /-Funktion von C und c 


und sei 6’ = 3/,(B’). 

Dies ist méglich, weil alle Elemente wu von B’ Teilmengen von r sind und daher 
B' €Ur=C ist. B’ hat genau dann mindestens ein Element. wenn 6’ nicht 
leer ist. AuBerdem existiert eine Funktion, die mit zwei Stellen fiir alle yz 
mit y¢ S und z¢ 7 den Funktionswert b’ liefert. Diese Funktion existiert 
zunichst unter Voraussetzung der diversen in 15) und 16) iiber Indexmengen 
und Funktionen gemachten Annahmen. Da aber in allen Fallen die Existenz 
der Indexmengen bzw. Funktionen gesiehert ist, existiert die letztgenannte 
Funktion, wenn S und 7 Systeme sind, in denen jede Menge aus S zu jeder 
aus T' fremd ist. Sei ’ eine solehe Funktion. 

Hier tritt nun als Vorteil auf, daB alle (’(y,z) fiir y¢ S und z< 7 Teil- 
mengen von c sind. Sei S aus s’ und 7’ aus ¢’ ausgesondert. Dann ist /’ (y, z) 
nicht notwendig beziiglich y auf s’ und beziiglich z auf t’ definiert. Aber man 
kann S und 7 auch aus s und ¢ mit denselben AEen aussondern, und f’ (y. z) 
ist beziiglich y auf s und beziiglich z auf ¢ definiert. Daher laBt sich 


sali © By csErcr*=0"(u.2)}? 


das System aller f’(y,z) mit y¢ S und z¢ T bilden. 
D' = Dix +o 
ist dann ein System, das die leere Menge nicht enthalt. AuBerdem sind die 
Elemente von D’ untereinander fremd, weil die B’ keine Elemente gemeinsam 
haben. Also existiert nach dem Auswahlaxiom, falls D’ nicht leer ist, eine 
Menge d, die mit allen Elementen von D’ genau ein Prim gemeinsam hat. 
Wenn D’ nicht leer ist, d eine soleche Auswahlmenge ist und wenn /’ (y, z) + 0 
ist, dann ist 
B’= (/6'(B' (y, 2) 04) prs); 
das System der Prime eines Elementes u von B’, Hieraus folgt, wie im Beweis 
fiir die Notwendigkeit zu Satz 20, daB 
A = /alsun(B") 

ein Abbildungssystem von y und z ist. Benutzt man fiir die Definition von B” 
statt f’ (y, z) \d eine Funktion, die mit zwei Stellen fiir yz den Funktionswert 

B(y.z)od fir p’(y,z)+0 

lc (0) fiir f(y, 2) =0 
liefert (eine solche Funktion existiert nach Satz 15), dann ist A ein System, 
das fiir 8’ (y, z) + 0 nach wie vor ein Abbildungssystem von y und z ist und 
das sonst leer ist. 
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Ergebnis: Es seien zwei Systeme S und 7 gegeben, bei denen jede Menge 
aus S zu jeder aus 7’ fremd ist. Dann existiert ein System, in dessen AE die 
Funktionen nicht von y und z abhingen, deren AE jedoch die Parameter y 
und z hat, und das fiir y ~ z ein Abbildungssystem von y und z und sonst 
leer ist. 


17) Definition 29. Eine Funktion heiBt beziiglich einer Stelle bei einer 
Besetzung der restlichen Stellen eine Abbildung von S auf 7’, wenn sie be- 
ziiglich dieser Stelle bei der besagten Besetzung der restlichen Stellen auf S 
ein-eindeutig ist (Definition 21), wenn die Funktion fiir alle Elemente aus S 
als Argumentwerte dieser Stelle bei der besagten Besetzung der restlichen 
Stellen je ein Element aus 7 als Funktionswert liefert und wenn zu allen 
Elementen aus T' je ein Element aus S existiert, dem die Funktion als Argument 
dieser Stelle bei der besagten Besetzung der restlichen Stellen das Element 
aus T' als Funktionswert zuordnet. 

Satz 22. Zwei fremde Mengen m und n sind dann und nur dann dqui- 
valent, wenn eine Funktion existiert, die mit einer Stelle eine Abbildung der 
Prime von m auf die Prime von n ist. 

Beweis. Notwendigkeit: Wenn die Mengen m und n Aquivalent sind. 
existiert nach Satz 20 ein Abbildungssystem.A von m und x. Weiter existiert 
eine Funktion «, die mit einer Stelle fiir 2 den Funktionswert 


(1) a(x) = 3(mvV MW) Eycan=y 2\ 
(Pr) J 

liefert. Ist 2 ein Prim von m oder n, so existiert, weil nach (III) TGA alle 
Prime von m und n enthialt, ein Element y aus A, in dem zx gelegen ist. und 
wegen y/\v = 0 fiir alle v¢ A mit v + y nach (II) auch nur ein solches y. 
z ist das andere Prim des Paares, das x enthilt. Wenn « eine solche Funktion 
ist, so ordnet sie allen Primen von m je ein Prim von n und allen Primen 
von » je ein Prim von m zu. Ferner ist bei 2 C y¢ A: y—(y— x) = x und 
damit fir zam\sn: a(a(x)) = x. Dafiir sage ich: « ist involutorisch. Folg- 
lich ist « eine ein-eindeutige Funktion der Prime von m, und zu allen Primen 
von n gibt es je ein Prim von m, dessen Funktionswert das Prim von n ist. 
Eine solche Funktion « werde ich in Zukunft eine «-Funktion von m und n 
nennen. 

Genugsamkeit. Sei 6 eine Abbildung der Prime von m auf die von 7‘). 
Dann existiert eine Funktion, die mit einer Stelle fiir x den Funktionswert 


(x27\m) fir zr\mam 

h sonst (wobei A ein Prim von m ist) 
liefert. Man bilde mit einer solchen Funktion y: 
(2) A = M XM B(4¢x))Gx)}° 


Es ist das System von den Paaren, die mit einem Prim von m auch das mit # 
ein-eindeutig zugeordnete Prim von n enthalten. Die drei Eigenschaften des 


4) Wenn ich nur von einer Abbildung ohne Erwahnung der Stellen spreche, so soll 
die Funktion mit einer Stelle eine Abbildung sein. 
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Abbildungssystems von m und n sind fiir dieses System erfillt. Wegen der 
Ein-eindeutigkeit von ist (II) erfillt, und, weil alle Prime von n als Funktions- 
werte der Funktion # zu Argumenten aus m,p,,,), vorkommen, ist (IIT) 
erfiillt. 

Ergénzung zu Satz 22. 

a) Seien S und 7’ zwei Systeme, bei denen jede Menge aus S zu jeder 
Menge aus 7’ fremd ist. 

b) Seien gm und w zwei Funktionen, die mit einer Stelle fiir s Funktions- 
werte liefern, die Elemente von S bzw. T sind. Dann existiert nach dem 
Ergebnis aus 16) ein System mit den dort genannten Eigenschaften. Wenn A 
ein solches System ist, existiert eine Funktion, die mit zwei Stellen fiir alle xs 
mit «2 @(s)U p(s) und s, die b) erfiillen, den Funktionswert 

3(y(s) U VOM iy 4 z=y-2| 
Pr(2) J 
liefert. Das ist eine Funktion, die fiir y(s) ~ y(s) bei dem zweiten Argument s 
beziiglich der ersten Stelle eine Abbildung der Prime von g(s) auf die von 
yp (s) ist. 

18) Satz 23. Wenn zwei fremde Mengen m und n dquivalent sind, existiert 
eine Abbildung der Teilmengen von m auf die Teilmengen von n, so daB zusammen- 
gehorige Teilmengen von m und n einander dquivalent sind. 

Beweis. Sei « eine «-Funktion von m und n. In (1) aus Satz 22 ist das aus 
m\/n ausgesonderte System ein System von Primen von n, wenn x C m ist, 
und von m, wenn xz C n gilt. Der 3-Operator macht daraus eine Teilmenge 
von x bzw. m. Allen Teilmengen von m ordnet « mit einer Stelle also ein- 
deutig eine Teilmenge von x und allen Teilmengen von x» eine Teilmenge 
von m zu. Ferner erhilt « die Teilmengenrelation; denn es gilt fiir alle x 
und alle x’, die beide Teilmengen von m sind, 2’ C x-> a(x’) C a(x), wie man 
aus der AE in (1) ersieht. Entsprechendes gilt fiir n statt m. Daher werden 
die Prime von x genau auf die Prime von a(x) abgebildet (das bedeutet 
x ~ a(x)), und diese gehen bei nochmaliger Abbildung genau in die Prime 
von «(a(2z)) iiber. Da aber « auf den Primen involutorisch ist (s. Beweis zu 
Satz 22), sind diese Prime wieder genau die von x. Also gilt a(a(x)) = 2 
fiir alle Teilmengen x von m bzw. n. Folglich ist « mit einer Stelle eine Ab- 
bildung der Teilmengen von m auf die von n. AuBerdem war x ~ a(x). Da 
eine «-Funktion nach Satz 22 existiert, ist der Satz damit bewiesen. 

19) Satz 24. Sind @ und w zwei Abbildungen: von R auf S die eine und 
von S auf T die andere, so ist jede Funktion 7, die mit einer Stelle fiir alle x 
mit x R jeweils den Funktionswert 

x42) = y(v(2)) 
liefert, eine Abbildung von R auf T. 

Beweis. Die Funktion zy ordnet allen Elementen von R ein-eindeutig je 
ein Element aus 7 zu — als ein-eindeutige Funktion eines Funktionswertes 
einer ein-eindeutigen Funktion. Weiter kommen bei yw alle Elemente aus 7’ 
als Funktionswerte von Argumenten aus S vor, und damit kommen bei 7 
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alle Elemente von T als Funktionswerte von Argumenten aus R vor. Also 
ist y eine Abbildung von R auf 7. 


20) Satz 25. Zu zwei Mengen m und n gibt es stets eine Menge, die zu m 
und n fremd und zu m dquivalent ist. 
Beweis. Sei /y(., ») eine /-Funktion von U(m\/n) und einer Indexmenge 
dieses Systems. Dann ist 
l= unum () 


weder in m noch in n enthalten. U(m\Wn) enthalt nimlich 0 und alle Prime 

von m und ». Infolgedessen kann 0 wegen der Ein-eindeutigkeit der Funktion 

und der Erhaltung der Prime bei der Funktion (d.h. der Zuordnung der 

Prime zu sich selbst) nicht auf eines der Prime von m oder n abgebildet werden. 
Sei k eine Indexmenge von 


K=U(mUnvl) 
und /, eine /-Funktion von K und k. Dann ist 
™m = B/q(m x l) 


zu m und n fremd und zu m aquivalent. 

Weil K die Prime von m und von nv enthalt und kein Element von m x l 
ein Prim von m oder von n ist, miissen die Funktionswerte der Funktion 
/x zu den Argumenten aus m x 1 — wegen der Ein-eindeutigkeit der Funktion 
/x und der Erhaltung der Prime bei der Anwendung der Funktion /, — alle 
von den Primen von m und n verschieden sein. Zwei Mengen, die kein Prim 
gemeinsam haben, sind aber fremd. Daher ist "m zu m und n fremd. 

Ferner existiert eine Funktion, die mit einer Stelle fiir alle x mit 2am 
den Funktionswert /, (21) (das ist ein Element von /,(m x1) und damit 
ein Prim von "m) liefert. Diese Funktion ist ein-eindeutig auf m, p,,,)), und 
nach der Definitionsgleichung von "m gibt es zu allen Primen von ™™ ein 
Prim von m, dessen Funktionswert es ist. Folglich ist die Funktion eine Ab- 
bildung der Prime von m auf die von "m. Wie oben festgestellt wurde, sind m 
und "m fremd, also ist 

m~ "Mm. 


21) Definition 28a. Zwei Mengen heiBen aquivalent, wenn eine Menge 
existiert, die zu beiden Mengen fremd und aquivalent im Sinne von Definition 28 
ist. 

Satz 26. Zwei Mengen m und n sind dann und nur dann dquivalent, 
wenn eine Abbildung der Prime von m auf die Prime von n existiert. 

Beweis. Notwendigkeit: Sei h eine Menge, die zu m und n fremd ist und 
fiir die m ~ h~ n gilt. «, sei eine «-Funktion von m und h und a, eine «- 
Funktion von h und x. Dann existiert eine Funktion, die mit einer Stelle 
fiir alle Prime x von m jeweils den Funktionswert «,(«,(2z)) liefert. Nach 
Satz 24 ist diese Funktion eine Abbildung der Prime von m auf die von n. 
Da die beiden «-Funktionen existieren, existiert diese Funktion, wenn m 
und » aquivalent sind. 
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Genugsamkeit: Sei 4 eine Abbildung der Prime von m auf die von n. Es 
existiert nach Satz 25 eine Menge, die zu m und n fremd und zu m aquivalent 
ist. Sei h eine solche Menge. Dann existiert eine «-Funktion von A und m. 
Sei « eine solche Funktion. SchlieBlich existiert eine Funktion, die mit einer 
Stelle fiir alle Prime x von h den Funktionswert 4(«(2)) liefert und die nach 
Satz 24 eine Abbildung der Prime von h auf die von n ist. Also ist nach Satz 22 
h ~ n und damit m ~ n. 


22) Definition 30. Eine Abbildung des Systems S auf das System 7’: q¢ 
heiBt eine inklusions-isomorphe Abbildung oder ein Inklusions-Isomorphismus 
von S auf 7’, wenn fiir alle x mit x ¢ S und alle y mit y¢ S aus xC y folgt 
p(x) S p(y) und aus (x) © p(y) folgt x y. 

Nicht jede Abbildung ist ein Inklusions-Isomorphismus; denn z. B. eine 
Funktion. die mit einer Stelle fiir alle Teilmengen x von m den Funktions- 
wert m — x liefert, ist eine Abbildung von Um auf Um. Wire sie ein Inklu- 
sions-Isomorphismus, so miiBte aus 0 © m folgen m C 0. 

Satz 27. Ist g ein Inklusions-Isomorphismus von R auf S und yw ein 
Inklusions-Isomorphismus von S auf T, so ist jede Funktion y, die mit einer 
Stelle fiir die Elemente x von R den Funktionswert 


v (y(2)) 


liefert, ein Inklusions-Isomorphismus von R auj T. 

Beweis. Nach Satz 24 ist jede der besagten Funktionen eine Abbildung 
von R auf T. AuBerdem gilt fiir alle r¢ 8S, ye S: xo y= g(x) Cc yly)= 
= y(o(x)) S p(~(y)) und damit z C y = w(@(2)) © w(p(y)) fiir alle x und y 
mit «¢ S und y¢ VS. 

Satz 28. Wenn zwei Mengen m und n dquivalent sind, existiert ein In- 
klusions-Isomorphismus von dem Potenzsystem Um auf das Potenzsystem Un. 

Beweis. Wie aus dem Beweis zu Satz 23 hervorgeht, gilt der Satz, wenn m 
und » fremd sind. Anderenfalls existiert nach Definition 28a eine Menge, 
die zu m und n aquivalent und fremd ist. Sei h eine solche Menge. Es existieren 
dann ein Inklusions-Isomorphismus von Um auf UA und einer von UA auf Un. 
Seien g und y zwei solche. SchlieBlich existiert eine Funktion, die mit einer 
Stelle fiir die Teilmengen x von m den Funktionswert y(q(2x)) liefert. Diese 
Funktion ist nach Satz 27 ein Inklusions-Isomorphismus von Um auf Un. 

Z «tz. Ist g ein Inklusions-Isomorphismus von Um auf lin, dann gilt 
fiir alle Teilmengen ¢ von m: t ~ @(t), weil die inklusions-isomorphe Abbildung 
auch alle Prime von ¢ auf alle Prime von g(t) abbildet. 

23) Satz 29. Die Aquivalenzrelation ist transitiv, reflexiv und symmetrisch. 

Beweis. Die Transitivitat folgt aus den Siatzen 24 und 26. Die Reflexivitit 
ist durch die Existenz der identischen Funktion gesichert. Die Symmetrie 
ist aus der Definition (Def. 28a) ersichtlich. 


24) Satz 30. Zu jedem System S gibt es ein System S’ paarweise fremder 
Mengen und eine Abbildung p von S auf S’, so daB fiir alle Elemente y aus S 
gilt y~ gly). 
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Beweis. Sei r eine Indexmenge von S und « eine Menge, die zu 3@ 8S und r 
fremd und zu r aquivalent ist. Dann existiert eine /-Funktion von S und r, 
die eine Abbildung von S auf die Prime von r ist, und es existiert nach Satz 22 
eine Abbildung von r,p,,,), auf 8 p,;,)). SchlieBlich existiert wegen Satz 24 
eine Abbildung von S auf die Prime von s. Sei wy eine solche Abbildung, 
und fiir y ¢ S sei y(y) = 0. Zur Abkiirzung setze ich 


R= BOS xs. 


Man nehme eine Menge y aus S und bilde 


Y = ¥ Prix): 
Zu allen Primen aus Y wird nun das Prim yw(y) hinzugefiigt, so daB Paare 
entstehen. Das System dieser Paare ist: 


Ve Rig, 7, 
\wimcx 
Sei /g eine /-Funktion von Q = U(3G@SWUs) und einer Indexmenge von Q. 
Dann existiert eine Funktion, die mit einer Stelle fiir alle y mit y¢ S den 
Funktionswert 
Big(¥") 

liefert. Sei ~ eine solche Funktion, dann gilt — weil S aus 3 @ S ausgesondert 
werden kann und @ auf 3@S definiert ist — fiir 

S'= ¢(8) 
und @ folgendes: 

1. Wenn y,+ ¥, ist, so ist y(y,) + y(y_). Daher haben die entsprechenden 
Y; und Y; keine Elemente gemeinsam, und es ist y(y,)\ y(¥_) = 0. Daraus 
folgt, die Mengen aus S’ sind paarweise fremd. 

2. p(y) ist wegen 1. eine ein-eindeutige Funktion, die nach den Defi- 
nitionen von g und S’ allen Elementen aus S ein Element aus S’ zuordnet 
und bei der alle Elemente aus S’ Funktionswerte fiir je ein Argument y mit 
y€ Ssind. Also ist g eine Abbildung von S auf 8’. 

3. Es existiert eine Funktion, die mit zwei Stellen fiir alle zy mit x ay 
und y € S den Funktionswert 

lo(zv vty) 
liefert. Das ist cin Prim von p(y). Wenn ; eine solche Funktion ist, so ist 
sie fir alle y mit y ¢ S beziiglich der ersten Stelle ein-eindeutig. AuBerdem 
gibt es fiir alle diese y zu allen Primen von ¢(y) je ein Prim von y, dem als 
erstem Argument bei dem zweiten Argument y die Funktion y als Funktions- 
wert das Prim von g(y) zuordnet. Also existiert eine Funktion, die mit zwei 
Stellen fiir alle y mit y < S als zweite Argumente jeweils beziiglich der ersten 
Stelle eine Abbildung der Prime von y auf die von g(y) ist. Daraus folgt, 
es ist fiir alle Elemente y aus S — 
y~ Ply). 


Hiermit l48t sich nun das Auswahlaxiom XII folgendermaBen verall- 
gemeinern. 
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Satz 31. Zu jedem System S, das nicht leer ist und das nicht die leere 
Menge enthilt, existiert eine Funktion, die mit einer Stelle fiir alle Elemente 
avs S ein Prim dieses Elementes als Funktionswert liefert. 

Beweis. Wenn a eine nach dem Auswahlaxiom existierende Auswahlmenge 
des Systems S’ ist, dessen Mengen paarweise fremd sind und zu dem eine 
Abbildung g von S auf 8S’ existiert, so daB fiir alle y mit yc S y ~ p(y) ist. 
und wenn x die Funktion aus dem Beweis zu Satz 30 ist, dann existiert eine 
Funktion, die mit einer Stelle fiir alle y mit y « S den Funktionswert 


T(S S)eiwyna = x(%,y)} 


liefert, weil x fiir alle Elemente y aus S beziiglich der ersten Stelle auf TGS 
definiert ist. 

Fiir gegebenes y mit y ¢ S ist m(y) a ein bestimmtes Prim z von (jy). 
Weil x fiir y beziiglich der ersten Stelle eine Abbildung der Prime von y 
auf die von y(y) ist, gibt es genau ein Prim x’ von y, fiir das z = 7(2’, y) ist. 
Dieses Prim ist der besagte Funktionswert. Da a und 7 existieren, gilt der 
Satz. 


25) Satz 32. Zwei Systeme S und T haben dann und nur dann dqui- 
valente Indexmengen, wenn eine Abbildung von S auf T existiert. 

Beweis. Notwendigkeit: Sei s eine Indexmenge von S und ¢ eine Index- 
menge von 7’. Sei /, eine /-Funktion von S und s, /,p eine /-Funktion von T 
und ¢ und /7' eine Umkehrfunktion von /,. AuBerdem sei « eine Abbildung 
der Prime von s auf die von ¢. Dann existiert eine Funktion. die mit einer 
Stelle fiir alle Elemente x aus S den Funktionswert 


/p"(a(/s(x))) 


liefert. Diese Funktion ist nach Satz 24 eine Abbildung von S auf T. Da 
/s. ly, /7', « existieren, existiert also eine Abbildung von S auf 7’. 

Genugsamkeit: Seien s, t,/p,/g wie in dem ersten Teil des Beweises. Sei 
/s' eine Umkehrfunktion von /, und @ eine Abbildung von S auf 7. Dann 
existiert eine Funktion, die mit einer Stelle fiir alle Prime x von s den Funk- 
tionswert 


/7( p(/s' (2))) 


liefert. Diese Funktion ist nach Satz 24 eine Abbildung der Prime von s 
auf die von t. Da /,, /s', |, g existieren, existiert also eine Abbildung der 
Prime von s auf die von f¢, und es ist 


s~t. 


Satz 33. Hauptsatz der Addition und Multiplikation. Sei S ein System, 
dessen Elemente paarweise fremd sind, und T ein nicht leeres System, dessen 
Elemente auch paarweise fremd sind, und sei g eine Abbildung von S auf T, 
8o daf fiir alle y mit yc S y ~ yy) gilt. Dann ist fiir jede Indexmenge s von DS 
und jedet von DPT ITSGS~ TST und s ~t. 

Beweis. 1. Zunichst seien 3G@S und SGT fremd. Dann sind auch alle 
Elemente aus S mit allen Elementen aus 7’ fremd. Wihle ich fiir die beiden 
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Funktionen g und y aus der Ergiinzung zu Satz 22 eine Identitat und die 
Funktion g aus diesem Satz, so existiert nach der besagten Erginzung eine 
Funktion, die mit zwei Stellen bei allen zweiten Argumentwerten y ¢ S be- 
ziiglich der ersten Stelle eine Abbildung der Prime von y auf die von ¢(y) 
ist. Sei « eine solche Funktion. Sei 


H=Swo x, und o(w)= 3GH. 


Wegen der paarweisen Fremdheit der Elemente aus S ist H fiir w¢@S das 
System, das aus dem genau einen Element aus S besteht, das w enthiilt, 
und o(w) ist diese Elementmenge aus H. Mit diesen Hilfsmitteln kann man 
nun folgende Abbildung von © S auf @ T angeben. Es existiert eine Funktion, 
die mit einer Stelle fiir alle w mit w ¢ @ S den Funktionswert 


3 (oe (w)), X = a(w,o(w))} 


liefert. Sei o eine solche Funktion, dann ist o eine Abbildung von @ S auf ST. 

Fiir alle w mit w¢ GS ist o(w) ein Element aus G7. Die Funktion a ist 
auf © S ein-eindeutig; denn fiir alle w und w’ mit wc GS und w' ¢ GS gilt: 
w + w' + o(w) + o(w’). Existierte nimlich ein w mit w¢@S und ein w’ mit 
w'€ SS und wire w + w’ und o(w) = a(w’), so miiBte fiir diese w, w’ p(o(w)) 
= ~(o(w’)) und damit o(w) = o(w’) sein. Daher miiBte dann weiter «(w,o(w)) 
= a(w’, o(w’)) = a(w’, o(w)) sein, was nicht sein kann, weil « bei o(w) als 
zweitem Argument beziiglich der ersten Stelle ein-eindeutig ist. Ferner 
kommen alle Prime aus @7' unter den Funktionswerten von Argumenten 
aus © 8 bei der Funktion o vor, weil diese Prime in je einem p(y) mit y« S 
liegen miissen und a(w, y) alle Prime von g(y) als Funktionswerte zu Ar- 
gumenten w mit way hat. Also ist o eine Abbildung von @S auf @7 und 
damit 36S ~ 3@T nach Satz 26. 

2. Man verwende o statt # in der Formel (2) aus dem Beweis zu Satz 22. 
Das dort erhaltene Abbildungssystem A verwende man dann in der Forme! (1) 
desselben Beweises. Dann sieht man, da®B eine «-Funktion von S3@S und 
3 OT existiert, deren Funktionswerte fiir Argumente aus © S mit denen von o 
zusammenfallen. Sei « eine solche Funktion. « ist eine inklusions-isomorphe 
Abbildung der Teilmengen von 3G S auf die von 3@ 7. Die Elemente aus DS 
sind Teilmengen von 3@8. «(w) ist also eine Abbildung von %S, und zwar 
auf % 7'; denn erstens ist «(v) eine Auswahlmenge von 7’, wenn v eine von S 
ist, weil «(w) jedes Prim von v auf ein Prim von «(v) abbildet und weil «(w) 
fiir diese Prime mit o(w) iibereinstimmt und daher die Prime so abgebildet 
werden, da in allen Elementen aus 7' genau ein Prim von «(v) liegt. Zweitens 
kommen auch alle Auswahlmengen von 7 unter den Funktionswerten der 
Funktion « von Argumenten, die Auswahlmengen von S sind, vor, weil « 
involutorisch ist und S und 7 sich daher in der Betrachtung vertauschen 
lassen. Also ist 

s~t. 
3. Seien SES und SGT nicht fremd. Sei r eine Menge, die zu TOS 


und 3@7 fremd und zu 3@S fquivalent ist. Nach Satz 25 existiert eine 
Math. Ann. 131 31 
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solche Menge. Sei «” eine a-Funktion von 3@S und r. a” ist dann ein In- 
klusions-Isomorphismus von USGS auf Ur. Ist 
S’= a’ (8), 

so wird S mit «’’ (x) auf S’ abgebildet und umgekehrt. Daher ist 36S’ = r. 
Die Elemente aus S’ sind fremd, und fir alle y mit y ¢ S’ ist y ~ «’’(y). 

Nach Voraussetzung gilt fir alle y mit yc S y~ g(y). Also gilt auch 
y ~ p(«’ (y)) fiir alle y mit y¢ S’. Sei A eine Funktion, die mit einer Stelle 
fir alle Elemente y von S’ den Funktionswert g(«’’(y)) liefert. 4 ist dann 
eine Abbildung von S’ auf 7 nach Satz 24, und es gilt fiir alle Elemente y 
aus S’: y ~ A(y). Damit ist nach 1. und 2.: 


36S’ ~S3OT 
und 
s’~ t, 
wenn 8s’ Indexmenge von 8’ ist. Ferner ist, weil «” ein Inklusions-Isomor- 
phismus von US OS’ auf UTES ist, der S auf 8’ abbildet, wegen r ~ TOS 
und nach 2. 


SS6S~S3SS’ 
und 
s~ ss’. 
Folglich ist 
S6S~S36T 
und 
s~t. 


26) Definition 31. Ist eine Menge m einer Teilmenge einer Menge n aqui- 
valent, so schreibt man mtn. Ist m keiner Teilmenge von n aquivalent, so 
schreibt man mzn. 

Definition 32. Ist mrn und nzm, so sagt man, m ist von kleinerer Machtig- 
keit als n und schreibt dafiir m < n oder n > m. 

Satz 34. Aquivalenzsatz von BERNSTEIN. Aus mtn und nim folgt m ~ n. 

Beweis. Ich werde zunichst zeigen, daB die Behauptung 

m~m" Cm’ cm>m~m' 
dem Satz logisch aquivalent ist, und dann diese Behauptung beweisen. 

Mit n = m’ folgt aus dem Satz die Behauptung. Wenn andererseits zwei 

Mengen m, und 2, existieren, so daB 

M~NonAn~m,Cm 
ist, ist m ~ n, weil nach Satz 28 und der Behauptung (m ~ ny Cn A n ~ mC m) 
+> Ex: (m~ ng~ xo mom A n~ mM) > (m ~ mM, A m,~ n)—> m ~ n gilt. 

Der Beweis von ZERMELO und FRAENKEL fiir die obige Behauptung lautet 
in die hier gebrauchte Terminologie iibertragen folgendermaBen : 

Sei m’—m=d, g eine der nach Satz 28 existierenden inklusions-iso- 
morphen Abbildungen der Teilmengen von m auf die von m” und 


T = Macx } 
o(x)ox 
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das System der Teilmengen x von m, die die Menge d und die ihnen von der 
Funktion g zugeordneten Funktionswerte enthalten. Es ist m¢ 7. Also 
ist T nicht leer. Sei 


a=S39T. 


Dann gilt a¢ 7’. Es ist nimlich d¢ a; denn weil d in allen Mengen aus 7’ ent- 
halten ist, muB d wegen fin 7’ = a (Satz 17) auch in a enthalten sein. Ferner 
ist g(a) Ca; denn a ist Teil aller Mengen x aus 7’, x enthilt nach Voraus- 
setzung g(x), p(x) enthalt m(a), weil @ die Inklusion erhilt, also enthilt 
xauch g(a). g(a) ist also in allen Mengen aus 7' und damit auch in a enthalten. 
Weiter gilt g(a) d = a. Beweis: Wegen y(a)Ca und g(a) Cm” Cm—d, 
d.h. p(a)\d = 0, ist p(a)Ca—d. Andererseits sind alle Prime p von a —d 
auch Prime von g(a), sonst wiirde ein Prim p existieren, so daB a— p = a, 
die Mengen d und g(a) und damit g(a,) enthilt. Also wiirde a, zu 7 gehéren 
und gleich 3D 7 — p sein, was nicht sein kann. Daher ist a— dC g(a), folg- 
lich a—d = (a), woraus wegen dca a= (a) d folgt. 
Damit ist nun 
m’=dom" = (dU p(a))U (m"— —(a)) 
wegen g(a) Cm”, also 
m’ = a\)(m"’— (a)). 


Weil a und m”— g(a) fremd sind, existiert eine Funktion, die mit einer Stelle 
fiir alle Prime y von m’ den Funktionswert 


p(y) fir yCa 

y fir yo (m"’— ¢(a)) 
liefert. Diese Funktion ist eine Abbildung der Prime von a (m’’— (a)) 
auf die von g(a) (m”— p(a)). Also ist 


a\)(m"— p(a)) ~ pla) (m"”— ¢(a)) 
und damit 


und wegen m”’ ~ m 
m'~ m. 


Es ergibt sich damit folgende Ubersicht iiber das Verhalten zweier Mengen 
gegeniiber der Aquivalenz: 


mtnAntm d.h. m~n_ nach dem Aquivalenzsatz 
mtn\nim d.h. m<n_ nach Definition 32 
mian\ntm d.h. m>n_ nach Definition 32 

min \nzm. 


> oe ho 


Die Relationen ~, <, > schlieBen einander also aus. DaB jedoch stets eine 
der drei Relationen zwischen zwei Mengen gilt und der vierte Fall unméglich 
ist, wird erst in der Theorie der wohlgeordneten Mengen nachgewiesen. 
Ferner gilt 
(atb\b<c)>a<c 
31* 
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und entsprechend 
(a<bAbte)>a<c 


wegen (atb\ btec)>atc+(a<cya~c), und weil ausc~a \athbAcrb 
ein Widerspruch folgt. 


27) Satz 35. Satz von Cantor. Jede Potenzmenge einer Menge hat eine 
gropere Michtigkeit als die Menge selbst. 

Beweis. Dieser Beweis ist mit einigen Abanderungen aus (Lit. [6]) Nr. 25 
iibertragen. 

Sei n eine Indexmenge von Um und /,,,, eine /-Funktion von Um und n. 
Dann ist mC n, weil alle Prime von m in 21m vorkommen und daher auch 
Prime der Indexmenge sein miissen. Also ist wegen m ~ m: mT n. 

Wire nt m, so gibe es eine Teilmenge von m, zu der n aquivalent wire. 
Sei m’ eine solche Menge. Dann existiert eine Abbildung der Prime von x 
auf die von m’. Sei y eine solche Abbildung. SchlieBlich existiert eine Funk- 
tion, die mit einer Stelle fiir alle Teilmengen x von m den Funktionswert 


v(/u m (x)) 


liefert. Sei m eine solche Funktion. ist dann eine Abbildung der Teilmengen 
von m auf die Prime von m’ nach Satz 24. Fiir 


(1) U= Ms 4 (x) SX} 
und 
(2) m= 3 (U) 


, 


gilt dann wegen m” © m’: 
m'’« U + p(m"’)Em" nach (1) und g(m”) Cm” nach (2) 
m’’< U - p(m")Cm” nach (1) und g(m"’)¢ m” nach (2). 

Das ist ein Widerspruch. Also ist nzm und damit m < x. 

28) Satz 36. Ungleichung von ZERMELO. Ist S ein System, dessen Ele- 
mente paarweise fremd sind, und T ein System, dessen Elemente auch paarweise 
fremd sind, und x eine Abbildung von S auf T, so daf fiir alle Elemente y aus S 
y < x(y) gilt, dann ist fiir jede Indexmenge i von YT 

BOS <i. 

Die Ubertragung aus dem entsprechenden Beweis in (Lit. [6]) in einen 

Beweis hierfiir erfordert keine neuen Methoden. 


Kapitel 4. Bemerkungen zum Axiomensystem 
Um zu beweisen, daB das Axiomensystem aus dieser Arbeit schwicher als 
das von FRAENKEL ist, geniigt es, das Axiom XI heranzuziehen, weil die 
restlichen 12 Axiome offensichtlich in der Fraenkelschen Mengenlehre wahre 
Satze sind. 
Die Systeme in dieser Arbeit lassen sich in der Fraenkelschen Theorie 
als Mengen von den Elementen der Systeme auffassen. Ein System 


Mo (x, ¥, 2, Uu)S (X,Y, z,U)} 








Axiomatische Mengenlehre ohne Elemente von Mengen 461 


muB bei FraENKEL folgendermaBen geschrieben werden: 


(Um), (2, y,z,u) CU y(2,y,z,u)* 


Die hier als ,,Prime‘‘ bezeichneten Mengen sind bei FRaENKEL die Mengen 
von einem Element. 

Die folgenden Betrachtungen werden im Fraenkelschen System durch- 
gefiihrt. Sei 


Pi (8) = S,=162) 
und 


¥2(S) = S— (8) = 82¢9,(S) » 


d.h. @,(S) die Menge der Elemente von S, die nur ein Element enthalten, 
und ,(S) die Menge der Elemente von S, die kein oder mehr als ein Element 
enthalten. Ferner sei y(S) die Teilmenge von © S(¢,(S)), die nicht Element 
von © @(¢,(S)) ist. DaB es eine solche Funktion gibt, ist in (Lit. [6]) Nr. 5 
bewiesen. Dann hat die Funktion 


o(S, x) = (S({x} 0 gy (S)) v (fz, v (SH 9 (p2(S) x {y(S)}) 
folgende Beschaffenheit : 
x € 9, (S)> e(S8, x) = x 
x € (8) > e(S, x) = {{z, y(S)}}. 


Die Funktion ist ein-eindeutig; denn fiir verschiedene z aus g,(S) sind auch 
die Funktionswerte, die selbst x sind, verschieden. Fiir verschiedene z aus 
Y2(S) sind die Funktionswerte ebenfalls verschieden. Ist schlieBlich x,¢ y, (8), 
X26 P2(8), so gilt wegen w(S)¢ GS —,(S), d. h. weil x, die Form {{a, b, . . .}} 
hat und w(S) nicht unter den a, b, . . . vorkommt, 0(S, z,) + o(S, 2). 

AuBerdem sind alle Funktionswerte von o(S, x) fiir x¢ S Mengen von 
genau einem Element. 

Die Funktion 9(S, 2) liefert also bei 


S'=S 9, (8) v (p2(8) x{y(S)}) 
eine ein-eindeutige Abbildung der Menge S auf die Menge 
8” = (US’), ~:6x)- 


Gehen wir nun wieder zu der Terminologie dieser Arbeit iiber, so ist S’ 
eine Indexmenge des Systems S, weil 0 bei S beziiglich x eine /-Funktion 
von S und 8’ ist, denn 9(S, z) ist beziiglich x eine Abbildung des Systems S 
auf S’’, das System der Prime von S’, und bildet die Prime von S auf sich ab. 

Wenn S wie in Axiom XI von den Mengen z, u, v, w abhingt, so ist auch 
nach FRAENKEL die Indexmenge S’ eine Funktion von z, u,v, w. Axiom XI 
ist also ein richtiger Satz in der Fraenkelschen Theorie. 

Andererseits ist die Richtigkeit der Aussagen der Fraenkelschen Axiome 
aus den Axiomen dieser Arbeit nicht zu ersehen, da der Begriff des Elementes 
einer Menge hier gar nicht auftritt. Daher ist z. B. die Vereinigungsmenge 
einer Menge nicht bildbar. 

3la 
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Es ist damit insbesondere gezeigt, da das Axiom XI zum Repertoire 
des Fraenkelschen und der anderen starkeren mengentheoretischen Kalkiile 
gehért und daB die Forderung der Existenz einer Indexmenge nicht aus dem 
Rahmen der iiblichen Mengenlehre herausfiallt. 
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Uber den Begriff der Orthogonalitat in der Kreisgeometrie 
Von 
GUNTHER EWALD in Mainz 


Einleitung 


In einer friiheren Arbeit des Verfassers [1]') wurde die Kreisgeometrie 
axiomatisch unter Verwendung der Grundbegriffe ,,Punkt“, ,,Kreis‘, ,,liegt 
auf‘, ,,ist orthogonal“ aufgebaut. Wie dort (S. 356) angekiindigt, soll jetzt die 
Orthogonalitaét der Kreise mit Hilfe von Inzidenzeigenschaften definiert und 
ein dem alten aquivalentes neues Axiomensystem angegeben werden, in dem 
nur noch die Grundbegriffe ,,Punkt“, ,,Kreis“, ,,liegt auf‘ vorkommen?). Die 
Axiome, die an die Stelle der friiheren Orthogonalitaétsaxiome treten, enthalten 
vorwiegend Aussagen iiber die Beriihrung von 
Kreisen, die als spezielle Inzidenzeigenschaft 
aufzufassen ist. 

Das Hauptergebnis von [1] war folgendes: Er- 
fillt ein System axiormatischer Punkte und Kreise 
die Axiome 1 — 3%), also gewisse (elementare) 

Inzidenz- und Orthogonalititsaxiome sowie den 

Bischelsatz (in spezieller Form), dann lassen sich 

die axiomatischen Kreise als ,,.ebene Schnitte” 

eines Bereiches 

(*) rxAzxT=0 

in einem dreidimensionalen projektiven Raum mit 

einem geeigneten Koordinatenschiefkérper K dar- 

stellen, wobei A = (a;,), @;,¢ K (i, k = 0, .. ., 3), oe 
A'= A? und T ein involutorischer Antiautomorphismus von K ist. (*) laBt 
sich in die gewohnliche Kugelgleichung iiberfiihren, wenn K insbesondere der 
KG6rper der reellen Zahlen ist. 

Die elementaren Inzidenzaxiome und der Biischelsatz gelten aber auch 
fiir die ebenen Schnitte einer beliebigen konvexen Fliche. Folglich ist in den 
Orthogonalitatsaxiomen die Bedingung dafiir zu suchen, daB der Bereich (*), 
wie angegeben, algebraisch ist*). Diese liBt sich jetzt weiter lokalisieren: 
Man iiberlegt sich leicht, daB alle Axiome, die die friiheren Orthogonalitats- 
axiome ersetzen, auBer Axiom 3* (vgl. Fig. 1) ebenfalls fiir die ebenen Schnitte 

1) Zahlen in eckigen Klammern bedeuten die Nummer im Literaturverzeichnis am 
Ende dieser Arbeit. 

*) Die Axiome von [1] zitieren wir im Folgenden kurz als Axiome 1—3, die neuen als 
Axiome 1*— 5*, 

3) Siehe [1], S. 357. 

‘) Vgl. [1], S. 356. 
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einer beliebigen konvexen Filache erfillt sind. Axiom 3* bedingt also den 
algebraischen Charakter von (*) und in gewissem Sinne auch den ,,metrischen“ 
Charakter, der dem Begriff der Orthogonalitat anhaftet. 

Topologisch gesehen ergibt sich hieraus der folgende Satz: Die Schnitt- 
punktseigens:haft von Axiom 3* ist notwendig und hinreichend dafiir, daB 
das System der ebenen Schnitte einer konvexen Fliche dem System der Kreise 
auf der Kugel homéomorph ist. 

Die gleiche Kennzeichnung leistet bekanntlich®) der Miquelsche Satz 
anstelle von Axiom 3*. In diesem Zusammenhang ist erwihnenswert, daB 
ein ,,entarteter“ Fall (s. u. Satz 1) der zur (8,, 8,)-Konfiguration von Kreisen 
spezialisierten Miquelschen Kreisfigur fast unmittelbar eine Folge von Axiom 3* 
ist. Indessen bleibt weiterhin offen, ob der allgemeine Miquelsche Satz (oder 
auch nur die (8,, 8,)-Konfiguration) aus den Axiomen 1*— 5* (bzw. 1 — 3) 
beweisbar ist. 

Ein spezieller Teil des Biischelsatzes wurde in [1]®) allein aus den Inzidenz- 
und Orthogonalitatsaxiomen bewiesen. Umgekehrt erscheint jetzt ein ,,ent- 
arteter“ Fall dieses Teils des Biischelsatzes als Axiom (5* b*). 

SchlieBlich sei hervorgehoben, daB die Definition der Orthogonalitiat 
(s. u. Definition 2) ohne Bevorzugung bestimmter Punkte oder Kreise geschieht, 
also invariant ist gegeniiber jeder Abbildung, die die Kreise bei Erhaltung 
der Inzidenz unter sich vertauscht. 


§ 1. Das neue Axiomensystem 


Gegeben seien zwei Mengen von Dingen, Punkte P, A, B,... und Kreise 
k,l,... und eine Beziehung ,,P liegt auf k“ (bzw. ,,k geht durch P*, ,,P ist 
ein Punkt von k“‘ usw.). 

Axiom 1*: a*) Es gibt einen Punkt und einen Kreis, so daB der Punkt nicht 
auf dem Kreis liegt. 

b*) Auf jedem Kreis liegen mindestens drei verschiedene Punkte. 

c*) Drei verschiedene Punkte liegen auf einem und nur einem Kreis. 

Definition 1: Zwei Kreise schneiden, beriihren oder meiden sich, je 
nachdem sie einen, genau einen oder keinen Punkt gemeinsam haben. Einen 
gemeinsamen Punkt zweier Kreise nennen wir Schnittpunkt, im Falle der 
Berthrung auch Berihrpunkt. 

Axiom 2*: a*) Durch einen Punkt auf einem Kreis und einen nicht auf 
diesemK reis liegenden Punkt gibt es genau einen zweiten Kreis,der den ersten beriihrt. 

b*) Sind zwei sich schneidende (evtl. beriihrende) Kreise und ein beliebiger 
Punkt auf einem dieser Kreise gegeben, der nicht zugleich auf dem andern liegt, 
dann gibt es durch diesen Punkt einen dritten Kreis, der die beiden ersten beriihrt. 

c*) Sind zwei sich beriihrende Kreise und ein vom Beriihrpunkt verschiedener 
Punkt auf einem dieser Kreise gegeben, dann gibt es durch diesen Punkt nur 
einen gemeinsamen Beriihrkreis der beiden Kreise. 





5) Siehe B. Hessetpacn [2], 8S. 265. Vgl. auch B. L. van DER WaAERDEN u. L. J 
Smip, [3], S. 754. 
*) Siehe [1], S. 358 und 362. 
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Axiom 3*: Seien A, B,C, D vier verschiedene Punkte derart, daB es zwei 
Kreise durch C gibt, die sich untereinander und den Kreis (A BD)*) in A bzw. B 
beriihren. Dann beriihren sich ebenfalls die Kreise durch D, die den Kreis (A BC) 
in A bzw. B beriihren (Fig. 1). 

Axiom 4*: Hin Kreis k werde in einem Punkt A von zwei Kreisen beriihrt, 
die zugleich einen zweiten Kreis k' in den Punkten A’, A" beriihren; ebenso in 
einem Punkt B von zwei Kreisen, die zugleich k' in den Punkten B’, B” beriihren. 





Fig. 2 


A’ sei von A", B’ sei von B"’ verschieden*). Meiden sich dann die Kreise (AA' A”) 
und (BB' B" ), so schneiden sich k und k’ (Fig. 2). 

Axiom 5*: a*) (Spezieller Biischelsatz): Gegeben seien vier Paare lauter 
verschiedener Punkte, so daB in fiinf Fiillen je zwei dieser Paare auf einem Kreis 
liegen. Zu dreien dieser Kreise, die nicht durch dasselbe Paar gehen, gebe es 
niemals drei weitere Kreise, die sich so zu je zweien 
untereinander beriihren, daB in jedem Beriihrpunkt 
ein anderer der drei ersten Kreise ebenfalls Beriihrkreis 
ist. Dann liegen auch im sechsten Fall die Paare auf 
einem Kreis. 

b*) (,,Entarteter‘ Fall des Biischelsatzes) : Seien 
A, A’, B, C, D fiinf verschiedene Punkte, und es gebe 
zwei Kreise, von denen einer den Kreis (AA' C) in Fig. 4 
C und der andere den Kreis (AA' D) in D beriihrt 
und die beide (AA' B) in B beriihren. Dann existiert auch ein Kreis, der 
(AA' C) in C und (AA' D) in D beriihrt (Fig. 3). 

Definition 2: (Orthogonalitét). Ein Kreis k heiBt zu einem Kreis k’ 
orthogonal, wenn er durch die Beriihrpunkte dreier sich in verschiedenen 
Punkten zu je zweien beriihrender Kreise, zu denen k’ gehért, hindurchgeht 
(Fig. 4). 

Satz 1: P, Q seien verschiedene Punkte auf einem Kreis k. Ferner seien 8p, & 
zwei Kreise, die sich untereinander in S und den Kreis k in P bzw. Q beriihren; 
ebenso tp und tg zwei Kreise, die sich untereinander in T + S und k in P bzw. 


7) (X Y Z) bezeichnet den Kreis durch X, Y und Z. 
*) Dann folgt aus Axiom 2*a*) auch A’, A” + A und B’, B’+: B. 
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Q beriihren. Dann liegen P,Q, S und T auf einem Kreis und es gibt einen Kreis 
durch 8S, T, der sp und tg (sowie 8g und tp) beriihrt (Fig. 5)*). 

Beweis: Angenommen, S liegt nicht auf (PQ7), dann schneidet s, 
jedenfalls diesen Kreis in einem von P verschiedenen Punkt S’ (Fig. 6), denn 
sonst wiirde sp sowohl k wie (PQS) in P beriihren, so daB wegen Axiom 2* a*) 
auch k und (PQS) nur einen Punkt P = Q gemeinsam hiitten. Ist ferner U 
ein Punkt + P, Q auf k [Axiom 1* b*)], dann sieht man nach Axiom 3*, indem 
man dort P statt A, Q statt B, T statt C und U statt D setzt, daB sich die 





Fig. 5 Fig. 6 


Kreise durch U, die (P QT) in P bzw Q beriihren, auch untereinander beriihren 
(Fig. 6). — Wendet man nun wieder Axiom 3* an, indem man P statt A, Q 
statt B, U statt C und S’ statt D setzt, dann folgt, daB sich sg und sp in S’ 
beriihren entgegen der Annahme S + S’. Durch P, Q, T, S geht also ein Kreis. 

Genau wie die beiden obigen Kreise durch den Punkt U auf k finden wir 
jetzt durch einen Punkt V auf tg zwei Kreise, die sich untereinander in V 
und (P QT’) in Q bzw. T beriihren. Daraus schlieBt man, wieder nach Axiom 3* : 
Der Kreis durch S, der tg in T beriihrt [Axiom 2* a*)], beriihrt auch sg und 
nach Axiom 2* a*) die Kreise s, und tp. 


§ 2. Folgerung der Axiome 1 — 3 aus den Axiomen 1* — 5* 

Die Axiome | a) — d) stimmen genau mit den Axiomen 1*a*)— c*), 
2* a*) iiberein. 

Axiom 2: a) ,,Ist k zu k’ orthogonal®®), dann ist auch k' zu k orthogonal.“ 

Seien A, B, C die Beriihrpunkte der drei Beriihrkreise, zu denen k’ gemab 
Definition 2 gehért, so daB also k = (A BC) ist und k’ etwa durch A, B hin- 
durchgeht. Nimmt man einen Punkt D+ A,B auf k’ an [Axiom 1*b*)], 
dann gibt es nach Axiom 2*a*) einen Kreis | durch A und D, der k beriihrt, 
und nach Axiom 3* einen gemeinsamen Beriihrkreis von k und / durch B, D. 
Also ist auch k’ zu k orthogonal. 

®) Die Konfiguration von Satz 1 ergibt sich als ,,entarteter* Fall aus der (8,, 8,)- 
Konfiguration von Kreisen, die sowohl eine Spezialisierung des Miquelschen Satzes wie 
des Biischelsatzes darstellt, wenn man in dieser die Punkte geeignet paarweise zusammen- 


fallen 1aBt. 
1°) ,,Orthogonal“ ist in diesem Paragraphen im Sinne von Definition 2 zu verstehen. 
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b) ,,Jst k zu k’ orthogonal, dann schneiden sich k und k’.“* Dieses Axiom ist 
nach Definition der Orthogonalitat erfiillt. Die Schnittpunkte von k und k’ 
sind verschieden. 

e) ,,Liegt P auf k wnd ist Q ein beliebiger von P verschiedener Punkt, dann 
gibt es durch P, Q genau einen zu k orthogonalen Kreis.‘ Liegt in der Tat Q 
nicht auf k, dann gibt es durch P und Q genau einen Kreis |, der k beriihrt 
[Axiom 2* a*)] und durch Q genau einen weiteren Kreis, der | und k beriihrt 
{Axiom 2* b*) c*)], letzteren in einem Punkt R + P,Q. k’=(PQR) ist dann 
zu k orthogonal. — Sei umgekehrt, falls Q nicht auf k liegt, k’’ ein Orthogonal- 
kreis von k durch P und Q. Den von P verschiedenen Schnittpunkt von k 
und k” nennen wir R’. Nach Definition 2 gibt es einen Punkt Q’ auf k’, so 
daB sich die Beriihrkreise von k durch Q’ und P bzw. R’ auch in Q’ beriihren. 
Der [nach Axiom 2*b*) existierende] Kreis durch R’, der k und | berihrt, 
hat dann (falls nicht schon Q’= Q ist) nach Satz 1 einen auf k’ = (PR’Q’) 
liegenden Punkt, d.h. Q als Beriihrpunkt mit 1. Wegen Axiom 2*c*) folgt 
hieraus R’= R und mithin k= k’. Also ist k’ eindeutig bestimmt. 

Liegt Q auf k, dann findet man den gesuchten Orthogonalkreis mit Hilfe 
von Kreisen, die k in P bzw. Q und sich untereinander beriihren. Seine 
Eindeutigkeit ergibt sich wieder aus Satz 1. 

Satz 2: Ist k’ zu k in P orthogonal, dann auch zu jedem Kreis, der k in P 
beriihrt. 

Beweis: Man setze in Satz 1 k’= (PQS). Ist dann ¢, ein beliebiger Kreis, 
der k in P, und to der Kreis, der k in Q und tp in T + P beriihrt, so ist 
wegen (PQS) = (PQT) k’ auch zu tp orthogonal. 

Satz 3: Zwei Kreise, die zu einem Kreis k in einem Punkt P orthogonal 
sind, beriihren sich. 

Beweis: Andernfalls gabe es durch ihren zweiten Schnittpunkt zwei 
verschiedene zu k in P orthogonale Kreise entgegen e). 

c) ,,Jst ein Kreis zu zwei sich beriihrenden Kreisen orthogonal, dann geht er 
durch deren Beriihrpunkt“. 

k und / seien die angenommenen, sich beriihrenden Kreise, P ihr Beriihr- 
punkt. &’ sei ein zu k und | orthogonaler Kreis; wir nehmen an, er geht nicht 
durch P. Es seien K bzw. L Schnittpunkte von k’ mit k bzw. | [sie existieren 
nach b)]}. Die zu k bzw. | orthogonalen Kreise durch P und K bzw. L [sie 
existieren nach e)] beriihren beide k’ (Satz 3), ferner sind sie beide sowohl 
zu k wie zu | orthogonal (Satz 2). Sie beriihren sich also auch untereinander 
in P (Satz 3). Dann ist aber der Kreis (PK L) ein von k verschiedener, (nach 
Definition 2) zu k’ in K orthogonaler Kreis durch P, im Widerspruch zu e). 

d) ,,Sind zwei verschiedene Kreise gleichzeitig zu zwei sich meidenden Kreisen 
orthogonal, dann schneiden sie sich.“ 

Seien / und m die gegebenen sich meidenden Kreise, k und k’ gemeinsame 
Orthogonalkreise von / und m. k’schneide 1 in A’ und A” sowie m in B’ und B”’ 
[Existenz nach b)]. Ferner sei A ein Schnittpunkt von k und / sowie B ein 
Schnittpunkt von k und m. Dann findet man mit Hilfe von Satz 2 und 3 
durch A zwei Kreise, die k’ in A’ bzw. A” und k beide in A beriihren (als 
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Orthogonalkreise von /), gleichfalls zwei Kreise durch B, die k’ in B’ bzw. B”’ 
und k beide in B berithren. Dann schneiden sich k und k’ aber nach Axiom 4* 
(vgl. Fig. 2). 

f) .,Sind A, A’, B drei beliebige verschiedene Punkte, dann gibt es durch B 
genau einen Kreis, der zu allen Kreisen durch A, A’ orthogonal ist.‘ 

Sei k = (AA’B) und k’ ein von k verschiedener Kreis durch A, A’. Nach 
Axiom 2* b*) gibt es einen Kreis /, der k in B und k’ in einem Punkt C beriihrt; 
und ebenso einen Kreis m, der / in B und k’ in einem Punkt P + C beriihrt 
(Fig. 3). Dann ist aber (BC P) nach Definition 2 zu k’, 1, m und wegen Satz 2 
auch zu k orthogonal. Wegen e) ist (BC P) der einzige Kreis dieser Art. 

Ist nun k” ein beliebiger weiterer Kreis durch A, A’, dann lege man durch B 
einen [nach Axiom 2* b*) existierenden] Kreis n, der k in B und k” in einem 
Punkt D beriihrt. Nach Axiom 5* b*) gibt es einen gemeinsamen Beriihrkreis o 
von k’ und k” durch C und D. Wegen Satz 2 ist aber (BC P) zu n und o 
orthogonal, geht also wegen c) durch D. Nach Satz 2 folgt hieraus wieder, daB 
(BC P) auch zu k” orthogonal ist. — Damit ist f) nachgewiesen. 

Axiom 3: (Spezieller Biischelsatz). ,,Liegen von vier Paaren lauter ver- 
schiedener Punkte in fiinf Fallen je zwei Paare auf einem Kreis, sind diese 
Kreise alle verschieden und gibt es zu dreien der fiinf Kreise, die nicht durch 
dasselbe Paar gehen, niemals einen gemeinsamen Orthogonalkreis, dann liegen 
auch im sechsten Fall die Paare auf einem Kreis.“ 

Dieses Axiom ist nur eine Umformulierung von Axiom 5*a*). 


§ 3. Folgerung der Axiome 1* — 5* aus den Axiomen 1 — 3 

Da die Axiome 1a) — d) mit den Axiomen 1*a*) — c*), 2*a*) aquivalent 
sind, brauchen wir wieder nur die Richtigkeit der iibrigen Axiome nachzuweisen. 

Axiom 2*: b*) (s. 0.) 

Seien k,/1 die gegebenen Kreise, R der angenommene Punkt auf einem 
dieser Kreise, etwa k. Da R mit keinem der Schnittpunkte von k und / 
zusammenfallt, gibt es nach Axiom 2f) bzw. bei Beriihrung nach Axiom 2e) 
und [1], S. 359, Satz (3) einen gemeinsamen Orthogonalkreis ") k’ von k und 1 
durch R. Er schneide / in einem Punkt S [Axiom 2b)]. Nach [1], § 1, (*) 
beriihrt dann der Orthogonalkreis m von k’ durch R und S [ Axiom 2e)] & und 1. 

c*) (s. 0.) 

Die Existenz eines solchen Berihrkreises folgt aus b*). Wir behalten die 
eben angegebenen Bezeichnungen bei. Ist P der Beriihrpunkt von / und k, 
dann geht k’ wegen Axiom 2c) durch P; es ist also k’= (PRS). Gabe es nun 
einen zweiten Kreis k’’, der k in R und / in S’ + S beriihrte, dann wire wieder 
(PRS’) zu k,l, m orthogonal und (PRS’) + (PRS). Es gabe also durch P 
zwei verschiedene, zu m in R orthogonale Kreise, entgegen Axiom 2e). 

Axiom 3*: (s. 0.) 

Wie beim Nachweis von Axiom 2*b*) c*) schlieBt man, daB (ABC) zu 
(A BD) und den beiden gegebenen Kreisen, die (A BD) beriihren, orthogonal 
ist. Nach Axiom 2a) ist dann auch (A BD) zu (A BC) orthogonal und wegen 





1) ,,Orthogonal* ist in diesem Paragraphen im Sinne von [1] zu verstehen. 
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[1], S. 359, Satz (4) zu dem Kreis durch D, der (A BC) in A beriihrt. Der 
Orthogonalkreis von (A BD) durch B und D ist, wieder nach [1], § 1, (*), der 
gesuchte Kreis. 

Axiom 4*: (s. 0.) 

k und k’ sind offenbar zu den sich meidenden Kreisen (A A’ A’’) und 
(B B’ B’) orthogonal, schneiden sich also nach Axiom 24). 

Axiom 5*: a*) (s. 0.) 

a*) ist wieder das umformulierte Axiom 3. 

b*) (s. 0.) 

Nach Axiom 2f) gibt es durch B (genau) einen gemeinsamen Orthogonal- 
kreis t von (A A’ B) und (AA’C). t ist nach [1], 8. 359, Satz (4) auch zu den 
beiden angegebenen Kreisen, die (A A’ B) in B beriihren, sowie zu (A A’ D) 
orthogonal. Wegen Axiom 2c) geht also ¢t durch C und D. Der Orthogonalkreis 
von ¢ durch C und D [Axiom 2e)] ist dann nach [1], § 1, (*) der gesuchte Kreis. 
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Druckfehlerberichtigung 
zu der Arbeit von Hans-JoacHim K ANOLD, Braunschweig: Uber einen Satz vonL.E. Dickson 


Math. Ann. 131, 167—179 (1956) 
1) Seite 170, Zeile 15 von unten: 
In (33) lies - -- + —Z— statt - ++ + 
Pp, cd 


ex Pox 
2) Seite 171, Zeile 8 von oben: 
In (40) lies ¢,, > 0 statt e,, > 0. 


3) Seite 172, Zeile 10 von unten: 
In (54) lies im Nenner p>* statt p**. 


4) Seite 172, letzte Zeile: 
In (56) lies im Zahler p% statt p,*. 


5) Seite 173, Zeile 3 von unten: 
In (65) lies im Nenner n¥ statt n*. 


6) Seite 173, letzte Zeile: Lies n¥ statt n*. 


7) Seite 174, Zeile 12 von unten: 
In (70) lies im Nenner p* statt p** . 


8) Seite 174, Zeile 10 von unten: 
In (71) lies ¢,,, statt ¢,,.. 


9) Seite 175, Zeile 14 von oben: 
In (78) lies n¥ statt n,. 


10) Seite 175, Zeile 2 von unten: 
‘ 1 1 
In (82) lies - - - + 53 statt --- +757. 
11) Seite 177, Zeile 2 von oben: 
In (92) lies im Nenner n¥ statt n,. 


12) Seite 177, Zeile 3 von unten: 
In (101) lies im Zahler - - - + pf*? statt ---+ p,*?. 


13) Seite 178, Zeile 11 von unten: 
In (104) lies g, = 2°e+!— 1 stattg,= 2%e —1. 














